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Mehrfach perfekte Kérper. 


Von 


Friedrich Karl Schmidt in Erlangen. 


Zusammenfassung. 

Im folgenden handelt es sich um die Untersuchung derjenigen Kérper, die hinsicht- 
lich mindestens zweier inaquivalenter Bewertungen im Kiirschakschen Sinne perfekt sind. 
Im Mittelpunkt der Arbeit steht eine mengentheoretisch-algebraische Charakterisierung 
dieser ,,mehrfach perfekten“ Kérper, also ein Satz, der der von Artin und Schreier auf- 
gefundenen algebraischen Kennzeichnung der linear geordneten Kérper analog ist. Daran 
anschlieBend werden die wichtigsten bewertungstheoretischen Eigenschaften der mehr- 
fach perfekten Kérper entwickelt. Die so gewonnenen Ergebnisse fiihren zu bemerkens- 
werten Anwendungen in der Theorie der diskreten Bewertungen, d. h. der Bewertungen, 
die man erhalt, wenn man den Quotientenkérper eines Integritatsbereichs mit eindeutiger 
Primelementzerlegung mit Hilfe der Potenzen eines festen Primelementes bewertet. 
Fiir Kérper, die hinsichtlich einer diskreten Bewertung D perfekt sind, leite ich namlich 
insbesondere einen Einzigkeitssatz her, durch den die beherrschende Rolle, welche 
die Bewertung D in der Theorie eines solchen Kérpers spielt, ihre Erklarung erfahrt. 


Finleitung. 

1. Die Fragestellung der vorliegenden Arbeit gehért der Theorie der 
bewerteten Kérper an. Zu ihrem Verstindnis seien daher zunichst ganz kurz 
einige Bemerkungen tiber die Grundlagen und die Ziele dieser Theorie voran- 
gestellt. 

Ein beliebiger Kérper K heiBt bekanntlich nach Kiirschak') bewertet, 
wenn fiir seine Elemente a,... eine nicht negative, reelle Funktion B(a) 
definiert ist, die sich gegeniiber der Addition und Multiplikation in K ganz 
ebenso verhalt wie der absolute Betrag bei den Zahlen. Jede solche Funktion 
nennt man eine Bewertung von K, den Funktionswert B(a) auch den Wert 
von a bei der Bewertung B. 


1) J. Kiirschak, Uber Limesbildung und allgemeine Kérpertheorie, J. reine angew. 
Math. 142 (1913), S. 211—253. Die genaue Definition der Bewertung ist der Be- 
quemlichkeit halber in § 1 der vorliegenden Arbeit noch einmal angegeben. Zur Be- 
wertungstheorie vgl. auch A. Ostrowski, Uber einige Lésungen der Funktionalgleichung 
y (xy) = (x) ¢(y), Acta Math. 41 (1918), S. 271—284. K. Rychlik, Zur Be- 
wertungstheorie der algebraischen Kérper, J. reine angew. Math. 158 (1924), S. 94—-107. 
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Die Bedeutung dieser Bewertungsdefinition liegt in zweierlei. Einmal 
ist der Begriff der Bewertung offenbar nichts anderes als die Ubertragung 
des von den Zahlen her gelaufigen absoluten Betrages auf beliebige Kérper. 
Jeder beliebige Kérper kann nimlich im angegebenen Sinne bewertet werden”), 
und in jedem beliebigen Kérper lassen sich daher auf Grund einer festen Be- 
wertung alle Definitionen einfiihren, die bei den Zahlen auf dem absoluten 
Betrag beruhen, wie etwa die der konvergenten Folge, des Hiufungspunktes, 
der Fundamentalfolge usf. 

Das kann man auch noch etwas anders ausdriicken. Fait man namlich 
die Elemente a, b, . . . des durch B bewerteten Kérpers K als Punkte auf und 
erklart die Entfernung E (a, 6) von a und 6 durch den Wert B(a— 6), so 
geniigt E (a, 6) den bekannten Entfernungspostulaten*). Der Kérper K wird 
dann also zu einem metrischen Raum, und die Bewertungstheorie ordnet sich 
von diesem Standpunkt aus in die Fréchet-Hausdorffsche Theorie der metri- 
schen Raume ein. 

Auf der anderen Seite steht aber die Bewertung zugleich in enger Be- 
ziehung zum allgemeinen Begriff der Primstelle eines Kérpers und damit zu 
arithmetischen Gedankengingen. Am einfachsten tritt dieser Zusammenhang 
beim Kérper der rationalen Zahlen zutage. Dort erzeugt bekanntlich jede 
Primzah! p eine gewisse ,,p-adische“ Bewertung*) und umgekehrt werden alle 
Bewertungen durch diese ,,p-adischen“‘ und den absoluten Betrag erschépft'). 
Hiervon ausgehend ordnet man ganz allgemein jeder Bewertung eines be- 
liebigen Kérpers K durch Definition eine Primstelle zu und nennt dabei — 
wiederum nach dem Vorbild der rationalen Zahlen — zwei Primstellen gleich, 
wenn die zugehérigen Bewertungen B und B, unter den Elementen von K 
dieselbe Rangordnung festlegen, d.h. wenn fiir jedes Elementepaar a,b 
zugleich mit B(a) <= B(6) stets auch B,(a) < B,(6) ist. Zwei solche Be- 
wertungen mit gleicher zugehériger Primstelle werden dann kurz als aqui- 
valent bezeichnet. 

Die soeben geschilderte Mittelstellung der Bewertung hat den Vorteil, 
da8 sie zahlentheoretische Fragen ganz zwanglos der Behandlung durch 


*) Vgl. die nahere Ausfiihrung in § 1. Kiirschaék definiert die Bewertung etwas 
enger, indem er die triviale Bewertung, bei der ‘jedes von Null verschiedene Kérper- 
element den Wert 1 hat, von vornherein ausschlieBt; dann gestatten die absolut alge- 
braischen Kérper von Primzahlcharakteristik keine Bewertung -mehr. 

3) Vgl. F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, 1. Aufl., Leipzig 1914, S. 211. 
Siehe auch §1 dieser Arbeit. 

*) Um diese p-adische Bewertung zu erhalten, denke man sich jede rationale 
Zahl r dargestellt in der Form r = p"r-s, wo 8 eine rationale Zahl ist, in deren Zahler 
und Nenner bei gekiirzter Darstellung die Primzahl p nicht aufgeht. Ist dann 7 eine 
ein fir allemal fest gewahlte positive Zahl < 1, so setze man B(r) = 7"r. 

5) A. Ostrowski, 1. c. *). 
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metrische Methoden eréffnet. Von besonderer Wichtigkeit ist hierbei der 
Begriff des perfekten Kérpers: Ein Kérper K heiBt hinsichtlich der 
Bewertung B perfekt, wenn er im Sinne der Theorie der metrischen Raume 
hinsichtlich B insichdicht und vollstandig®*) ist. — Ist K hinsichtlich B perfekt, 
so hat er besonders einfache arithmetische Eigenschaften gegeniiber der B 
zugeordneten Primstelle; z. B. beruht die Bedeutung der p-adischen Zahlen 
bekanntlich gerade darauf, daB dieser Kérper gegeniiber der durch p erzeugten 
Bewertung perfekt ist. 


2. An den Begriff des perfekten Kérpers kniipft nun die vorliegende 
Arbeit an. Ein beliebiger Korper, der nicht gerade absolut algebraisch und 
von Primzahlcharakteristik ist, gestattet nimlich stets unendlich viele in- 
aiquivalente Bewertungen’), besitzt also unendlich viele verschiedene Prim- 
stellen. Es liegt daher die Frage nahe, unter welchen Bedingungen ein Kérper K 
gleichzeitig hinsichtlich mehrerer, d.h. hinsichtlich mindestens zwei inaqui- 
valenter Bewertungen perfekt sein kann und welche Eigenschaften diese 
,mehrfach perfekten“ K6rper besitzen. Die Beantwortung dieser Frage ist 
das Ziel der folgenden Uberlegungen. 


Das wichtigste Ergebnis, zu dem ich gelange, besteht in dem iiber- 
raschenden Satz, daB die mehrfach perfekten K6rper, deren Definition ganz 
auf metrischen Begriffen fuBt, sich trotzdem rein mengentheoretisch-alge- 
braisch charakterisieren lassen. Ich zeige nimlich: 

I. Ein Kérper K ist dann und nur dann mehrfach perfekt, wenn 

1. seine Elementezahl x, der Gleichung x® = x,°) geniigt, und 

2. K algebraisch abgeschlossen®) ist. 

Dieser Satz stellt offenbar in gewissem Sinne ein Analogon zu dem be- 
kannten Resultat von E. Artin und O. Schreier dar, wonach sich die linear 
geordneten Kérper allein durch algebraische Eigenschaften kennzeichnen 
lassen’). Satz I ist aber abgesehen von seinem theoretischen Interesse auch 


6) Ein metrischer Raum hei®t vollstandig, wenn in ihm das Cauchysche Kon- 
vergenzkriterium gilt, d.h. wenn in ihm jede Fundamentalfolge einen Grenzwert 
besitzt. Dabei wird die Folge {a,} eine Fundamentalfolge genannt, wenn E (am, an) < 
fiir m,n > N,,. 

7) Siehe § 1. 

8) Ist x, die Machtigkeit der Menge K, so ist xo definiert als die Machtigkeit 
der Menge aller Folgen von Elementen aus K. 

®) Fur die im Text benutzten Begriffe und Satze der allgemeinen Kérpertheorie 
sei ein fiir allemal verwiesen auf: E. Steinitz, Algebraische Theorie der Ké6rper, 
J. reine angew. Math. 187 (1910), 167—-308. Neudruck, herausgegeben von R. Baer 
und H. Hasse, Berlin 1920. 

10) E. Artin und O. Schreier, Algebraische Theorie der reellen Kérper, Abh. d. 
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fiir konkrete Anwendungen recht brauchbar. Nach ihm ist z. B. der Kérper 
aller Zahlen mehrfach perfekt, denn er ist algebraisch abgeschlossen und fiir 
seine Elementezahl x = 2% ist x*e = x, Dagegen sind der Kérper der reellen 
Zahlen und der Kérper der p-adischen Zahlen, die beide sicher beziiglich 
mindestens einer Bewertung perfekt sind, nicht algebraisch abgeschlossen 
und daher nach I bloB ,,einfach“ perfekt. 

Von den beiden Bedingungen des SatzesI ist die erste rein mengen- 
theoretisch. Sie ist, wie ich in eimer vorangehenden Arbeit gezeigt habe, 
bereits fiir die Elementezah] jedes Kérpers erfiillt, der iiberhaupt hinsichtlich 
einer Bewertung perfekt ist’), und hesagt, daB die Zahl der Elemente eines 
solchen Kérpers K gleich der Zahl aller verschiedenen Folgen von Elementen 
aus K ist. Dabei liegt in der Gleichung x®» = x_ fiir die Miichtigkeit eines 
perfekten Kérpers eine wesentliche Einschrinkung. Nach einem bekannten 
J. Kénigschen Satz!*) ist namlich fiir ein x,, das sich als Grenzwert oder 
Summe einer aufsteigenden Folge von Kardinalzahlen darstellen la8t, stets 
x® +s , d. h. beim Durchlaufen der wohlgeordneten Menge aller Alephs 
stéBt man immer wieder auf solche, die der ersten Bedingung des Satzes I 
nicht geniigen. Andererseits gibt es aber auch unendlich viele Kardinalzahlen, 
fiir die die Relation x®x = x gilt. Die kleinste von 1] verschiedene unter 
diesen ist die Kardinalzah] x = 2%» des Kontinuums, und allgemein gehért 
zu ihnen sicher jedes x, von der Form x, - me Bo bei beliebigem Reo 


In enger Beziehung zu der algebraischen Charakterisierung der mehrfach 
perfekten Kérper steht nun weiter die Frage, hinsichtlich wie vieler iniiqui- 
valenter Bewertungen ein mehrfach perfekter Kérper perfekt ist und ob man 
vielleicht einen genau n-fach perfekten Kérper konstruieren kann. Hieriiber 
gilt: 

Il. Ein mehrfach perfekter Kérper von der Méchtigkeit x, ist stets hin- 
sichilich unendlich vieler, und zwar hinsichtlich genau 2®«™**) indquivalenter 
Bewertungen perfekt. 

Mit anderen Worten: Ein perfekter Korper ist entweder bloB einfach 
oder aber unendlich vielfach perfekt; eine andere Méglichkeit gibt es nicht. 
Insbesondere kann ein Kérper, der hinsichtlich genau » iniquivalenter Be- 
wertungen perfekt ist, sicher nicht gebildet werden. 

i!) F. K. Schmidt, Uber die Dichte metrischer Raume, Math. Annalen 106, 
(1932), 8. 457—472. — Da die Elementezahl eines perfekten Kérpers stets der ersten 
Forderung des Satzes I geniigt, so folgt aus I sofort: Ein perfekter Kérper ist dann und 
nur dann mehrjach perfekt, wenn er algebraisch abgeschlossen ist. 


12) Vgl. lec. 3), S. 128. 


12a) Ist &, die Miachtigkeit der Menge K, so ist 2%* die Michtigkeit der Menge 
aller Teilmengen von K. 
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Aber auch ein Kérper, der abgesehen von der trivialen**) hinsichtlich 
jeder seiner méglichen Bewertungen perfekt ist, existiert nicht. Ich zeige 
naimlich schlieBlich: 


III. Ein mehrjach perfekter Kérper von der Michtigkeit x, ist auch hin- 


sichtlich unendlich vieler, und zwar wieder hinsichtlich genau 2%* indiquivalenter 
Bewertungen nicht perj{ekt. 


Zusammen mit IT besagt das offenbar, daB die Anzahl der inaiquivalenten 
Bewertungen, hinsichtlich derer ein mehrfach perfekter K6érper perfekt ist, 
stets iibereinstimmt mit der Anzahl der iniquivalenten Bewertungen, hin- 
sichtlich derer er nicht perfekt ist. 


3. Die soeben angegebenen Satze sind nun von besonderer Bedeutung 
fiir die Theorie der diskreten*4) Bewertungen, die bekanntlich bei der Unter- 
suchung der algebraischen Zahl- und Funktionenkérper endlichen Grades 
eine Rolle spielen"). 

Die Besonderheit der diskret bewerteten Kérper besteht darin, daB der 
Wertevorrat der Bewertungsfunktion auf der reellen Zahlgeraden nur 0 
und cc zu Hiufungsstellen hat oder, was damit auf Grund der Bewertungs- 
postulate gleichbedeutend ist, daB alle Werte mit den Potenzen eines festen 
B (q) < 1 iibereinstimmen"*). Jedes Element a aus K liBt sich dann also 
darstellen in der Form a = eg"*, wo e ein Element mit dem Wert B(e) = 1 
ist. Fiir die Behandlung der diskret bewerteten Kérper ist es daher zweck- 
miBig, die Kiirschdksche Bewertung durch die ganzzahlige Exponenten- 
bewertung zu ersetzen, die man erhalt, wenn man jedem Element a +0 
den Exponenten w(a) = n, zuordnet, mit dem das feste Element q in ihm 
aufgeht!”). Bei diesem Ubergang zu den Exponentenwerten kehren sich 
allerdings die GréB8enbeziehungen um, d.h. zu 0 abnehmenden Betrigen im 


13) Zum Begriff der trivialen Bewertung vel. *). 

14) Die Bezeichnung ,,diskret bewerteter Kérper“ stammt von H. Hasse. Vgl. die 
Arbeit seines Schiilers W. Schébe, Beitrage zur Funktionentheorie in nichtarchimedisch 
bewerteten Kérpern, Miinster 1930, S. 9. K. Rychlik [l. c. 1)] spricht statt dessen 
von Kérpern mit Primelement, was an die oben im Text auseinandergesetzten arith- 
metischen Eigenschaften der diskreten Bewertung ankniipft. 

15) Ein Beispiel einer diskreten Bewertung wird geliefert durch die in *) an- 
gegebene p-adische Bewertung des Kérpers der rationalen Zahlen. 

16) Vgl. H. Hasse und F. K. Schmidt, Die Struktur diskret bewerteter Kérper, 
J. reine angew. Math. (1933), § 2. 

17) Der Begriff der Exponentenbewertung ist von W. Krull systematisch bei der 
Behandlung bewertungstheoretischer Fragen verwendet worden. Vel. W. Krull, 
Idealtheorie in unendlichen algebraischen Zahlkérpern II. Math. Zeitschr. 31 (1930), 
8. 527—557. — W. Krull hat auch den Ausdruck ,,ganzzahlige Exponentenbewertung“ 
und die weiter unten im Text auftretende Bezeichnung ,,endlicher Bewertungsring“ 
cingefiihrt. 
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Kiirschdkschen Sinne entsprechen wegen B(q)< 1 gegen co wachsende 
Exponentenwerte; aber dafiir wird die arithmetische Bedeutung der diskreten 
Bewertung bei Benutzung der Exponentenwerte besonders anschaulich. 


Die Menge aller Kérperelemente 6, deren Exponentenwerte w(b) nicht 
negativ sind, bilden nimlich stets einen Integrititsbereich, den zu der 
diskreten Bewertung gehérigen endlichen Bewertungsring B**), und um- 
gekehrt ist die ganzzahlige Exponentenbewertung durch Angabe des zu- 
gehérigen endlichen Bewertungsringes eindeutig bestimmt. Dabei kénnen die 
endlichen Bewertungsringe auch rein arithmetisch charakterisiert werden: 
Der Integritatsbereich J ist dann und nur dann ein endlicher Bewertungsring 
seines Quotientenkérpers, wenn seine simtlichen Ideale mit den Potenzen 
eines festen Primideals q = (q) iibereinstimmen**)), und zwar erhilt 
man die zugehérige Exponentenbewertung, indem man jedem Kérperelement a 
den héchsten Exponenten n, zuordnet, mit dem das Primideal q in ihm 
aufgeht, waihrend eine zugehérige diskrete Bewertung nach Wahl einer festen 
positiven Zahl »< 1 durch die Festsetzung B(a) = 7"* entsteht. Das 
Studium der diskreten Bewertungen ist daher véllig aquivalent mit der 
Untersuchung der endlichen Bewertungsringe, und man kann jedes Ergebnis 
fiir diskrete bewertete K6érper auch als einen Satz iiber endliche Bewertungs- 
ringe aussprechen. 

Fiir einen diskret bewerteten perfekten Kérper K ergibt sich nun aus 
unseren allgemeinen Uberlegungen der folgende ,,Einzigkeitssatz, durch 
den die beherrschende Rolle, die die diskrete Bewertung erfahrungsgema8 
fiir emen solchen Korper spielt, ihre Erklarung erfahrt: 


IV. Ist K beziiglich der diskreten Bewertung D perfekt, so nimmi D unter 
allen Bewertungen von K in zweifacher Hinsicht eine einzigartige Stellung ein. 
D ist im Sinne der Aquivalenz die einzige diskrete Bewertung von K und zu- 
gleich die einzige Bewertung, hinsichtlich der K perfekt ist. 

Dieser Einzigkeitssatz hat seinerseits fiir den analytischen Isomorphismus 
diskret bewerteter perfekter Kérper eine bemerkenswerte Konsequenz. 
Bekanntlich nennt man allgemein zwei Kérper K und K’ mit den Bewertungen 
B und B’ analytisch isomorph, wenn sich zwischen ihnen ein Isomorphismus 
herstellen 14Bt, bei dem fiir zwei einander zugeordnete Elementepaare a, b 


18) Im Fall des p-adisch bewerteten Kérpers der rationalen Zahlen besteht der 
zugehorige endliche Bewertungsring offenbar aus den p-adisch ganzen rationalen Zahlen, 
d. h. allen rationalen Zahlen, deren Nenner bei gekiirzter Darstellung durch p un- 
teilbar ist. 


19) DaB ich im Text das Primideal q sogleich als Hauptideal, q = (q), voraussetze, 
bedeutet keine Einschrankung. Ein Integritatsbereich, in dem similiche Ideale durch 
die Potenzen eines festen Primideals erschépft werden, ist stets Hauptidealring. 
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und a’, b’ stets gleichzeitig B(a) <= B(b) und B’(a’) < B’(b’) gilt™). Beim 
analytischen Isomorphismus wird also iiber den gewohnlichen Isomorphismus 
hinaus noch die Erhaltung der Rangordnung gefordert, die durch die Bewertung 
zwischen den Elementen geschaffen ist, und man kann leicht Beispiele be- 
werteter Kérper angeben, die zwar isomorph aber nicht analytisch isomorph 
sind **), Fiir diskret bewertete perfekte K6rper folgt dagegen aus IV unmittelbar 

V. Sind zwei diskret bewertete perfekte Kérper isomorph, so sind sie stets 
auch analytisch isomorph. 

Dabei ist wieder die Voraussetzung der diskreten Bewertung wesentlich. 
LaBt man sie fallen, betrachtet also irgend zwei isomorphe perfekt bewertete 
Kérper, so wird Satz V im allgemeinen unrichtig**). 

Um die soeben angefiihrten Sitze iiber diskrete Bewertungen in der 
Sprache der endlichen Bewertungsringe zu iibertragen, bemerke ich zweierlei. 
Einmal: Ein endlicher Bewertungsring B mit dem Primideal q heiBt q-adisch 
abgeschlossen, wenn jedes vertrigliche unendliche Kongruenzensystem 


Zz 


ll 


a,_, mod q” (n = 1, 2, ...), 
d.h. jedes solche Kongruenzensystem, bei dem jeweils 
a, = 4,_, mod q" 


ist, in B eine Lésung besitzt. Dieser Begriff stellt bekanntlich die ring- 
theoretische Fassung des Perfektheitsbegriffs dar; ein endlicher Bewertungs- 
ring gehért namlich dann und nur dann zu einer diskreten und perfekten 
Bewertung, wenn er q-adisch abgeschlossen ist™*®). Ferner: Zwei diskrete 
Bewertungen desselben Kérpers K sind dann und nur dann dquivalent, wenn 


20) Dieser Begriff des analytischen Isomorphismus ist weiter als der von 
A. Ostrowski, 1. c., *), eingefiihrte. Ostrowski spricht von einem analytischen Iso- 
morphismus nur dann, wenn einander entsprechende Elemente gleichen Wert haben. 

21) Sind p und p, zwei verschiedene Primzahlen, so betrachte man etwa einerseits 
den Kérper Pp der durch p, andererseits den Kérper Pp, der durch p, bewerteten 
rationalen Zahlen. Die Kérper Pp und Pp, sind offenbar isomorph, und zwar gestatten 
sie bloB den identischen Isomorphismus. Dieser Isomorphismus ist aber sicher kein 
analytischer. 

22) Sei etwa wieder Pp bzw. Pp, der durch zwei verschiedene Primzahlen p und p, 
bewertete Kérper der rationalen Zahlen. Nach Kiirschik kénnen dann Pp und Pp, 
unter Erhaltung ihrer Bewertung je in einen kleinsten perfekten und algebraisch ab- 
geschlossenen Oberkérper K bzw. K, eingebettet werden. Diese Kérper K und K, 
sind sicher isomorph; denn sie sind beide algebraisch abgeschlossen und haben dieselbe 
Machtigkeit x = 2™°, also auch denselben Transzendenzgrad x. Sie sind aber nicht 
analytisch isomorph, weil bei jedem Isomorphismus notwendig Pp identisch auf Pp, 
abgebildet wird und diese Abbildung bereits keinen analytischen Isomorphismus 
darstellt. 
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die zugehérigen endlichen Bewertungsringe iibereinstimmen; zwei diskret 
bewertete Kérper K und K’ sind dann und nur dann analytisch isomorph, 
wenn die zugehérigen Bewertungsringe isomorph schlechthin sind**). Unter 
Beachtung dieser beiden Bemerkungen gewinnt man dann aus IV und V 
sofort 


IV’. Der Quotientenkirper K eines endlichen, q-adisch abgeschlossenen 
Bewertungsringes B enthilt auBer B selbst keinen einzigen endlichen Bewertungs- 
ring, dessen Quotientenkérper gleich K ist™). 

V’. Zwei endliche, q-adisch abgeschlossene Bewertungsringe sind schon 
dann isomorph, wenn ihre Quotientenkérper isomorph sind. 

4. Bei der Begriindung der Sitze I bis V steht die Herleitung von I und II 
im Vordergrund. Dabei ist es zweckmaBig, die in I und II enthaltenen Be- 
hauptungen etwas anders aufzuteilen. Ich zeige demgemiS: 


Satz 1. Ist der Kérper K B-perfekt, so ist die perfekte Hiille von K hin- 
sichtlich jeder zu B indquivalenten Bewertung algebraisch abgeschlossen. 


Satz 2. Hin algebraisch abgeschlossener Kérper, dessen Elementezahl x, 
der Gleichung x*o = x, geniigt, ist hinsichtlich genau 2** indquivalenter Be- 
werlungen perjekt. 

Aus diesen beiden Aussagen und der bereits friiher bewiesenen Be- 


dingung*) fiir die Elementezahl eines perfekten Kérpers ergeben sich dann 
ohne weiteres die Theoreme I und II. 


Ist niimlich der Kérper K mehrfach perfekt, so mu er nach Satz 1 not- 
wendig selbst algebraisch abgeschlossen sein, und es besteht ferner fiir seine 
Elementezahl x, wie bei jedem perfekten Kérper die Gleichung x® = x,. Ist 
umgekehrt K ein Kérper, der diese beiden Forderungen erfiillt, so ist er nach 
Satz 2 mehrfach perfekt. Die beiden Bedingungen des Satzes I sind damit 
bereits auf Grund von Satz 1 und 2 als notwendig und hinreichend erkannt. 
Aus dem ersten Teil von I und Satz 2 flieSt aber weiter sofort die Tat- 
sache, da8 ein mehrfach perfekter Kérper von der Michtigkeit x», hinsicht- 
lich genau 2** Bewertungen perfekt ist, und das ist gerade die Behaup- 
tung von II. 


23) Vgl. Lc., %), §1. 

%) Dieser Satz stellt allerdings nur die ringtheoretische Ubertragung des ersten 
Teils von IV dar, der aussagt, daB ein diskret bewerteter perfekter Kérper im Sinne 
der Aquivalenz blo8 eine diskrete Bewertung besitzt. Um auch den zweiten Teil von IV 
ringtheoretisch formulieren zu kénnen, ist noch eine Verallgemeinerung der ring- 
theoretischen Begriffe erforderlich, auf die hier, wo die bewertungstheoretische Frage- 
stellung im Vordergrund steht, nicht naher eingegangen werden soll. 

*) Le. 4). Die Bedingung lautet: Fiir die Hlementezahl x, eines perfekten 
Kérpers besteht die Gleichung x®° = x,. 
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Von den Satzen 1 und 2 selbst wird nun der zweite unter Zuhilfenahme 
Steinitzscher Ergebnisse sehr rasch durch Isomorphiebetrachtungen gewonnen 
werden. Mehr Miihe verursacht dagegen Satz 1. 

Zu seinem Beweis gehe ich aus von einem bekannten Henselschen Satz, 
der bei geeigneter Formulierung aussagt, daB der Zerlegungstypus eines 
separablen®*) Polynoms iiber einem perfekten Kérper sich bei Variation der 
Koeffizienten stetig andert®’). Hieraus leite ich zuniachst ein allgemeines 
Lemma her, das auch bei anderen Fragen gute Dienste leistet. Ich zeige 
nimlich, da8 man zu zwei iniquivalenten Bewertungen eines beliebigen 
Kérpers K stets ein Polynom H(z) mit Koeffizienten aus K finden kann, 
welches tiber den perfekten Hiillen K und K, von K hinsichtlich dieser Be- 
wertungen dieselben Zerlegungstypen besitzt wie zwei vorgegebene gleich- 
gradige separable Polynome**). Satz 1 wird sich dann, soweit nur separable 
algebraische Erweiterungen™*) in Frage kommen, beinahe als unmittelbare 
Folge dieses Lemmas herausstellen. Ist nimlich K B-perfekt, also K = K, 
und existiert iiber der perfekten Hiille K, von K hinsichtlich einer zu B 
iniquivalenten Bewertung B, ein irreduzibles separables Polynom n-ten 
Grades, so kann man auf Grund des Lemmas ein Polynom H(z) be- 
stimmen, das iiber dem Oberkérper K, von K irreduzibel vom Grad n ist 
und andererseits tiber K = K in Linearfaktoren zerfillt. Es mu8 daher 
notwendig n = 1 und damit K, mindestens separabel-algebraisch ab- 
geschlossen**) sein. 

. Um endlich III zu erhalten, brauche ich wesentlich einen einfachen Hilfs- 
satz tiber Potenzreihen in einer Unbestimmten u, der gewissermaBen den 
algebraischen Kern der bekannten funktionentheoretischen Liickensiitze 
darstellt. Ich zeige nimlich durch Uberlegungen, die dem Transzendenzbeweis 
fiir Liouvillesche Zahlen**) parallel laufen, daB eine Potenzreihe mit Koeffi- 
zienten aus einem beliebigen Kérper bei hinreichend groBen Liicken stets 
transzendent ist in bezug auf den Kérper aller rationalen Funktionen in u, 
d. h. also keiner algebraischen Gleichung geniigt, deren Koeffizienten rationale 


26) Im AnschluB an van der Waerden verwende ich im folgenden die Bezeichnung 
»separabel an Stelle des Steinitzschen ,,von erster Art‘‘. Ein separables Polynom 
ist also ein Polynom ohne mehrfache Nullstellen, eine separable algebraische Erweiterung 
eine solche, die durch Nullstellen separabler Polynome iiber dem Grundkérper entsteht, 
und es heiBt ein Kérper separabel-algebraisch abgeschlossen, wenn iiber ihm jedes 
separable Polynom in Linearfaktoren zerfallt. 

87) Fir den Begriff des Zerlegungstypus und die genaue Formulierung des Satzes 
vgl. § 2. 

28) Dieses Lemma kniipft offenbar inhaltlich an die bekannte Tatsache an, daB 
man stets ein ganzzahliges Polynom bilden kann, welches modulo beliebig hoher 
Potenzen zweier verschiedener Primzahlen vorgegebene Zerlegungen besitzt. 

2%) Vgi. etwa Perron, Theorie der Irrationalzahlen, Lpzg. 1921, 8. 162. 
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Funktionen von uw sind. Daraus schlie8t man dann Satz III wieder unter 
Benutzung Steinitzscher Resultate. 


§1. 
Definitionen. Vorbereitungen. 

1. Unter einer Bewertung eines beliebigen Kérpers K versteht man eine 
fiir die Elemente a, 6,... von K definierte reelle Funktion B mit folgenden 
Eigenschaften: 

1.) B(a)>0O fir a+0; B(0)=0; 
2.) B(ab) = B(a) B(b); 
3.) B(a + 6) = B(a) + B(6). 
Aus diesen Bewertungspostulaten folgt unmittelbar 
1 1 
B(1)= B(—1)= 1, B(>) = gq: 
Den Wertevorrat der Funktion B(a) bei beliebig in K variierendem a be- 
zeichne ich als die Wertmenge von K bei der Bewertung B. 

Zwei Bewertungen B und B, von K werden dquivalent genannt, wenn 
fir jedes Elementepaar a, 5 stets gleichzeitig B(a) =< B(b) und 
B, (a) = B,(6) ist. B und B, sind offenbar dann und nur dann Aquivalent, 
wenn die Menge aller Elemente c, fiir die B(c) <= 1 ist, zusammenfallt mit 
der Menge aller Elemente c’, fiir die B,(c’) << 1 ist. Ordnet man daher jeder 
Bewertung B von K die Menge aller Elemente c mit B(c) < 1 zu, so erkennt 
man ohne weiteres: Die Zahl der indiquivalenten Bewertungen eines Kérpers K 
von der Machtigkeit x, ist hichstens gleich der Anzahl 2** aller T eilmengen von K. 

Ist K* ein Oberkérper des durch B bewerteten Kérpers K, so heiBt die 
Bewertung B* von K* eine Fortsetzung von B, wenn B* fiir die Elemente aus K 
mit B iibereinstimmt, B*(a) = B(a) fiir jedes a aus K. Die Fortsetzungen 
zweier indquivalenter Bewertungen sind selbstverstandlich wiederum iniqui- 
valent. 

2. Ein beliebiger Kérper K kann stets in trivialer Weise bewertet werden. 
Man braucht nur B(0) = 0 und fiir jedes a+0 B(a) = 1 mu setzen. Jede 
mit dieser trivialen Bewertung aquivalente ist notwendig mit ihr identisch. 

Dagegen heiBt ein Korper nichttrivial bewertet, wenn der Funktions- 
wert B(c) fiir mindestens ein Element c von 0 und 1 verschieden ist oder, 
was auf dasselbe hinausliuft, wenn auBer 1.) bis 3.) noch die weitere 
Bedingung erfiillt ist: 

4.) K enthilt ein Element c, fiir das 0 < B(c) < 1 ist. 


Setzt man dann 6 = c™ und laBt m hinreichend groB werden, so findet man: 
Ein nicbttrivial bewerteter Kérper enthilt stets ein Element 6, dessen 
Wert B(d) beliebig klein ist. 


Mehrfach perfekte Kérper. ll 


3. Ein absolut algebraischer Kérper von Primzahlcharakteristik ge- 
stattet nur die triviale Bewertung). 

Eine besonders wichtige nichttriviale Bewertung la8t sich dagegen un- 
mittelbar fiir den Quotientenkérper K eines Integrititsbereiches J angeben, 
in dem der Satz von der eindeutigen Ze legung in Primelemente gilt, d. h. in 
dem jede Nichteinheit 6 eine Zerfillung b = 9,9, ...4m gestattet, wo 
9;,-++>%m bis auf Einheitsfaktoren eindeutig bestimmte, nicht notwendig 
verschiedene Primelemente bedeuten. Sei nimlich qg ein festes Primelement 
und 7, eine reelle, positive Zahl << 1. Ist dann a +0 ein beliebiges Element 
aus K und a = b,/b, eine Darstellung von a als Quotient zweier Elemente 
aus J, so bestimme man den gréften Exponenten n, bzw. n,, mit dem q 
in b, bzw. b, aufgeht, und setze B(a) = 7": — "2. Diese Funktion ist fiir jedes 
a +0 eindeutig bestimmt und geniigt, wie man leicht bestitigt, den Forde- 
rungen 1.) bis 4.); sie bildet daher eine nicht triviale, durch q erzeugte Be- 
wertung von K. Zwei Primelemente gq und q,, die sich nicht nur durch eine 
Einheit unterscheiden, erzeugen auf diese Weise stets zwei iniquivalente 
Bewertungen *), 

Wahlt man fiir J den Integritatsbereich der ganzen Zablen und fiir q 
der Reihe nach die unendlich vielen nicht assoziierten Primzahlen, so erhilt 
man die unendlich vielen indquivalenten ,,p-adischen“ Bewertungen des 
Kérpers der rationalen Zahlen. Setzt man andererseits J gleich dem In- 
tegrititsbereich k[U] aller Polynome in einem System U von beliebig vielen 
Unbestimmten und mit Koeffizienten aus emem Kérper k und q der Reihe 
nach gleich den unendlich vielen nichtassoziierten Primpolynomen**) aus 
k[U], so entstehen unendlich viele inaquivalente Bewertungen fiir den 
Kérper k(U) aller rationalen Funktionen in den Unbestimmten von U. 

4. Eine Bewertung des K6érpers K kann nach Kiirschék®) stets in eine 
beliebige algebraische Erweiterung K* von K fortgesetzt werden. 

Hieraus schlieBt man miihelos, daf jeder Kérper K, der nicht gleichzeitig 
absolut algebraisch und von Primzahlcharakteristik ist, stets auf unendlich 
viele nicht dquivalente Weisen bewertet werden kann. 


80) In einem solchen Kérper ist nimlich eine Potenz jedes von 0 verschiedenen 


q 
Elements a gleich 1, a? = 1 und daher B(a) = yi = 1. 

31) Ist namlich B die durch q, B, die durch g, hervorgerufene Bewertung, so ist 
B(q) < 1, B(q,) = 1; dagegen B,(¢) = 1, B,(g,) < 1. 

32) DaB der Integritatsbereich k[U] stets unendlich viele nicht assoziierte Prim- 
polynome enthalt, erkennt man im Falle eines unendlichen Koeffizientenkérpers k 
bereits durch Betrachtung aller linearen Funktionen u — a; im Falle eines endlichen k 
folgt es aus Steinitzschen Resultaten [l. c., *), § 16]. 

33) ].c., FuBnote '). Fiir den Spezialfall der sog. nichtarchimedischen Be- 
wertung vgl. auch M. Deuring, Verzweigungstheorie bewerteter Kérper, Math. Ann. 
105 (1931), §1. 
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Ein solcher Kérper K ist nimlich entweder algebraisch iiber dem Kérper 
der rationalen Zahlen oder algebraisch iiber einem Kérper der Gestalt k[U], 
d. h. er ist in jedem Fall algebraisch iiber einem Kérper, welcher unendlich 
viele iniquivalente Bewertungen gestattet. Die Fortsetzungen dieser Be- 
wertungen auf K ergeben dann unendlich viele indquivalente Bewertungen 
von K. 

5. FaBt man die Elemente a, b,... des durch B bewerteten Korpers K 
als Punkte auf und setzt E(a,b) = B(a—b), so geniigt E(a,b) den Haus- 
dorffschen Entfernungspostulaten : 


a) E(a,b) > 0 fir a+b, E(a,b) = 0 fir a = 5; 
B) E(a, b) = E(6, a); 
y) E(a, 6) < E(a, ce) + E(e, 5). 

Man kann daher E(a, 6) als die Entfernung von a und b bezeichnen und 
macht damit K zu einem metrischen Raum. 

Ein trivial bewerteter Kérper K besteht als metrischer Raum offenbar 
aus lauter isolierten Punkten**). Jede Fundamentalfolge*) aus einem solchen 
Kérper besitzt daher selbstverstindlich in K einen Grenzwert; d.h. K ist 
vollstandig ®). 

Ein nichttrivial bewerteter Kérper ist dagegen als metrischer Raum 
insichdicht und braucht keineswegs vollstandig zu sein, wie das Beispiel des 
durch den absoluten Betrag bewerteten Koérpers der rationalen Zahlen zeigt. 
Ist der durch B nichttrivial bewertete Kérper K als metrischer Raum voll- 
stiindig, so ist er also gleichzeitig insichdicht und vollstandig und wird daher 
hinsichtlich B perfekt oder auch kurz B-perfekt genannt. 

6. Nach dem Vorbild der Cantorschen Konstruktion der Irrational- 
zahlen kann ein beliebiger, durch B nicht trivial bewerteter Kérper K stets 
zu einem kleinsten Kérper K erginzt werden, der hinsichtlich einer Fort- 


setzung B von B perfekt ist’). K ist samt seiner Bewertung B durch die 
Bewertung B von K bis auf Isomorphie iiber K eindeutig bestimmt und heiBt 
die perfekte Hiille von K beziiglich B; seine Bewertung B wird einfach wieder 
mit B bezeichnet. 

Bei der Cantorschen Konstruktion wird die perfekte Hiille K bekanntlich 
aus der Gesamtheit aller Fundamentalfolgen von K durch Einfiihrung einer 
geeigneten Gleichheit gewonnen. Jedes Element von K ist daher Hiufungs- 
punkt von Elementen aus K und die Wertmenge von K ist jedenfalls in der 
abgeschlossenen Hiille der Wertmenge von K enthalten. 

Ein hinsichtlich der Bewertung B perfekter Koérper ist ferner, wie man 
leicht bestitigt, auch hinsichtlich jeder zu B aquivalenten Bewertung perfekt **). 
Ist dagegen der Kérper K hinsichtlich mindestens zweier iniquivalenter 


34) Denn zwei voneinanaer verschiedene Punkte haben stets die Entfernung 1. 
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Bewertungen perfekt, so bezeichne ich ihn als mehrfach perfekt. Diese mehr- 
fach perfekten K6rper sollen im folgenden untersucht werden. 


§ 2. 


Die Zerlegung der Polynome iiber einem perfekten Kérper. 

1. Uber dem durch B bewerteten Kérper K kénnen die Polynome G(z) 
eines festen Grades n bekanntlich in einfacher Weise als Punkte eines neuen 
metrischen Raumes aufgefabt werden**). Dabei wird die Entfernung E (G, H) 
zweier Polynome G(z) und H (xz) vom Grade n mit Hilfe der Polynom- 
differenz 

G(z)— H(z) =c,+¢,2+ ...+¢,2" 
erklirt, und zwar setzt man E(G,H) gleich dem gré8ten B-Wert der ¢,, 
E(G, H) = Max[B (e,)]. 

Unter einer 6-Umgebung des Polynoms (2) ist dann also die Menge 
aller mit G(x) gleichgradigen Polynome H(z) zu verstehen, die von ((z) 
eine Entfernung E(G,H)< 6 besitzen, wo 6 eine positive reelle Zahl ist. 
Wenn hervorgehoben werden soll, daB der benutzte Entfernungsbegriff fiir 
Polynome sich auf die Bewertung B stiitzt, so spreche ich auch von der 
B-Entfernung der Polynome G(z) und H(z). 

2. Mit Hilfe dieser Entfernungsdefinition fiir Polynome lassen sich die 
Zerlegungseigenschaften der Polynome iiber einem perfekten Kérper be- 
sonders einfach formulieren. Bevor ich das tue, fiihre ich jedoch der Bequem- 
lichkeit halber noch eine abkiirzende Bezeichnungsweise ein. Ich sage namlich 
allgemein: Zwei Polynome G(x) und H(z) besitzen den gleichen Zerlequngs- 
typus iiber einem beliebigen Kérper K, wenn G(x) und H(z) iiber K in gleich 
viele verschiedene Primfaktoren zerfallen, 


G (a) = P,(x)™... P,(a)™, 
H(z) = Q,(2)™ ... Q,(2)™*, 


und wenn auferdem bei geeigneter Numerierung die Grade von P;(x) und 
Q;(x) sowie die Exponenten m; und m; iibereinstimmen. 

Bei Benutzung dieser Ausdrucksweise besteht nun der folgende grund- 

legende Henselsche Satz: Uber einem B-perfekten Kérper K besitzt jedes 
Polynom H (x) aus einer hinreichend kleinen Umgebung des separablen Polynoms 
G(x) stets denselben Zerlequngstypus wie G(x). Mit anderen Worten: Der 
Zerlegungstypus von H(x) bleibt ungedndert, wenn H(x) in einer hinreichend 
kleinen Umygebung von G(x) varvert. 
35) Selbstverstandlich kann man auch die Menge aller Polynome iiber K mit Hilfe 
- des im Text angegebenen Verfahrens zu einem metrischen Raum machen. Die Be- 
schrankung auf Polynome, die untereinander gleichen Grad haben, erfolgt mit Riicksicht 
auf die Formulierung der weiteren Siatze. 
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Diese Tatsache ist fiir den Spezialfall der p-adischen Zahlen bereits in 
Henselschen Resultaten enthalten und kann allgemein aus den Untersuchungen 
von Ostrowski und Rychlik entnommen werden*). 

3. Der soeben angefiihrte Henselsche Satz gestattet noch eine Ver- 
schirfung, die ich im nichsten Paragraphen bendétige und die jetzt entwickelt 
werden soll. 

Zuniichst ist klar: Ist M = {G(zx)} eine Menge von Polynomen G(z) 
des Grades n, die alle denselben Zerlegungstypus Z tiber dem bewerteten Korper K 
haben, und gibt es eine feste positive Zahl 5, so dap jedes Polynom H(z) aus 
der 5-Umgebung eines beliebigen G(x) stets ebenfalls den Zerlegungstypus Z 
besitzt, so kommt der Zerlegungstypus Z sicher jedem H(z) vom Grade n zu, 
dessen Entfernung von der Menge M kleiner als 5 ist. Dabei ist die Entfernung 
eines Polynoms H(z) von der Menge M, wie in der Theorie der metrischen 
Raume iiblich, definiert als die untere Grenze der Entfernungen des Poly- 
nomes H(z) von den Polynomen aus M. 

Zum Beweis braucht man nur zu iiberlegen, da8 ein H(z), dessen Ent- 
fernung von M kleiner als 4 ist, notwendig in der 6-Umgebung eines G(z) 
liegt und daher nach Voraussetzung den Zerlegungstypus Z hat. 

Sei nun 6 + 0 ein festes Element aus dem durch B bewerteten Kérper K. 
Ich betrachte die umkehrbare eindeutige Abbildung ®, des Raumes aller 
Polynome n-ten Grades aus K[z], die man erhilt, wenn man jedem Polynom 

F(z) =a,+a,2+ ...+a,2" 
das Polynom ®,(F) = F, mit den b-fachen Nullstellen und dem gleichen 
héchsten Koeffizienten zuordnet, also das Polynom 
F,(z) = a,6* + 4,6%-'2+ ...+a,2*% = oF (=). 

Diese Abbildung ®, hat offenbar folgende Eigenschaften: 

a) Das Polynom F und sein Bildpolynom ®,(F) = F, haben stets den 
gleichen Zerlegungstypus; denn F, geht aus F durch éine lineare Variablen- 
transformation z-—> 2z/b und nachtrigliche Multiplikation mit der Kon- 
stanten 5" hervor, und bei diesen Operationen bleibt der Zerlegungstypus 
selbstverstandlich ungeindert. 

b) Ist B(b)>1, so umfaBt der Bildbereich der 5-Umgebung von G(z) 
stels die 6-Umgebung des Bildpolynoms G,(x) von G(z). 

36) Bei Rychlik [l. c., !)] wird der Satz — allerdings in anderer Formulierung — 
fiir diejenigen perfekten Kérper bewiesen, die man nach Ostrowski als nichtarchi- 
medisch bewertet bezeichnet. Ein archimedisch bewerteter perfekter Kérper ist aber 
nach Ostrowski [l.c., !)] analytisch isomorph entweder zu dem durch den absoluten 
Betrag bewerteten K6rper aller reellen Zahlen oder zu dem durch den absoluten 
Betrag bewerteten Kérper aller komplexen Zahlen. Fiir einen archimedisch bewerteten 
perfekten Kérper ergibt sich daher die Richtigkeit des Satzes aus trivialen Stetigkeits- 
iiberlegungen. 
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Fiir zwei gleichgradige Polynome G(z) = Jg,2' und H(z) = Yh,x"* ist 
nimlich nach Definition 
E(G@, Hy = Max[B(g,;—Ah,)], E(@,, H,) = Max[B(b"—*g, — b"—*h,)) 
und da wegen B(b) >1 sicher 
Big, — hy) S B(O"—*) Big, — hy) = B(O"—*g, — O*—* h,) 
ist, so hat man 
E(G, H) s E(G,, H,). 
Der Urbildbereich der 6-Umgebung von G, liegt also wirklich ganz in der 
6-Umgebung von G. 

c) Ist B(b) = 1 und die reelle Zahl 6 > 0 so bestimmt, da jedes Polynom 
der 5-Umgebung von G(x) denselben Zerlegungstypus Z wie G(x) besitzt, so hat 
auch jedes Polynom der 5-Umgebung von G, den Zerlequngstypus Z. 

Das folgt sofort aus a) und b); denn nach a) haben alle Polynome aus dem 
Bildbereich der 6-Umgebung von G@ den Zerlegungstypus Z und nach b) 
umfaBt dieser Bildbereich die 6-Umgebung von G,, d.h. alle Polynome aus 
der 6-Umgebung von G, besitzen den Zerlegungstypus Z. 

Auf Grund der soeben zusammengestellten Tatsachen la8t sich nun 
folgender Hilfssatz aussprechen, der bereits die angekiindigte Verschirfung 
des Henselschen Satzes enthilt: 

Hilfssatz 1. Ist K B-nerfekt und bedeutet 

M = {G,(z)} 
die Menge aller PolynomeG, = ,(G@), die aus einem festen separablen PolynomG 
durch die simtlichen Abbildungen ©, entstehen, wo 6 alle Elemente aus K mit 
B(b) > 1 durchliujt, so besitet jedes mit G(x) gleichgradige Polynom H(z), 
dessen Entfernung von M hinreichend klein ist, denselben Zerlegungstypus 
wie G(z). 

In der Tat, sei die reelle Zahl 6 > 0 so gewahlt, daB jedes H(z) aus der 
6-Umgebung von G(z) denselben Zerlegungstypus Z wie G(z) hat. Dann 
kommt nach c) auch jedem H(z) aus der 6-Umgebung eines beliebigen G,(z) 
von M der Zerlegungstypus Z zu. Nach der zu Beginn dieser Nummer an- 
gefiihrten Bemerkung hat daher jedes mit G(x) gleichgradige H(z), dessen 
Entfernung von M kleiner als 4 ist, den Zerlegungstypus Z. 


§ 3. 


Ein allgemeines Lemma. Beweis von Satz 1. 

1. Sei jetzt K ein Kérper, der zwei iniquivalente, nicht triviale Be- 
wertungen, B und B,, besitzt. Unter K und K, verstehe ich dann die perfekten 
Hiillen von K hinsichtlich dieser Bewertungen und beweise fiir die Polynome 
iiber K das folgende, bereits in der Einleitung angekiindigte 
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Lemma. Sind G(x) und G,(x) zwei separable*), gleichgradige Polynome 
iiber K bew. K,, so existiert stets ein Polynom H(z) iiber K, das tiber K bzw. R, 
denselben Zerlegungstypus wie G(x) bew. G,(x) besitzt. 

Im Falle des Kérpers der rationalen Zahlen und zweier p- bzw. p,-adischer 
Bewertungen lat sich dieser Satz auf Grund Henselscher Resultate aus der 
bekannten Tatsache folgern, daS man stets ein Polynom H(z) mit ganz- 
zahligen Koeffizienten bestimmen kann, welches modulo einer beliebigen 
Potenz von p und p, in vorgegebener Weise zerfiallt. Fiir die weiteren Uber- 
legungen ist es jedoch gerade wesentlich, da8 in dem Lemma iiber den 
Kérper K und die Bewertungen B und B, keinerlei einschrinkende Voraus- 
setzungen gemacht werden. B und B, kénnen z. B. im Falle eines Zahlkérpers 
auch zwei iniquivalente Fortsetzungen der durch den gewéhnlichen absoluten 
Betrag erzeugten Bewertung der rationalen Zahlen sein. 

Beim Beweis des Lemmas darf ich von vornherein annehmen, daB G(z) 
und G(x) Polynome mit Koeffizienten aus K sind. Da nimlich K die perfekte 
Hiille von K beziiglich B bedeutet, ist jeder Koeffizient von G(x) sicher 
Hiiufungspunkt von Elementen aus K hinsichtlich B. In jeder mit Hilfe 
von B iiber K definierten Umgebung von G(z) liegt somit auch ein Polynom 
mit Koeffizienten aus K. Ein Polynom dieser Art, dessen B-Entfernung von 
G(x) hinreichend klein ist, hat aber ebenfalls keine mehrfachen Nullstellen 
und besitzt iiber K denselben Zerlegungstypus wie G(x); jedes solche Polynom 
kann daher an die Stelle von G(x) treten. Ganz genau so schlieBt man mit 
Hilfe der Bewertung B, auf die Existenz eines separablen Polynoms mit 
Koeffizienten aus K, dem iiber K, derselbe Zerlegungstypus wie G,(x) zu- 
kommt. 

Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kann man sich ferner die héchsten 
Koeffizienten von G(x) und G,(z) beide gleich 1 gemacht denken. Man hat 
dann also 

G (z) = z*+a,_,2"-!+ ... +a, = G(z) 
und 

G,(z) = 2+ a,_,2"-'+ ... +a, = G,(z2), 
wo die a, und a, aus K stammen. 

Da B und B, nach Voraussetzung zwei iniiquivalente und nichttriviale 
Bewertungen von K darstellen, enthilt K sicher ein Element c, fiir das bei 
passender Bezeichnung der Bewertungen 

B(c)>1 und B,(ce)< 1 
ist. Fiir hinreichend groBes m ist daher 6 = c™ ein Element mit B(b) >1 
und beliebig kleinem B, (5). 
Ich betrachte nun die Menge 


M = {G,(z)} 
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aller Polynome G,(z) = 6"G(z/b), die aus dem festen Polynom G(x) durch 
Anwendung der simtlichen Abbildungen ®, entstehen, wo 6 alle Elemente 
aus K mit B(6)>1 durchlauft, und behaupte: In beliebig kleiner B-Ent- 
fernung von der Menge M gibt es stets Polynome H (x) mit Koeffizienten aus K, 
die iiber K, denselben Zerlegungstypus wie G,(x) besitzen. Im Hinblick auf 
Hilfssatz 1 folgt hieraus dann sofort das Lemma. 

Zum Beweis der soeben angefiihrten Behauptung setze ich das Polynom 
H(z) an in der Gestalt 


H(z) = 2*+a,_,b2"-'+ ... +a," 


+a,—_,6’'a"—-!+... +a,6", 
d. h. 
(1) H(z) = G,(z)+4,~-,0' a*-'+ ... +a,6" 
bzw 
(2) H (x) = Gyy (z) + a,-,62"—-'+ ... + 4,5", 


wo b und 0’ zwei beliebige, in K sicher existierende Elemente mit B(b) > 1 
und B(b’) < 1 bedeuten, iiber die noch naher verfiigt werden soll. Die Ko- 
effizienten H(s) liegen dann jedenfalls in K. 

Fiir die weiteren Uberlegungen stiitze ich mich zuniichst auf die Glei- 
chung (1). Zugleich mit 

B(b’) + 0 
wird die B-Entfernung zwischen H(x) und M bei beliebigem 6 gemiB (1) 
offenbar beliebig klein, 
Es (A, M) — 0. 


Man kann daher 6’ so wihlen, daB Eg (H, M) bei beliebigem 6 kleiner als eine 
vorgegebene positive Zahl wird. Ist dies geschehen, so halte ich b’ fest und 
variiere jetzt noch das bisher willkiirliche }. 

Dazu ziehe ich die Gleichung (2) heran. Das nunmehr feste Polynom G, y 
hat offenbar iiber K, denselben Zerlegungstypus Z wie G,(z), und nach dem 
Henselschen Satz kommt jedem Polynom mit binreichend kleiner B,-Ent- 
fernung von G,» ebenfalls der Zerlegungstypus Z iiber K, zu. Zugleich mit 

B, (b) + 0 
wird aber gem&B (2) die B,-Entfernung zwischen H(z) und dem festen G, » 
beliebig klein, 


Es, (H, Gy») “> 0, 


und da, wie schon festgestellt, in K sicher ein 6 mit B(b) >1 und beliebig 
kleinem B,(5) existiert, kann man H(z) tatsichlich durch passende Wahl 
von h auch noch so bestimmen, daB es iiber K, den Zerlegungstypus von G,(z) 
besitzt. H(z) erfiillt dann offenbar alle gestellten Forderungen. 


2. Auf Grund des Lemmas ergibt sich nun ohne Schwierigkeit 
Mathematische Annalen. 108. 2 
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Satz 1. Ist K B-perfekt, so ist die perfekte Hiille K, von K beziiglich 
einer zu B indquivalenten Bewertung B, stets algebraisch abgeschlossen. 

Aus dem Lemma folgt zuniichst leicht, daB jedes iiber K, irreduzible 
separable Polynom G, (x) den Grad 1 besitzt, daB also K, separabel-algebraisch 
abgeschlossen ist. Sei nimlich G,(z) vom Grad n und G(z) das Produkt von n 
verschiedenen Linearfaktoren iiber K. Da K nach Voraussetzung B-perfekt 
ist, also mit seiner perfekten Hiille K beziiglich B iibereinstimmt, so ergibt 
das Lemma: Es existiert iiber K ein Polynom H(z) vom Grad n, das iiber 
K = K denselben Zerlegungstypus wie G(x) und iiber K, denselben Zer- 
legungstypus wie G,(z) besitzt. H (x) zerfallt mithin itiber K ebenso wie G(2) 
in Linearfaktoren und ist iiber K, ebenso wie G,(x) irreduzibel. Da K, 
Oberkérper von K ist, besagt diese letzte Eigenschaft, daB H(z) um so mehr 
iiber K irreduzibel ist. Irreduzibilitét und Zerfallen in Linearfaktoren ist 
aber nur vertriiglich, wenn H(z) selbst linear, d.h. n = 1 ist. 

Nachdem K als separabel-algebraisch abgeschlossen erkannt ist, flieBt 
der volle Beweis von Satz 1 unmittelbar aus dem 

Hilfssatz 2. Ein B,-perjekter, separabel-algebraisch abgeschlossener 
Kérper K ist stets algebraisch abgeschlossen schlechthin. 

Dieser Hilfssatz bedarf eines Beweises offenbar nur dann, wenn der 
betrachtete K6érper von Primzahlcharakteristik p ist und zwar ist in diesem 
Fall zu zeigen, daB K zugleich mit einem Element a stets auch die p-te Wurzel 
aus a enthalt*’). Dabei kann man sich offenbar noch auf Elemente a be- 
schrinken, fiir die B,(a) < 1 ist, denn entweder ist fiir das Element a selbst 
bereits B, (a) < 1 oder aber es ist B,(1/a) < 1. 

a sei also ein Element mit B,(a)<1. Ich betrachte die gegen das 
Polynom zr? —a konvergierende Folge von Polynomen 

G,(z) = 2? —c*"z —a (nm = 1, 2, ...), 
wo c +0 ein festes Element mit dem Wert B,(c) << 1 bedeutet. Die Null- 
stellen jedes dieser Polynome sind simtlich in dem separabel-algebraisch 
abgeschlossenen Kérper K enthalten; denn G,(x) ist zu seiner Ableitung 
G,,(z) = —c* teilerfremd und besitzt daher keine mehrfachen Nullstellen. 
Da fiir das Produkt +a aller Nullstellen von G,(z) nach Voraussetzung 
B, (a) = 1 gilt, mu8 unter den Nullstellen von G,,(z) mindestens eine sein — 
ich bezeichne sie mit «, —, fiir die B,(«,) < 1 ist. Man hat dann 

B, (a? —a) = B,(c"«,) = B, (c"), 
d.h. B, (ai —-a) geht mit unbeschriinkt wachsendem n gegen 0. 


%7) Ein Kérper von der Charakteristik p ist nimlich nach Steinitz [l. c., °)] 
dann und nur dann algebraisch abgeschlossen, wenn er 1. separabel-algebraisch ab- 
OS 

geschlossen ist und 2. zugleich mit einem Element a stets auch die p-te Wurzel )a 


enthalt. 


Mehrfach perfekte Kérper. 19 


Die Folge 


eee oe 
konvergiert also in dem durch B, bewerteten Kérper K gegen a, 
(3) an > a. 
Nun ist aber 

OP —OP = (Om — Oy)? 
und mithin 

B, (a? — a?) = (By (a4n—®%n))? 

Zugleich mit der Folge a? ist daher notwendig auch die Folge 


a eg ere 
eine B,-Fundamentalfolge und besitzt in dem B,-perfekten Kérper K einen 
Grenzwert «a, 


(4) oy > &. 


Aus (3) und (4) folgt dann sofort a? =a, d.h. die p-te Wurzel aus a ist 
wirklich in K enthalten und K daher algebraisch abgeschlossen schlechthin. 


Damit ist zugleich Satz 1 vollstaindig bewiesen. 


§ 4. 
Beweis von Satz 2. 

1. Zur Vorbereitung des Beweises von Satz 2 stelle ich zuniichst einige 
einfache kérpertheoretische Tatsachen zusammen. 

Nach Steinitz enthalt ein Kérper K, der nicht absolut algebraisch ist, 
stets einen rein transzendenten Unterkérper K,, iiber dem er algebraisch 
ist, und zwar entsteht K, aus dem Primkérper von K durch Adjunktion 
einer Menge U unabhangiger Unbestimmter. Der Kérper K,, ist dabei keines- 
wegs durch K eindeutig bestimmt, wohl aber die Machtigkeit der Menge U, 
die als Transzendenzgrad von K bezeichnet wird. Die Menge U selbst nennt 
man auch eine T'ranszendenzbasis von K, den Kérper K,, einen transzendenten 
Kern von K. 

Zwischen der Elementezahl x, und dem Transzendenzgrad t eines nicht 
absolut algebraischen Kérpers K besteht eine leicht angebbare Beziehung: 
Ks ist x, = t, wenn t > Xp ist, dagegen x, = Xp, fiir endliches t. Da die 
Kardinalzahl eines absolut algebraischen Kérpers < ky ist, so folgt hieraus, 
daB bei einem Kérper von der Michtigkeit x, > %, stets Miachtigkeit und 
Transzendenzgrad iibereinstimmen. 

2. Zwei rein transzendente Kérper von gleicher Charakteristik und 
gleichem Transzendenzgrad sind isomorph, und zwar wird durch jede umkehr- 
bar eindeutige Abbildung zwischen zwei Transzendenzbasen bereits ein 

Q* 
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Isomorphismus zwischen den Kérpern bestimmt. Ebenso sind zwei algebraisch 
abgeschlossene Kérper K und K’ von gleicher Charakteristik und gleichem 
Transzendenzgrad stets isomorph, und dabei kann jeder Isomorphismus zweier 
transzendender Kerne A, und Kj, zu einem Isomorphismus der Gesamt- 
kérper K und K’ fortgesetzt werden. 

Ist K ein durch B bewerteter Kérper, so wird durch isomorphe Ab- 
bildung 3 eines zweiten Kérpers K’ auf K stets auch eine Bewertung B’ 
von K’ erzeugt. Diese Bewertung B’ erhailt man, wenn man fiir zwei einander 
zugeordnete Elemente 

Jia’) =a (a €K’, ac) 
stets B’ (a’) = B (a) setzt**). Ist K beziiglich B perfekt, so ist auch K’ 
beziiglich B’ perfekt. 

Hilfssatz 3. Bezeiwchnet K einen nicht trivial bewerteten rein trans- 
zendenten Kérper von unendlichem Transzendenzgrad t und K’ einen zu K 
isomorphen Kérper, so werden durch die isomorphen Abbildungen von K' 
auf K mindestens 2' indquivalente Bewertungen von K' erzeugt. 

Um einen Isomorphismus 3 zwischen K’ und K zu erhalten, braucht 
man nur eine eineindeutige Zuordnung 


(5) 3(e’) = 

zwischen den Elementen einer Transzendenzbasis 
fy ae a 

von K’ und den Elementen einer Transzendenzbasis 
UO ={..., & ..) 


von K herzustellen. 

Sei nun ¢ + 0 ein Element aus KX, fiir das bei der in K zugrunde liegenden 
nicht trivialen Bewertung B(c)< 1 ist. Das Element c la8t sich dann als 
rationale Funktion in endlich vielen u mit Koeffizienten aus dem Primkérper 
von K darstellen, c = R(u). Zugleich mit U bildet jede Menge 


V = {..., o*e, ...] 


eine Transzendenzbasis von K, wenn n, = 0 ist fiir die endlich vielen in 
ec = R(u) auftretenden u, sonst aber irgendeine positive oder negative ganze 
Zahl bedeutet; jedes u 148t sich nimlich, wie sofort ersichtlich, rational durch 
die Elemente von V ausdriicken. 

Ersetzt man daher die urspriingliche Zuordnung (5) zwischen U’ und U 
durch die eineindeutige Zuordnung 


J(u’) = c™u 


88) Der Isomorphismus 3 wird dann offenbar ein analytischer Isomorphismus 
zwischen dem durch B bewerteten Kérper K und dem durch B’ bewerteten KX’. 
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zwischen U’ und V, so entsteht wiederum ein Isomorphismus zwischen K’ 
und KX. Fiir die durch diesen Jsomorphismus erzeugte Bewertung B’ von K’ 
gilt 

B’(u’) = B(c™u), 
und hier diirfen die Exponenten n, fiir alle « mit Ausnahme der endlich 
vielen, in der Darstellung von c auftretenden noch willkirlich gewaihlt werden. 

Ich denke mir nun die endlich vielen u’, die den in c vorkommenden u 
entsprechen aus der Menge U’ herausgenommen und bezeichne die Restmenge, 
deren Michtigkeit gleich t geblieben ist, mit U;. Durch passende Wahl der 
willkiirlichen nm, kann man dann offenbar die Menge aller u’ aus Uj, fiir die 
B’(u’) = 1 ist, mit eimer vorgegebenen Teilmenge von U, zusammenfallen 
lassen. Die Zah] der inaquivalenten Bewertungen B’ von K’, die durch die 
Isomorphismen zwischen K’ und K erzeugt werden, ist somit mindestens 
gleich der Zahi der verschiedenen Teilmengen von U;, d.h. mindestens 
gleich 2¢. 

Hilfssatz 4. Bedeutet K einen nicht trivial bewerteten algebraisch ab- 
geschlossenen Kérper von unendlichem Transzendenzgrad t und K’ einen zu K 
isomorphen Kérper, so werden durch die isomorphen Abbildungen von K’ auf K 
wiederum mindestens 2' indquivalente Bewertungen erzeugt. 

Ist nimlich K, und K, je ein transzendenter Kern von K’ und K, so 
sind auch K,, und K, isomorph, und es kann jeder Isomorphismus zwischen 
K;, und K,, zu einem Isomorphismus zwischen K’ und K fortgesetzt werden. 

Die nicht triviale Bewertung von X induziert nun notwendig eine nicht 
triviale Bewertung von K,*), Durch die isomorphen Abbildungen von K, 
auf K, entstehen daher nach Hilfssatz 3 mindestens 2‘ iniquivalente Be- 
wertungen von Ky. Setzt man aber einen Isomorphismus 3,, zwischen K, 
und K, zu einem Isomorphismus 3 zwischen K’ und K fort, so ist die durch 
3 hervorgerufene Bewertung von K’ jedesmal eine Fortsetzung der durch J, 
erzeugten Bewertung von K,. Unter den Bewertungen von Ky, die durch 
die isomorphen Abbildungen von K’ auf K hervorgerufen werden, befinden 
sick mithin die Fortsetzungen von mindestens 2' iniquivalenten Bewertungen 
des Unterkérpers Ki, d.h. unter diesen Bewertungen von K’ sind wirklich 
mindestens 2' inaquivalente. 

3. Satz 2. Ein algebraisch abgeschlossener Kérper, dessen Elemente- 
zahl x, der Gleichung x¥° = x, geniigt, ist hinsichtlich genau 2** indquivalenter 
Bewertungen perfekt. 

Aus x¥° = x, und x, > 1 folgt &, > %. Der Transzendenzgrad t von K 
ist somit gleich x,, und K gestattet sicher eine nicht triviale Bewertung. 

8%) Die Fortsetzung der trivialen Bewertung auf eine algebraische Erweiterung 
ergibt nimlich stets wieder eine triviale Bewertung. Ware also Ky trivial bewertet, 
so miBte auch die algebraische Erweiterung K von Ky trivial bewertet sein. 
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Ich betrachte nun die perfekte Hiille K von K beziiglich irgendeiner 
dieser nicht trivialen Bewertungen. K hesitzt die gleiche Charakteristik wie K 
und ist nach Kiirschaék als perfekte Hiille eines algebraisch abgeschlossenen 
Kérpers selbst algebraisch abgeschlossen. Da K aus allen Fundamental- 
folgen von Elementen aus K hervorgeht, ist seine Elementezahl xz héchstens 
gleich der Zahl x° aller verschiedenen Folgen von Elementen aus K, 
x <= x — x Andererseits ist aber x; => &,, denn K ist Oberkérper von K. 


Man hat daher x; = x,, mithin fiir den Transzendenzgrad t von K die 
Gleichung t = x, = t. 

Die Kérper K und K sind als algebraisch abgeschlossene Kérper von 
gleicher Charakteristik und gleichem Transzendenzgrad notwendig isomorph. 
Bei jedem Isomorphismus zwischen K und K induziert die Bewertung B von K, 
hinsichtlich der K perfekt ist, eine Bewertung von K_ und dabei ist K hin- 
sichtlich der so erzeugten Bewertung ebenfalls perfekt. Nach Hilfssatz 4 ist 
aber die Zah| der inaquivalenten Bewertungen von K. die durch die isomorphen 
Abbildungen von K auf K entstehen, mindestens gleich 2**. Da der Kérper K 
andererseits héchstens 2“* iniquivalente Bewertungen besitzt, so ist er tat- 
sichlich hinsichtlich genau 2“* inadquivalenter Bewertungen perfekt. 


§5 

Ein Hilfssatz tiber Potenzreihen mit Liicken. Beweis von III. 

1. Den Beweis des Satzes III stiitze ich, wie schon angekiindigt, auf 
einen Hilfssatz iiber Potenzreihen mit Liicken. 

Unter dem Kérper k(u) aller Potenzreihen in einer Unbestimmten u 
und mit Koeffizienten aus einem Kérper k versteht man bekanntlich alle rein 
formal gebildeten Reihen der Gestalt 

a = a, +a,,,0't'+ ... +4,,,u"t*+ ..., 
wo r eine positive oder negative ganze Zah| bedeutet und die a, aus k stammen. 
Addition und Multiplikation dieser Reihen wird durch den in der Analysis 
iiblichen Formalismus definiert. 

Eine Potenzreibe hei®t ganz, wenn sie mit einer nicht negativen Potenz 
von u beginnt. Die ganzen Potenzreihen aus k (u) bilden einen Integritits- 
bereich, der den Integritatsbereich k[u] aller Polynome in u mit Koeffizienten 
aus k umfaSt. Der Kérper k (u) enthiilt folglich auch den Quotientenkérper 
von k[u], also den Kérper k(u) aller rationalen Funktionen in u. 

Bemerkung. Gentigt die ganze Potenzreihe y der Gleichung 

G(z) = Aya*+ Ayz"-'+ ... +A, = 0, 
bei der die A, Polynome in u von niedrigerem als m-ten Grad bedeuten, so be- 
ginnt die Potenzreihe y—C fiir jedes Polynom C vom Grade m mit einer 
niedrigeren ais der m(n-+ 1)-ten Potenz von u. 
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Da der Grad von C gréBer als der Grad jedes A, ist, besitzt in 
G(C) = A,C*+ A,C*-!+4 ...+ A, 
der erste Summand einen héheren Grad als alle iibrigen. Es ist daher G(C) + 0, 
d.h. y—C+0 und man darf durch y —C dividieren. 
In 


G(y) —G(C G(O 2 ¥ J 
SO = = At Opt t FOF... 


+ A,_3(y + C) + Ay_ 
ist die rechte Seite eine ganze Potenzreihe, weil die A, und C Polynome 
und y eine ganze Potenzreihe ist. Die Potenz von u, mit der y — C beginnt, 
ist daher sicher héchstens gleich dem. Grad des Polynoms 


G(C) = A, C*+ A, C*-!+ ... + A,. 
Da aber der Grad dieses Polynoms niedriger als m (n + 1) ist, so folgt die 


Behauptung. 
Hilfssatz4. Eine ganze Potenzrethe 





, m - - 
Y = Gy, U™ + Gy, UM+ ... + Gat” +... (mM<m< ... <M <...) 


aus k(u), die der Liickenbedingung 

4 My 44 

lim sup 79 
geniigt, ist stets transzendent iiber dem Kérper k(u) der rationalen Funktionen 
in u, d.h. geniigt keiner algebraischen Gleichung mit Koeffizienten aus k(u). 

Angenommen namlich y befriedige die algebraische Gleichung 
A,a*+A,2*-1+... +A, = 0, 
wo die A; Polynome in u héchstens vom Grade g sind. Dann kann man auf 
Grund der Liickenbedingung sicher ein m, bestimmen, fiir das gilt: 
mm... 


* r+1 
m, > q; a ~-n+1, 
¥ 





Setzt man nun 
m 
C = ay, U™ + ay, U2 + ... + Om_ &’, 


so hat das Polynom C den Grad m,> g, und es ist 
y¥—C =a,,, wr" ti+...- 


1 

Die Potenzreihe y —C beginnt also mit der m,,,-Potenz von uw und dabei 
ist m,,, > m,(m-+ 1) im Widerspruch zu der obigen Bemerkung. 

2. Nunmehr zeige ich: 

III. Ein mehrfach perfekter Kérper K von der Machtigkeit x, ist hinsichtlich 
genau 2** indquivalenter Bewertungen nicht per{ekt. 

Wie schon friiher festgestellt, ist x, > % , somit der Transzendenzgrad t 
von K gleich x, und K algebraisch iiber einem rein transzendenten Unter- 
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kérper K,,, der aus dem Primkérper k von K durch Adjunktion eines Systems U 
unabhangiger Unbestimmter hervorgeht, K, = k(U). 

Aus U greife ich eine Unbestimmte u heraus und bezeichne die ver- 
bleibende Restmenge mit U,. u ist dann Primelement in dem Integritits- 
bereich £(U,) [u] aller Polynome in u mit Koeffizienten aus k(U,) und erzeugt 
daher eine Bewertung B, des Quotientenkérpers K, = k(U,,u). Die per- 
fekte Hille K, von K,, beziiglich dieser Bewertung B,, ist bekanntlich iiber K, 
zum Kérper aller Potenzreihen in u mit Koeffizienten aus k(U,) isomorph 
und enthilt infolgedessen nach Hilfssatz 4 sicher ein iiber K, transzendentes 
Element. 

Andererseits kann man aber K,, isomorph auf sich selbst abbilden und 
gewinnt dadurch nach Hilfssatz 3 mindestens 2“* inaquivalente Bewertungen 
B,, von K,. Legt man in K, neben B, eine solche Bewertung B,, zugrunde, 
so wird der Automorphismus, der B,, aus B,, erzeugte, offenbar ein analytischer 
Automorphismus fiir den durch B, bzw. B), bewerteten Kérper K,. Dieser 
analytische Automorphismus la8t sich dann weiter zu einem analytischen 
Isomorphismus zwischen der B,,-perfekten Hiille K,, und der B,-perfekten 
Hiille K,, fortsetzen. Jedes K., umfaBt daher ebenso wie K,, ein beziiglich K, 
transzendentes Element, d.h. Ky, K,, ist nicht algebraisch. 

Daraus schlie8t man nun sofort, daB der Gesamtkérper K hinsichtlich 
der 2**-Bewertungen B’, die durch Fortsctzungen der Bewertungen Bi, 
von K,, auf K entstehen, sicher nicht perfekt ist. K mii®te naimlich sonst die 
perfekte Hiille K', von K,, hinsichtlich eines B’ umfassen. Das ist jedoch 
unméglich, weil K/K, algebraisch, K\,/K, dagegen nicht algebraisch ist. 

Da endlich iiberhaupt nur 2** indquivalente Bewertungen von K exi- 
stieren, so ist K wirklich hinsichtlich genau 2 indquivalenter Bewertungen 
nicht perfekt. 


§ 6. 


Anwendung: Der Einzigkeitssatz fiir diskret bewertete Kérper und 
seine Folgerung. 

1. Ich tiberlege zunichst: 

a) Ein diskret bewerteter Kérper K ist nicht algebraisch abgeschlossen. 

Ist namlich B der zu der diskreten Bewertung gehérige endliche Be- 
wertungsring und q = (q) das Primideal von B, so ist die Gleichung z2*—q=0 
sicher fiir jedes » irreduzibel iiber K. 

8) Die perfekte Hiille eines diskret bewerteten Kérpers ist wieder diskret 
bewertet. 

Beim Ubergang zur perfekten Hiille K eines bewerteten Kérpers K 
kommen zu den bisherigen Werten von K héchstens noch deren Haufungs- 
punkte hinzu. Da nun die Werte eines diskret bewerteten Kérpers bloB 0 
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und co zu Haufungsstellen besitzen, gilt von den Werten der perfekten Hiille 
notwendig das gleiche, d. h. die perfekte Hiille ist ebenfalls diskret bewertet. 

2. Auf Grund dieser Feststellungen ergibt sich miihelos: 

IV. Ist K hinsichtlich der diskreten Bewertung D perfekt, so ist D im Sinne 
der Aquivalenz die einzige diskrete Bewertung von K und ferner die einzige 
Bewertung, hinsichtlich der K perfekt ist. 

Sei naémlich zunichst D’ eine zu D iniaquivalente diskrete Bewertung 
des Kérpers K. Da K hinsichtlich D perfekt ist, ist die perfekte Hiille K’ 
von K beziiglich D’ nach Satz1 algebraisch abgeschlossen. Andererseits 
ist aber K’ nach f) wiederum diskret bewertet und daher nach «) sicher nicht 
algebraisch abgeschlossen. Widerspruch! K gestattet also wirklich keine 
zu D inaquivalente diskrete Bewertung. 

Aus der durch Satz I gelieferten Charakterisierung der mehrfach perfekten 
K6rper folgt ferner sofort, daB der Kérper K, der nach «) nicht algebraisch 
abgeschlossen ist, auch nur ,,einfach“ perfekt sein kann. 

V. Sind K und K’ zwei diskret bewertete perfekte Kérper, so ist ein Iso- 
morphismus zwischen K’ und K stets zugleich auch ein analytischer Iso- 
morphismus. 

Seien nimlich D und D’ die in K und K’ zugrunde liegenden diskreten 
Bewertungen. Bei einem Isomorphismus 3 von K’ auf K entsteht aus der 
diskreten Bewertung D von K eine neue diskrete Bewertung D, von K’, 
die man erhélt, wenn man fiir zwei einander entsprechende Elemente a’, a 
aus K’ und K stets 


(6) D;(a’) = D(a) 
setzt. Da aber D’ nach Satz IV im Sinne der Aquivalenz die einzige diskrete 
Bewertung von K’ darstellt, so sind D, und D’ notwendig aquivalent. Fiir 
ein Elementepaar a’, b’ aus K’ ist mithin stets gleichseitig 

D(a’) < D(b’) und Di(a’) < Dj (0%), 
und gema8 (6) gilt dann fiir das zugeordnete Elementepaar a, 6 aus K stets 
gleichseitig 

D’(a’) = D’(b’) und D(a) <= Dd). 

3 ist also wirklich ein analytischer Isomorphismus fiir die durch D’ und D 

bewerteten Kérper K’ und K. 


(Eingegangen am .6. 6. 1932.) 











Uber freie Produkte von Gruppen. 
Von 


Alexander Kurosch in Moskau. 


Die Gruppe G heift treies Produkt threr Untergruppen H,, G = ITH, 


(« durchliuft eine beliebige Indexmenge), wenn jedes Element g von G auf eine 
und nur eine Weise als Produkt 


(1) g=h,h,...h,, h, + l, h, c H,,, Ha, + Ha, , ,’) 


darstellbar ist; es gibt also in G keine nichtidentische Relationen, welche 
Elemente von verschiedenen H, verbinden. (1) ist fiir g eine einzige unkiirzbare 
Darstellung durch Elemente von H,*); n soll die Liinge von g, n = l1(q), 
heiBen. 

Jedes freie Produkt kann daher als durch die Gesamtmenge von Erzeugen- 
den und definierenden Relationen aus allen Faktoren H, definierbar be- 
trachtet werden. Schreier hat bewiesen, da diese Gruppen wirklich exi- 
stieren *). 

Sind alle H, zyklische Gruppen von der Ordnung Null, d. h. gibt es in G 
eine Menge von Erzeugenden ohne Relationen, so hei&t G eine freie Gruppe. 
Ihre Bedeutung besteht darin, daB jede Gruppe als Faktorgruppe einer 
freien Gruppe betrachtet werden kann (Satz von Dyck). Die wichtigste 
Tatsache aus der Theorie der freien Gruppen ist der bemerkenswerte Nielsen- 
Schreiersche Satz, welcher sagt, daB jede Untergruppe einer freien Gruppe 
selbst frei ist‘). 

Uber freie Produkte beliebiger Gruppen kommen sogleich zwei Fragen 
in Betracht. Erstens, welche Beziehungen gibt es zwischen zwei verschiedenen 


*) Obwohl Ha; Ha; bei j + i+ 1 méglich ist. 

*) Verschiedene Darstellungen eines Elementes A durch Erzeugende von He 
interessieren uns nicht. 

*) Vgl. O. Schreier, Die Untergruppen der freien Gruppen, § 1, Abhandlungen aus 
dem Math. Seminar der Hamburgischen Universitat 5 (1927), S. 161—183. 

*) O. Schreier, 1. c., § 4. Vgl. auch W. Hurewicz, Zu einer Arbeit von O. Schreier, 
Hamb. Abhandl. 8 (1930), S. 307-314. Siehe einen neuen Beweis bei F. Levi, Uber die 
Untergruppen freier Gruppen, Math. Zeitschr. 82 (1930), S. 315—318. 
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Zerlegungen einer Gruppe in freie Produkte unzerlegbarer Faktoren? Wird 
der ,,/somorphiesatz“ richtig sein, d. h. sind diese zwei Zerlegungen von der- 
selben Struktur oder nicht? Im Falle freier Gruppen fiihrt dies zur Invarianz 
der Machtigkeit der Menge aller Erzeugenden, was schon von Schreier be- 
wiesen wurde'). 

Die zweite Frage, welche mit dem Nielsen-Schreierschen Satze in engster 
Verbindung steht und tiefergehend als die erste ist, ist die Frage nach den 
Untergruppen eines freien Produktes. Fiir eine freie Gruppe und, wie wir zeigen 
werden, allgemein fiir freie Produkte zyklischer Gruppen gilt der Satz (§ 3), 
daB jede ihrer Untergruppen selbst ein freies Produkt ist, dessen Faktoren 
entweder zyklische Gruppen von der Ordnung Null sind oder Gruppen, 
welche mit Untergruppen von einigen Faktoren H, konjugiert sind*). Die 
Frage, ob das auch immer der Fall ist, bleibt unentschieden, obgieich wir 
keine Gegenbeispiele kennen. 

In der vorliegenden Arbeit beweisen wir den Isomorphiesatz fiir freie 
Produkte von kommutativen Gruppen und Gruppen, deren Elemente alle 
von endlicher Ordnung sind (§§ 1, 2), betrachten freie Produkte von unend- 
lichen zyklischen Gruppen mit einer gemeinsamen Untergruppe (§2) und 
untersuchen darauf die Untergruppen eines freien Produktes beliebiger 
zyklischer Gruppen (§ 3). Gruppen der in § 2 und 3 behandelten Art treten 
in der kombinatorischen Topologie und als Gruppen automorpher Funktionen 
auf. SchlieBlich betrachten wir in § 4 eine besondere Klasse von Untergruppen 
beliebiger freier Produkte und eine Zerlegung dieser Untergruppen in freie 
Produkte. 


§ 1. 

Es ist klar, daB jede Gruppe ohne Elemente von unendlicher Ordnung’) 
und jede kommutative Gruppe nicht in ein freies Produkt zerlegbar ist. Wir 
wollen deshalb Untergruppen ohne freie Elemente und kommutative Unter- 
gruppen von einem freien Produkte betrachten und machen dabei keine 
Voraussetzungen iiber die Struktur von Faktoren dieses Produktes selbst. 

Es sei G = J7 H,. Dann gilt der 


Hilfssatz: Ist das Element g = h,h,...h,*) von endlicher Ordnung 
und ist k>1, so muB h, = h>* sein. 

In der Tat, die Gleichheit g* = 1 gibt uns im entgegengesetzten Falle 
eine nichtidentische Relation in G, da keine Abkiirzungen vollzogen wiirden, 


5) O. Schreier, I. c., § 2. 

*) Eine Untergruppe von einem freien Produkte kann eventuell nur aus einem 
einzigen solchen Faktor bestehen, also unzerlegbar sein. 

7) Wir werden sagen — eine Gruppe ohne freie Elemente. 

) Elemente g, /, h, usw. gehdéren zu den Gruppen @ bzw. F, H,,. 
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Satz 1. Jede Untergruppe F ohne freie Elemente von einem freien Produkte 
G = IT H, ist mit einer Untergruppe eines Faktors H, konjugiert. 
Beweis. Es sei! die minimale Linge der Elemente von F. Ist 1 = 1, 
also enthalt F ein h C H,, so soll 
Fcd, ‘ 


sein. In der Tat, es sei f= h,h,...h, und k > 1; dann ist, vermége 
des Hilfssatzes, h, = h>*. Das Element fh widerspricht aber diesem Hilfs- 
satze, also kann es nicht von endlicher Ordnung sein. 

Wir setzen den Satz als bewiesen voraus fiir jede Untergruppe, deren 
minimale Linge </ ist. Die unkiirzbaren Darstellungen zweier beliebiger 
Elemente /,, /, von FP miissen das niimliche letzte Element haben, /, = h,g,h>", 
f, = h,9,h7*, um das Element /,/, im Eimklang mit dem Hilfssatze bei- 
zubehalten.- Aber die Untergruppe 


F, =hr'Fh, 
hat die minimale Linge | — 2 und es soll deshalb 
F,=gH.g"' 


mit H.C H, sein. Daraus ergibt sich, daB 
F= (A, 9) H. (A, g)~* 
ist und damit ist der Satz bewiesen. 

Aus diesem Satze folgt, daB ein freies Produkt nur dann Elemente von 
endlicher Ordnung enthilt, wenn solche Elemente mindestens in einem 
Faktor H, enthalten sind. 

Satz 2. Jede kommutative Untergruppe F von einem freien Produkte 
G= I H,, die keine zyklische Gruppe von der Ordwung Null ist, ist mit einer 


Untergruppe eines Faktors H, konjugiert. 

Beweis. Wir diirfen sogar annehmen, da8 F iiberhaupt keine zyklische 
Gruppe ist, weil der Fall der endlichen zyklischen Gruppen dem Satze 1 
unterliegt. 

Es sei f ein Element von F von minimaler Linge. Wir werden dabei 
annehmen, daB8 das erste und das letzte Element von der unkiirzbaren Dar- 
stellung fiir f keine zueinander inverse Elemente sind. Ware in der Tat 

f= 9"'99, 
so hitten wir die Gruppe F’ = gFg— betrachtet; die Richtigkeit des Satzes 
fiir F’ zige dieselbe fiir F nach sich. Bei diesen Voraussetzungen wird unser 
Satz dann und nur dann richtig sein, wenn die ganze Gruppe F zu einem H, 
gehoért. 

Es sei /(f)>1. Man bezeichne mit {/} die zyklische Gruppe des 
Elementes f. Aus der Menge F — {/} (sie ist nach Voraussetzung nichtleer) 
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wahblen wir ein Element /’ von minimaler Lange. Nach iiber / gemachten 
Voraussetzungen léBt entweder ff’ oder f-'/’ keine Abkiirzungen zu; wir 
nehmen das erste an. 
Da F kommutativ ist, ist 
ff =ft. 
Diese Gleichheit soll keine nichtidentische Relation sein, also muB, da 
Lif (f) ist, 
f=ffh, 
mit 1 (/,)< 1 (f’) sein®). f, muB daher zu ;f} gehéren, aber dann gehért /’ 
auch zu {/}. Die Voraussetzung /(f) >1 fiihrt also zu einem Widerspruch. 
Es sei nun /(f) = 1, f=’, C H,, aber F enthalte ein Element /’ mit 
l(f’) > 1. Wir setzen voraus, da8 das erste Element von unkiirzbarer Dar- 
stellung fiir /’ nicht zum Faktor H, gehért™). Die Relation 
ff=ft 


ist aber jetzt nichtidentisch. 


§ 2. 

Es sei G das freie Produkt von Gruppen H, K, G = HK, und es sei H 
der kleinste Normalteiler von G, der H enthilt. Nach Schreier!) erhilt 
man die Faktorgruppe von G nach H, indem man zu den Relationen von G 
die Relationen h = 1 hinzufiigt, wobei A alle Elemente von H durchlauft. 
Nach der in der Einleitung gemachten Bemerkung ist ein freies Produkt 
durch die Gesamtheit der Erzeugenden und definierenden Relationen seiner 
Komponenten gegeben, und hieraus folgt unmittelbar der 


Hilfssatz: K ist mit der Faktorgruppe von G nach H isomorph, K ~ G/H. 

Dieser Hilfssatz und die Saétze 1 und 2 des § 1 erlauben uns Beziehungen 
zwischen verschiedenen Zerlegungen des freien Produktes von Gruppen ohne 
freie Elemente und kommutativen Gruppen zu finden. Es gilt nimlich der 
folgende 

Satz 3. (Der Isomorphiesatz.) Ist eine Gruppe G auf zwei Arten als 
freies Produkt dargestellt, 

q = 118, =I] F, 


wo sowohl jedes H, als auch jedes Fy entweder eine beliebige Gruppe ohne freie 
Elemente oder eine beliebige kommutative Gruppe ist, so lassen sich die Faktoren 


*) ff, ist eine Darstellung ohne Abkiirzungen, d.h. das letzte Element von f 
und das erste Element von /, sind keine inversen Elemente, obwohl sie zu demselben 
Faktor He gehéren kénnen; in diesem Falle ist die unkiirzbare Darstellung fiir ff, die 
Zusammensetzung derselben fiir f und /, ,,mit einer Vereinigung“. 

10) Sei im Gegenteil h’, dieses Element, so hitten wir die Gruppe F, = A> ' Fh, 
betrachtet, denn / (hi-"h, h',) = 1. 

11) O. Schreier, 1. c., 8. 170—171. 
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dieser beiden Zerlegungen so einander eineindeutig zuordnen, daB entsprechende 
Gruppen isomorph sind. Sind diese entsprechenden Faktoren keine unendlichen 
zyklischen Gruppen, so sind sie sogar in G konjugiert. 

Beweis. Es sei H, einer von den Faktoren H,, der keine zyklische 
Gruppe von der Ordnung Null ist; er soll nach den Siatzen 1, 2 mit einer 
Untergruppe F; von einem Faktor F, der zweiten Zerlegung konjugiert sein, 


(1) H, = 97" F 9, 
F, ist daher auch keine zyklische Gruppe von der Ordnung Null und mu8 


selbst mit einer Untergruppe H; von einem Faktor H, der ersten Zerlegung 
konjugiert sein, 


(2) F, = 9;'H,9,, 
also ist 

(3) F, = 95 ' Hy 9, 
mit H; C Hy. Wegen (1) und (3) erhalten wir 
(4) H, = 97 '95' Ay 9. 9;- 


Diese Relation gibt uns nichtidentische Relationen fiir G in allen Fallen 
auBer bei g, = g>'h**), wo A ein Element von einem H, ist. In diesem 
letzten Falle ist 
(5) H, = h-' Hy h, 
was aber auch nur dann méglich ist, wenn h ein Element und Hy eine Unter- 
gruppe von H, ist, also ist H, = H,. 

H, ist jetzt eine Untergruppe von H, und wir haben wegen (1) 


(6) H, = 97 ' FY 9, 
mit F; C F,. Aus (2) und (6) erhalten wir nun 
(7) Pi = 9597 FY 19- 


Ist h +1, so wird /(g,) >1(g,) sein und (7) gibt uns gewi8 nichtidentische 
Relationen fiir G. Es soll daher h=1, d.h. g, =g>' sein. Jetzt ist 
H;' = H, und folglich H} = H,, d.h. F, und H, sind einander konjugiert. 

Es bleibt uns nur unendliche zyklische Faktoren zu betrachten. Es 
sei K, das freie Produkt der unendlichen zyklischen Faktoren von der ersten 
Zerlegung, L, dasselbe fiir alle anderen Faktoren. G ist dann ein freies 
Produkt von LZ, und K,, G = L,K,; dabei ist K, eine freie Gruppe. Des- 
gleichen gibt uns die zweite Zerlegung G = L,K,. Nach dem oben Bewiesenen 
bestimmen L, und L, denselben kleinsten Normalteiler, 


Z, = Z, 


13) Darunter ist eine unkiirzbare Darstellung fiir g, zu verstehen. 
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also gilt nach dem Hilfssatz aus §2 der Isomorphismus 

K, ~ K,. 
Fiir freie Gruppen ist aber die Michtigkeit der Menge aller Erzeugenden 
(d. h. die Miachtigkeit der Menge freier Faktoren von einer Zerlegung) in- 
variant 4), 

Der Isomorphiesatz ist damit vollstindig bewiesen. 

Wir betonen, daB beide in diesem Satze in Betracht kommenden Zer- 
legungen nur Faktoren ohne freie Elemente und kommutative Faktoren 
enthalten. Und zwar wissen wir nicht, ob fiir ein freies Produkt von Gruppen 
ohne freie Elemente und kommutative Gruppen eine Zerlegung mit unzer- 
legbaren Faktoren von einer anderen Struktur méglich ist oder nicht. Fiir 
freie Produkte von zyklischen Gruppen wird iibrigens die Unmdglichkeit 
solcher Zerlegungen aus den Betrachtungen des § 3 folgen. 

Der Satz3 erlaubt uns den Invarianzsatz fiir ein freies Produkt von 
zyklischen Gruppen mit einer vereinigten Untergruppe zu beweisen. Solche 
Gruppen sind von Schreier'*) bestimmt worden. Dies ist (in unserem Falle) 
eine Gruppe G mit Erzeugenden h,15); zu jeder Erzeugenden h, stellt man eine 
ganze positive Zahl n,(> 1) — der Exponent von h, — fest. Dann bilden die 
Relationen 


Ne a ng 
h, <r h, 


fiir alle «, 8 ein vollstaindiges System der definierenden Relationen von G. 
Die zyklische Untergruppe {h"«} ist die vereinigte Untergruppe; sie ist offenbar 
das Zentrum von G. Die Faktorgruppe von G nach dem Zentrum ist ein 
freies Produkt von endlichen zyklischen Gruppen. Es gilt also, vermége 
des Satzes 3, 

Satz 4. Es sei eine Gruppe G auf zwei Arten als freies Produkt von 
unendlichen zyklischen Gruppen mit einer vereinigten Untergruppe dargestellt. 
Dann lassen sich die Erzeugenden dieser beiden Zerlequngen so einander ein- 
eindeutig zuordnen, daB die Exponenten von entsprechenden Erzeugenden gleich 
sind, d. h. die Menge aller Exponenten n, ist invariant **), 

Dieser Satz laBt sich ohne weiteres auf einige andere freie Produkte 
mit einer vereinigten Untergruppe iibertragen. 


§ 3. 


Wir wollen jetzt die Struktur der Untergruppen von einem freien 


Produkte untersuchen. Wir miissen uns dabei auf einen sehr speziellen Fall 
18) Vgl. FuBnote °). 
14) Vgl. FuBnote %). 
15) « durchliuft eine beliebige Indexmenge. 
16) Dieser Satz ist, im Falle zweier Erzeugenden, von Schreier bewiesen. Vgl. 
O. Schreier, Uber die Gruppen A* B® = 1, Hamb. Abhandl. 8 (1924), S. 167—169, 
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beschrinken — der Fall des freien Produktes von zyklischen Gruppen; fiir 
geometrische und funktionentheoretische Anwendungen ist dieser Fall den- 
noch am wichtigsten. 

Unsere Betrachtungen stiitzen sich auf folgenden 

Satz von Schreier’). Es sei eine Gruppe G mit Erzeugenden {s} 
und definierenden Relationen ¢ (s) = 1**) und eine ihrer Untergruppen F 
gegeben. In jeder Restklasse F - g soll ein Element 9 als Reprasentant gewahlt 
werden, wobei g nicht nur ein festes Element aus F - g bedeutet, sondern auch 
dessen festgewihlte Darstellung als Potenzprodukt in s andeuten soll. 


Gehért das Element 9 = J] s;‘(e; = +1) mu den Reprisentanten, so soll 
‘=1 
k 
auch jeder Abschnitt IT 8;* (k = 1, 2, ..., m) unter den Reprisentanten vor- 


i=1 
kommen?*), Alle Elemente 9g s gs~*, welche + 1 sind, bilden ein erzeugendes 


System fiir F. 
7 
In der Tat, ist f = s{' s—?... 8." C F (ce, = + 1) und sei k, = J7 8;', k, = 1, 
i=0 


so hat man 

(1) f = [1 Geni". 
i=1 

Aber 





aT = ) a) ey ) a ae = (ks, kjs¢")'. 


Die Darstellung (1) des Elementes f durch Erzeugende gs gs~! soll mit /* 
bezeichnet werden. 

Die Untergruppe F wird jetzt durch die Relationen (9 p(s) 9-*)* = 1 fiir 
alle g und @ bestimmt. 

Dieser Satz erlaubt uns die Untergruppen des freien Produktes von 
zyklischen Gruppen ohne Miihe zu untersuchen. Es gilt namlich folgender 
Satz: 

Satz 5. Jede Untergruppe des freien Produktes G von beliebigen zyklischen 
Gruppen kann in ein freies Produkt zerlegt werden, dessen jeder Faktor entweder 
eine zyklische Gruppe von der Ordnung Null oder mit einer Untergruppe von 
einem Faktor von G konjugiert ist. 

Beweis. Es sei G = MH, und jeder Faktor H, eine zyklische Gruppe 


mit dem erzeugenden Element h, und der definierenden Relation A?« = 1 
(n,, ist eine ganze positive Zahl > 2 oder Null). Wir betrachten eine beliebige 
Untergruppe F von G und setzen voraus, dab die Reprisentanten g im Ein- 
17) O. Schreier, |. c. §); W. Hurewicz, l.c. *). 
'*) (8) bedeuten Potenzprodukte in s. 
1% J on 5 oe 1. 
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klang mit den Bedingungen des Schreierschen Satzes gewahlt werden. Die 
Gruppe F wird nun durch die Erzeugenden gh, ghz' (+ 1) und die Relationen 
(2) (ghee g-*) = 1 

fiir alle « und g bestimmt. 


Wir bezeichnen mit h eines von den Elementen h,, 4" = 1, und mit g 
einen von den Reprisentanten, 9 = g. Die Relation (2) lautet nun: 


(3) (gh gh) (gh hgh? -2) ... (gh"-hg-?) = 1%), 
Das Element (gh* h gh*+1—1) tritt auBerdem in allen Relationen 
() He be gh —y¢ = 1 


auf, aber diese sind mit (3) gleichwertig, denn ist gh? = {gh», { C F, so gilt 
(5) gh?h = fgh?h = fgh?*) = ghr*i, 


Keine andere von den Relationen (2) enthalt diese Erzeugende, da fiir einen 


(6) gy = fght-' =ght-? 
folgt. 

Behalt man nur eine von diesen gleichwertigen Relationen (4), z. B. (3), 
bei, so wird eine Erzeugende gh gh-! in keinen zwei von den iibriggebliebenen 
definierenden Relationen enthalten sein. 

Man betrachte jetzt die Relation (3) niher; wenn ihre linke Seite nicht 
verschwindet, so sollen mindestens zwei ihrer Faktoren verschieden von 1 
sein, also wird (3) wirklich Erzeugende von F enthalten. 

Wenn alle g, gh, ..., gh®-! voneinander verschieden sind, so sind 
alle in (3) enthaltenen, von 1 verschiedenen Erzeugende auch voneinander 
verschieden. Wirft man eine von diesen Erzeugenden ab, so gibt es unter 
den iibriggebliebenen Erzeugenden keine Relationen; die von ihnen be- 
stimmten zyklischen Gruppen sind unendlich und treten als freie Faktoren 
von F auf. 


Es sei nun g = gh, aber von gh, ..., gh*—' verschieden. Fiir alle 
l,p gilt 
(7) gh! = ghit ». 
In der Tat, auf Grund g = fgh* ist 
(8) ghrt = fighr! = f’gh-0* =... =, 
also ist 
(9) GHTPE = f, gh +> = (f,ghr)h! = f,gh! = gh. 


Daraus folgt, daB k ein Teiler von n, n = km, sein muB. 


20) Die Faktoren, welche durch g selbst entstehen, sind alle gleich 1, denn jeder 
Abschnitt von g ist selbst ein Reprisentant. 
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(10) (ghgh-*) ghhgh?—')...(gh¥-*hgh®—*) = ghtg- 
gehért zur Gruppe F und die Relation (3) Jautet nun 
(11) (ght g-?)" = 1. 


Wir werden jetzt dieses Element zu den Erzeugenden rechnen und eine in (3) 
enthaltene Erzeugende abwerfen**). Die von diesen neuen Erzeugenden 
bestimmten zyklischen Gruppen treten nun als freie Faktoren von F auf. 
Die Gruppe {g~*h*g} ist mit emer Untergruppe von H (= H,, wenn h = h, 
ist) konjugiert (ist k = 1, so ist sie mit H selbst konjugiert); alle anderen hier 
betrachteten zyklischen Gruppen sind von der Ordnung Null. 

Der Satz 5 ist hiermit bewiesen. 

Aus diesem Satze folgt unter anderem, daB jede unzerlegbare (in freies 
Produkt) Untergruppe des freien Produktes von zyklischen Gruppen entweder 
eine zyklische Gruppe von der Ordnung Null ist oder mit einer Untergruppe 
von einem H, konjugiert sein mu8. Der Isomorphiesatz, welcher von uns 
in §2 bewiesen worden ist, gilt daher fiir beliebige Zerlegungen des freien 
Produktes von zyklischen Gruppen, Zerlegungen in ein freies Produkt von 
unzerlegbaren Faktoren. 

Aus dem Satze 5 folgt auch 

Satz 6. Die Kommutatorgruppe eines freien Produktes von zyklischen 
Gruppen ist eine freie Gruppe**). 

In der Tat, die Exponentensumme von einem jeden Elemente h,, in jedem 
Elemente von der Kommutatorgruppe ist = 0 (mod n,), also enthilt diese 
Gruppe kein Element, welches mit einem h, konjugiert wire. 


§ 4. 
Im vorhergehenden Paragraphen betrachteten wir die freien Produkte 
von zyklischen Gruppen. Ist jetzt G = J7H, ein freies Produkt von beliebigen 


Gruppen, so werden wir nur einige von seinen Untergruppen untersuchen, 
und zwar: 

Es sei F eine Untergruppe von G. Sie enthialt im allgemeinen einige mit h, 
konjugierte Elemente, welche Transformationen heiBen sollen. Wir werden 
nun annehmen, dab F von seinen Transformationen erzeugt wird, es ist also 
jedes Element von F gleich einem Produkte von zu F gehérenden Trans- 


*1) Dies ist méglich, denn man kann das abgeworfene Element durch neue Er- 
zeugende darstellen. 

22) Den Fall einer Gruppe mit zwei Erzeugenden a, b und definierenden Relationen 
a* = b® = 1 betrachtet W. Magnus, Untersuchungen iiber einige unendliche dis- 
kontinuierliche Gruppen, § 5, Math. Annalen 105 (1931), 8. 52—-74. 
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formationen; der kleinste Normalteiler H, iiber H, ist ein Beispiel solcher 
Untergruppen. 

Satz 7. Es sei F ene Untergruppe von einem freien Produkte G = ITH, 
die von ihren Transformationen erzeugt wird. Dann ist F ein freies Produkt 
von Untergruppen, welche mit Untergruppen von einigen H, konjugiert sind. 

Beweis. Wir sagen, daB8 die Transformation {f= g-h,g CF einer 
anderen Transformation f C F vorangeht, wenn 


lif <1(f) 


f= gr ha’ g hag 
geschrieben werden kann; g, soll dabei dieses A, nicht als sein erstes (und 
hz" nicht als sein letztes) Element haben. 

Hat eine Transformation f = g-'h,g keine vorangehenden, so sol! sie 
Elementartransformation von F heiBen. Zugleich mit g-*h,g ist auch jedes 
Element von dem Durchschnitt F ~g-'H,g = H.,, eine Elementartrans- 
formation von F. Wir wollen beweisen, daB alle von 1 verschiedenen H,. g 
ein freies Produkt bilden. 

Dazu geniigt es, wie leicht zu sehen ist, zu beweisen, daf jedes Produkt 


k 
IT (9;" h, gi), 


i=1 

wo jeder Faktor eine Elementartransformation von F ist und je zwei be- 
nachbarte Faktoren zu verschiedenen H, , gehdren, die unkiirzbare Dar- 
stellung 


ist und /’ in Gestalt von 


‘ 
IT (95 "hi 9:) =i hg hg ...hege 
hat; hier ist g ein Element von G, welches, falls h, und h,,, zu derselben 


Gruppe H, gehéren, von 1 gewi® verschieden sein mu8. Fiir alle Produkte 
von k— 1 Faktoren setzen wir unsere Behauptung als richtig voraus, d. h. 


k—1 
i (95 * Ay 9:) = gi high, eee Ape Je—13 


wir wollen nun zu diesem Produkte einen Faktor g;*h,g; hinzufiigen. 

Ist 9,1 = gx, 80 miissen, da benachbarte Faktoren zu verschiedenen H, , 
gehéren, A,_, und A, zu verschiedenen H, gehéren; unsere Behauptung ist 
daher in diesem Falle bewiesen. 

Ist ge: =9*9, gx = g**g™), wo g*+1, g**+1 und g*, g** 
verschiedene letzte Elemente haben, so erhalten wir 


k 
IT (i * he 9) = gi hg’... hy—1(9*g**—") Ange 
mit g* g**—1 =e g*-» + 1. 


23) Unkirzbare Darstellung. 
3* 
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Ist endlich g, =: yg,—,**), so ist 
« 
TT (gi hie gs) = 97" Ag +» he—-1 97 * he Ge 
i=1 


Hiatte g ein Element h,_,, das mit h,_, zu derselben Gruppe H, gehért, als 
sein letztes Element, wire also 

ji. = g* hy 1 9x- i= g* hy 1 hy 19r—1 
so ginge das Element g;* , Ay—, gx—, dem Elemente g;'A,g, voran, also wire 
dieses letztere keine Elementartransformation. 

Unsere Behauptung ist jetzt in allen Fillen bewiesen. Es gibt also keine 
nichtidentischen Relationen, welche Elemente von verschiedenen H,,, ver- 
binden. 

Jede Transformation von F gehért zu ITH, ,. (F wird von seinen Trans- 
formationen erzeugt und wir erbalten daher die Gleichung F = /7H,, ,.) 

Es sei f eine Transformation von F, aber keine Elementartransformation; 
es gibt also eine solche Transformation f/ = g-'h,g, von F, I(f') < U(j), 
daB die Darstellung 

f= gr *hr'gh,g, 
gilt. Das Element ///’"' = g;'gq, hat eine kleinere Linge als /, und wir 
setzen voraus, indem wir vollstiindige Induktion anwenden, daB f/f //’-} 
und /’ schon zu //H, 


Der Satz 7 ist bewiesen. 


9 gehéren; dann gehért / auch zu //H,, ». 


(Eingegangen am 12. 5. 1932.) 








Zur Approximation algebraischer Zahlen. II. 
(Ober die Anzahl der Darstellungen ganzer Zahlen durch Binirformen.) 


Von 


Kurt Mahler in Géttingen. 


Im ersten Teil dieser Arbeit wurde gezeigt, daf sich durch eine 
irreduzible Bindrform F (x, y) mit ganzen rationalen Koeffizienten vom Grad 
n > 3 héchstens endlichviele Potenzprodukte gegebener endlichvieler Prim- 
zahlen eigentlich, d.h. mit teilerfremden ganzen rationalen Zahlen x = p 
y = q, darstellen lassen. 


, 


In diesem zweiten Teil wird mittels einiger einfacher Abschitzungen 
eine Schranke fiir die Anzahl dieser darstellbaren Potenzprodukte gewonnen. 
Das Ergebnis lautet: 

,£u der irreduziblen Bindrform F (x, y) mit ganzen rationalen Koeffi- 
zienten vom Grad n > 3 lapt sich eine positive Zahl c, angeben mit der 
folgenden Eigenschaft: Sind P,, P,,..., P, irgend endlichviele gegebene 
Primzahlen, so gibt es héchstens c+ verschiedene Paare p, q teilerfremder 
ganzer rationaler Zahlen, fiir die F (p,q) allein durch diese Primzahlen 
teilbar ist.“ 

Aus diesem Satz werden verschiedene Folgerungen gezogen; so ergibt 
sich z. B., daB die Anzahl aller Darstellungen groBer ganzer rationaler 
Zahlen g durch die Bindrform F (x, y) héchstens gleich O(\q|*) ist, wobei « 
eine beliebig kleine positive Konstante bedeuten darf. 


I. 

1. Im ersten Teil dieser Arbeit wurde folgender Satz bewiesen'): 
Hilfssatz 1: Bedeute: 

f(x) ein irreduzibles Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten 

vom Grad n > 3, 

a die Zahl f(2)\, 

f eine reelle Nullstelle von f(z), 

P,, P,,..., P, t verschiedene Primzahlen, 

t, fiir t = 1, 2,..., t eine P,-adische Nullstelle von f(z), 

s eine natiirliche Zahl kleiner als n, 


1) Siehe Hilfssatz 3, S.709 im ersten Teil dieser Arbeit, Math. Annalen 107 
(1933), S. 691 —730. 
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0, O, k drei positive Zahlen mit 


n ms. 
B= 7 t+#+O5" 0<5, <7 k>1, 


K die aus thnen gebildete positive Zahl 
—it? (s+3) 15+ 
ee (4a) 4 “6—p9) R o-9 
r,, I'y,.--, I, wm Fall (0, t) t positive Zahlen der Summe Eins, 
| ae I, ..+> I, tm Fall (1, t) t+ 1 positive Zahlen der Summe Eins. 
Die Paare p,q teilerfremder ganzer rationaler Zahlen, die der Un- 
gleichung 





’ 


(1, 0): |2—¢|< kip ale, 

bew. der Ungleichung 

(0, 1): |lp—qee|p, Sl p, g\-*, 

bzw. den t Ungleichungen 

(0, t): lp—qeele, S (k\p, g\-*)"" (x = 1,2,...,8), 
bzw. den t+ 1 Ungleichungen 

(1, ¢): -—c|< lp. qi", |p—aqeelp, Skip, gl-*)"* (t= 1, 2,8) 


geniigen, befriedigen entweder alle die Ungleichung |p, q| < K, oder es me 
auch solche Léisungen mit |p, q| > K, und wenn p,, q, eine von thnen mit még- 
lichst kleinem |p,, q,| > K ist, so befriedigen alle anderen Lésungen p, q 
mit |p, q| > K die Ungleichung 
1 2n3 
| Por PolSlP. gi <(k ? | Po Gl) * - 
Es wurde ferner gezeigt*): 
Hilfssatz 2: Gelten dieselben Bezeichnungen wie im vorigen Hilfssatz, 
ist B* eine positive Zahl gréBer als : und v eine natiirliche Zahl mit 


%S> RT Pp (t+), 


so kann jedem Paar teilerfremder ganzer rationaler Zahlen p,q mit 
|p, q| >, das der Ungleichung 


t 
min(1.|2—¢|) [J min(1, |p —ges\r) S kl, a\-” 
t=1 
gentigt, auf eindeutige Weise ein System von t+-1 nichtnegativen ganzen 
rationalen Zahlen f,, f,, fs. f¢ mit 
hththt+---+h = 


%) Siehe den Beweis von Satz 1 im ersten Teil dieser Arbeit, 8.710. 
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zugeordnet werden, so daB auch die Ungleichungen 


fo 
ee —p)ye 
min (1, |? ¢|) S&\p, ai-*) ; 
min (1, |p—qerlp,) S(klp. gi)" («= 1,2,...,8 
bestehen. Fiir das System der Zahlen f,, {,, fy, ..., f¢ gibt es genau 


(7) 
verschiedene M dglichkeiten. 
2. Vermdge dieser beiden Hilfssitze soll eine obere Schranke herge- 
leitet werden fiir die Anzahl der gekiirzten Briiche . mit positivem Nenner, 
die der Ungleichung 


(1, 0): |2—¢|<kipat 

oder der Ungleichung 

(0, 1): lp —q0elp, SE |p, g|-? 

oder den ¢ Ungleichungen 

(0, t): lp—qéeel >, S (kl pg |)" (x = 1,2,...,¢) 


oder den ¢ + 1 Ungleichungen 


(1,0: |2—e] Slag, |p—atele, Spar A (& = 1,2.) 
oder schlieBlich der einen Ungleichung 


t 
4+ 1): i Ses i sente —- 

(¢+ 1): min (1, |? ¢|) I] mina, \p—qelp,) Sk\p, | 
geniigen. 

Seien B und 5 zwei verschiedene Lésungen von (1, 0), (0, 1), (0, ¢) 

1 3 

oder (1, ¢), also ohne Einschriinkung 
Prh)=1, W=1 1>%4>0, +B, |r alsin al. 
Dann bestehen die Ungleichungen 


2 max (| 2 —¢|, & —¢}) = (2 —¢)-(2-2)| 


|Pido—Padi| + 1 : 
= | Pi G11 | Par Gol = | Pr M1 | Por Gal 


max (|p, — 9, ep,» |Ps—Qabele,) = |G (Pi: — 91 Se) — 9 (Po — Wnbe) |v, 


=|Pi:%— Pahl, = 
Aus ihnen folgt im Fall (1, 0): 


. a pS 
| Pris 911 | Pav G9! <2 max(| N ¢|, q ¢|) 
s 2 max (k|p,, q,\-*, k\p., q2\~*) _ 2k\p,, q,|~8, 








1 
2\ Pp, 4%: || Po 921° 
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im Fall (0, 1): 
l 
2| Pi» M111 Pa» Ga) = 





Ss max (|p, — 9, or\p,5 | Ps — Fabe|P,) 


SS max (k|p,, 9,|-*, &\ py, 9a|-) = Fl Py a \-* 
im Fall (0, ¢): 





W 


TA 
— iS. 


2|\P. se qs | _|Ps da Pa dale 


max (|p, — 4, 2r\p,» | Po — Gabel P,) 


~ 


i 


k |Pr> q; ?, 


WA 
= | 


/ max ((k|p,, % [-*)"*, (| Dy, q2|~*)'*) 


t 


und im Fall (1, ¢): 


~ 


t 
\Pids— Pads! LT |p. 92— P29 |p, 
t=ji1 


1 Pr 9111 Per 9! ~ | Par Yi! | Par Go| 





t 
-“ 2 max (| hf ) [] max(\p, — a feles [Ps — Gabel.) 
t=1 


< 2max ((k IP q,\—*)"°, (| Pas Gy/-*)"*) X 








< J] mex (ie, q,\-*)'*, (| Pa» Gel-*)'*) = 2h|p,, 9, 1-8 


t=1 
Folglich miissen in allen vier Fallen zwei verschiedene Lésungen 
und 2 durch dieselbe Ungleichung . 
1 
2| Pi 9111 Pa | = 
miteinander verkniipft sein. 
3. Nach Hilfssatz 1 muB fiir jeden Lésungsbruch 4 von (1, 0), (0, 1), 
(0, ¢) oder (1, ¢) entweder 





l 
Sk \p,, 9,\- ° oder Pe» Ge| = op lPv uP? 


ane 
\Po» | Sip. gq) <(k ? | Pe qo\|) > (| Por Yo| > K) 
oder 





1 
(4k)’-* = |p, q/ K 
oder 


1 
lp, g| < (4k) ?-? 


sein. Diese drei Intervalle fiir |p, q| seien zur Abkiirzung der Reihe nach 
mit J,, J, und J, bezeichnet. 
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Das Intervall J, beginnt wegen |p,, g,| >> K rechts von 


(sr +s)(0+3) pee 








K > (4a) o=ps k o-39 ; 
aus 
n / n\_ (nm 7 . ; 
(+; + 0)(3+4)>(*+0)G+0> 1 +0 
folgt daher 
| Por Go| > K > (4ak) °-#? > (2k) 6-79 


Zu den Voraussetzungen von Hilfssatz 1 trete von jetzt ab noch die 
weitere Annahme 


O—pO<>(1—+ + 0)(6—2). 


Dann ist 


2 2n3 2n3 


1 
[Por Yo| > (2k)P—*, (k F |p Gol)? Sl Po Gol * - 
Im Intervall J, habe jetzt irgend eins der vier Probleme (1, 0), (0, #), 
(0, ¢), (1, ¢) insgesamt die u Lésungen 
Pi Ps Pu 
a. oo © 
in gekiirzten Briichen mit positivem Nenner. Ohne Einschrinkung der 
Allgemeinheit darf 
2 


(2k)P-2 < |p, gol SIP» | Sl Po Ml S--- 


= $= * 
S| Pur Gul <(E % |Por Gol) > Sl Por Gl * 
angenommen werden. Nach 2. ist aber dann 
L, 
Pitre Qisi| = gE lPa Ql’? A= 1, 2,...,4¢—1), 
und demnach besteht die Ungleichung 


fl \lt+@G—n+ +(p—1)"—2 


Pur Iu| = (oe) |P» q, \@-*—* 





1 
> (28 FF jp, gr’ 
daher erst recht die Ungleichung 
2n8 ne 
\Po» Go| ° > (2k) %-* |p, q,\)@-™"— 


und wegen 
2 


Pos Go| >> (2k) P=? 


die Ungleichung 


2n3 
> 4+@—ypt-1 


|Por Gol 7 > | Po» Gol? 
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Hierin ist gewiB |p,, q,| gréBer als Eins und # gréBer als Zwei, so daB 
man nach yu auflésen kann und folgende Schranke hierfiir bekommt: 
4n’ 


o 
walt oe Ga" 
In entsprechender Weise gelangt man zu einer oberen Schranke fiir 
die Anzahl der simtlichen gekiirzten Briiche mit positivem Nenner 
Puta Pure Put 
4s: Ss8 Gas 
fiir die |p, g| im Intervall J, liegt und die einem der vier Probleme (1, 0), 
(0, 1), (0, 4), (1, ¢) geniigen. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit darf 


1 
(44)P—9 S | usar Quor| S| Pure Mure] S--- Sl Purr ner] SE 


vorausgesetzt werden. Dann ist ebenso wie vorhin 
1 

|Pu+rs Ju+r| > ((2 k) tin Pasa Ina )*-2”—"*, 
also erst recht 

K > 2¢-»"—"* 

und 
log K 
log 2 
log (6 —1)° 


log 





y¥<1+ 


Was schlieBlich die Anzahl o der Lésungen = eines der vier Probleme 
mit |p,q| im Intervall J, anbetrifft, so gibt es iiberhaupt nur héchstens 


1 1 2 
(2(4k)?—* + 1)(4k)P-* <3 (4k)P-* 
gekiirzte oder ungekiirzte Briiche 7 mit 


1 


|p, q| < (4k)P-*; 





folgich ist 
2 
o < 3(4k)?-?. 
4. Damit ist gezeigt, daB jedes der vier Probleme (1, 0), (0, 1), (0, 4), 
(1, t) nicht mehr als 





4n3 log K 
— —-@ 
ptote<3+—pa + 3 (4k)? 


Lésungen in gekiirzten Briichen £ mit positivem Nenner besitzt. Diese 


Schranke hat bemerkenswerterweise in allen Fallen denselben Wert und 
ist vor allem unabhangig von den Zahlen I’. 
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Hieraus folgt auch eine obere Schranke fiir die Anzahl der Lésungen 


der Ungleichung (¢+ 1) in gekiirzten Briichen £ mit positivem Nenner. 


1 
An Lésungen mit |p, g| << (4%)*-* kann auch diese Ungleichung nicht 
mehr als 
2 


3(4k)?—2 
haben. Es ist aber 
1 i 
(4k)?—-2 > ke. 
Aus Hilfssatz 2 folgt also, daB jeder Lésung £ des Problems mit 


1 
\z,q| = (4k)?-* 


sich ein System von ¢-+-1 nichtnegativen ganzen rationalen Zahlen 
for tis fe» ---> fe der Summe v eindeutig zuordnen laBt, so daB gleichzeitig 


to 
min (1, |2—¢|) <(k|p, gl), 
Ik 
min (1, |p—¢lelp,) S(klp,g\-*)* = (t§ = 1,2,..., #) 


ist. Mége jetzt eine von den Zahlen /, etwa /,, von Null verschieden 
sein. Dann ist 
fe 


(k\p,g{-*)* <1, 

so daB bei der betreffenden Ungleichung links das Minimum nicht gleich 
Eins sein kann. Der Bruch = mu8 also einem Problem (1, 0) oder (0, 1) 
oder (0,¢) oder (1, ¢) geniigen, wobei die Zahlen J’ gerade gleich den 
positiven unter den Zahlen u sind. Fiir das System der Zahlen f gibt 
es nun genau as") verschiedene Méglichkeiten; einem von soviel ver- 
schiedenen Ungleichungssystemen einer der Arten (1, 0), (0, 1), (0, ¢), (1, 4) 
mu demnach 7 geniigen. Aus den oberen Schranken fiir ~ und » folgt 
somit, daB die Ungleichung (t -+ 1) héchstens 


4ni log K 
log —— + log , ) 





— r+y/ log 2 
3(4k)P—* + ("7 3+ —eG—t 


verschiedene Liésungen in gekiirzten Briichen 4 mit positivem Nenner besitzt. 


5. Die letzten Schranken kénnen noch auf eine fiir die Anwendung 
bequemere Form gebracht werden. Nach C. Siegel geniigt die Zahl 





c= min (<tr +4) 


@=1,2,...,"8—1 
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der Ungleichung bs Riel 
2¥n—lLsax V4n+1—1; 


ihr Wert wird angenommen an der Stelle 


ae | = |. 
Uber 6 und © werde so verfiigt, dab 
p=2a+0, 0<O0< ~ 


n 


ist. Wegen n > 3 hat man dann 


a—2>}34, «e—sS>1, «Sn, 
also 
i” 


P (a — 2) (a —s8) 
0 — Bd <9s8 3 oS 


=~ 3 
a 
= 4(a—2)(1— =) <4(B—2)(1-F + 9), 


n 


so daB die zuletzt erhobene Forderung 
@—pd=4(6—2)(1—5F +9) 


fiir jedes # > 0 erfiillt ist. Die andere Voraussetzung 


0—pi>d0 
wird durch die Wahl 
8 
2+1+0 


erfiillt, denn es ist 
O—pe = 0>0. 
Die Zahl @ liegt im Intervall 


4 —s 
lanvize = ° Sipe 
Da wegen n > 3 
°<aSp 
ist, so gilt demnach 
oc 1! 


Es ist also 


sai +? Ss oe he ay 3-3 








n n P n+2@ n+1 ee n+30@ n+1 
+3 = ; : : 3+. = 


TAN 


und folglich 





ee (3+— 
(a4 6) | 5) _ (n+1?P _ (n+1)9(a+1+4+ 0) 


min(1l,@—-—0)  ~ 28 — 





ferner 


— 
Ww 


1-7 +0<1—04+5=35 


tol 
to 
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45 
und folglich 


it i Se 3 3(a+1+8@) 
40 “Te @ 
Endlich ist 
4n  — 4n® (x +1+ 6) 





é ” 


Durch Verschlechtern kénnen diese Ausdriicke noch etwas vereinfacht 
werden. Es ist 





also 
2+1+06 aetil+; * , 50 
“af ase 6 Atego tes 
= Fane EIA n+ 1 — J 1 - oo wt 
(x—1)*? = 4(\n +1)" 4(n+1—2)n) ™ 4(4—2)3) 4—% 
ee 6) ae 
(2 —1)? = (2—1)? ~~ 


Folglich bestehen die folgenden drei Ungleichungen 


{—— + #@) (3+ =| 
s+] 








4(x—1)*-9(2—1)* _ 18(x—1)8 
“min (1, 6 — Pp) 26? Sia re” eae 
, Br? 33(a—1) 9 (a—1) 
o— ped * 2 - ae ie 
4n® 4-8(«a—1)®-3(a—1) 96 (a-—1)? 
ine Te So 2. Cae ee 


Wegen der numerischen Identitaten 


2-18 < (8), 2-2 < (3), 96 < (2)", log2 > 0,693 > (2)"' 
9 a 3 9 g 3 
folet aus ihnen 


2(2)" Sm (2) (3)"" (a —1)" 
4 2\2 2 .2 \2 6 . 
K (4a) k - be rs et 
3 
log loo? log 5 


jog(B—1) ~ log(a—1) =}. 


In der ersten dieser drei Ungleichungen ist entweder 


10 (¢— 


1 s\® a—1 . i 
(4a)? ) e — (3) ® dahK< ~ (4a) 
dann erhilt man 
loglogK_ _-—loglog KE log (3)"° log(a—1)* | log log (4a) 2 logs 











log (B—1) ~ log(a—1) ~ log(8) * Vog(a—1) * log(a—1) * log(a—1) 

oder 

log bog kK log log (4a) + 2 log 
aed ;<1T+ ed] 

log (B —1) 





log (a — 1) 
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Oder es ist 


\'° (a@—1)* 1 





(4a)? (2) e< yr GG) > dh. K< ys) J J 
und man bekommt 


log : 











log log K loglog K _ log(2)® . log(a—1) , e log log k 
oglog K_ — loghkgK — (3) 4 bele—)) , 4. log log 
log (8 —1) log (a — 1) log (§) log (a —1) log (a — 1) log (a — 1) 
oder 
ae ng, nits 
log(B—1) ~ log (a —1) ‘ 
Aus der zweiten Ungleichung erhilt man entsprechenderweise 
lo = ] : 
aa a) 
aoe << 19 + 
log (8 — 1) log (« — 1) 


FaBt man die letzten Ungleichungen zusammen, so kommt man also 
zu den beiden Ungleichungen 








4n$ log K P 
log —— + log = = 
34 ee eee + ON 
log (6 — 1) ; 
aa ( loglog (4a) + Slog — lesion + 08 5) 
‘ —3 
<3 (4k +max\38+ Soop %+ -gEe=n—, 
und 
4n' log K 
2. ; log — + log —— 
p—3 v+t :' 6 log 2 
3 (4k) + ( t ) 2 ab log (s— 1) 
DF : log log (4a) + 3log—- loglogk + 2log 
<_< 3(4k)* +(°*") max Sen a nas 9 
"yy g ) \ T log (a — 1) : v log (« —1) 


Die rechte Seite der ersten Ungleichung liefert eine obere Schranke fiir 
die Anzahl der gekiirzten Briiche . mit positivem Nenner, die einem der 
Probleme (1, 0), (0, 1), (0, ¢), (1, ¢) geniigen, die rechte Seite der zweiten Un- 
gleichung eine obere Schranke fiir die Anzahl der gekiirzten Briiche = mit 


positivem Nenner, die dem Problem (¢-+ 1) geniigen. Damit ist bewiesen‘): 
Hilfssatz 3: Bedeute: 
f(z) ein irreduzibles Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten 


vom Grad n > 3 und mit a = |f(z)|, 
5) In ahnlicher Weise kann fiir 8 = n gezeigt werden, daB das Ungleichungs- 
system [¢+ 1] héchstens 
1 


a log log (4a) log log k \ 
9 L\"-—2 2 - uot. And 
(4(2k) +1) + max (24 +5 | 16 + ; Si 
Lésungen besitzt. 
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C eine reelle Nullstelle von f(z), 
P,, P,, ..., P, endlichviele verschiedene Primzahlen, 
C, fiir tr = 1, 2, ..., t eine P,-adische Nullstelle von f(z), 
I, Ty, Py, ..., I, + + 1 nichtnegative Zahlen der Summe Eins, 
a, O, B, B*, k positiwe Zahlen mit 
a= min (sar +#) 0<e<7, B=a+0, p*>, k>1, 
@=1, 2, ..-,% 
v eine natiirliche Zahl mit 
v> aj (¢+ 1). 
Dann gibt es hichstens 
2 


3(4k)?-? + aaié' 38 + — 





“" log (4a) + 3 log 5 log log k + 2 log @) 
‘log(a—1) » 9+ 


verschiedene gektirzte Briiche mit positivem Nenner, die den Ungleichungen 


)< lp. a-9", 
min (1, |p—ger|r,) S(k|p.g\-")",  (¥§ = 1,2,...,8) 


log (a — 1) 


min (1, |2—¢ 





[t + 1): 


geniigen; ebenso gibt es héchstens 





log log (4a) + 3 log = log log k + 2log = 
=o 29 + 


rari (u+t 
3(4k)?—* + | ; ) max oe OM. 


verschiedene gekiirzte Briiche mit positivem Nenner, fiir die 


~ jog(a—1) log (a — 1) 


t 
(+1): min(1, | —<]) [] min, |p —aeele,) S Ble, a 
ust. 

Dieser Satz gibt eine Ubersicht iiber die Abhingigkeit der Lésungs- 
anzahlen der Probleme [t+ 1] und (¢+ 1) von den auftretenden Para- 
metern. Nach ihm sind die beiden Lésungsanzahlen als Funktion von k 


von der GréSenordnung 
, 2 


O(k’~*), 
als Funktion von {, d.h. von /(z), von der GréBenordnung 
O (log log (4)). 
Im folgenden wird aber vor allem die Abhingigkeit der Lésungsanzahl des 
Problems (¢ + 1) von der Anzahl ¢ der betrachteten Primzahlen P,, P,, ..., P; 
zu untersuchen sein. Dazu werde v als Funktion von ¢ durch die Ungleichung 














B , 
7 Pot+Iso< eo lt+tl 
eindeutig festgelegt, so daB 
B* J ee 
Poet ap St tis payl th 
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und demnach 
3* 
f 
whee apt tD 


poner ) = wrt=? 


v+t 
7 
xD" 
! 0 
ist. Die Anzahl der Lésungen von (¢ + 1) ist also kleiner als 
2 


3(4ky 
(4k) C+D log log (4a) + Blog = log log k + 2log — 
‘ 


f . ‘ i 
2. a ial’ $8 +- ——.______—_—., 99 + 


log (a — 1) log (a — 1) 


Jetzt werde eine beliebige, aber hinreichend kleine positive Zahl ¢ vorge- 





; ee - : 
geben; dann kann man eine positive Zahl O = 7 bestimmen, so daB 
— n 
3 p* 
—_ = = l+e 
p*— Bp p* —a \ 


ist. Durch diese Wah! wird der vorige Ausdruck kleiner als 


wobei ¢, eine positive Zahl bedeutet, die wohl von n, a, B*, ¢ und k ab- 
hingt, nicht aber von den Primzahlen P,, P,, ..., P,; und ihrer Anzahl ¢. 
Indem statt * wieder B geschrieben wird, laBt sich dies Ergebnis 
folgendermaBen aussprechen : 
Satz 4: Bedeute: 
{(x) ein irreduzibles Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten 
vom Grad n > 3 und mit a = if (z)|> 
£ eine reelle Nullstelle von f(z), 
P,, Py, ..., P, endlichviele verschiedene Primzahlen, 
t, fiir t 1, 2, ..., t eine P,-adische Nullstelle von f(z), 
a und B zwei positive Zahlen mit 


c= min (+s), B>a psn, 


o=2,2, ...,. 2-29 3 


e und k zwei positive Zahlen. 
Dann gibt es eine positive Zahl cy, die allein von n, a, B, ¢ und k ab- 
hiingt, nicht aber von den Primzahlen P,, P,, ..., P, und threr Anzahl t, 
so daB die Ungleichung 
t 
min (1, 2_ <1) [] mi» 0. \p—a Sele) S El. al? 
durch héchstens iA 


is 
Cy .2 


verschiedene gekiirzte Briiche = mit positivem Nenner befriedigt wird. 
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(Die beim Beweis dieses Satzes gemachten Einschrinkungen, daB ¢ 
hinreichend klein und k > 1 ist, sind offenbar iiberfliissig bei der Fassung, 
die fiir ihn gewahlt ist.) 

Il. 
6. Im ersten Teil dieser Arbeit wurde folgender Satz bewiesen*): 
Hilfssatz 5: Bedeute: 
F (x,y) eine irreduzible Bindirform vom Grad n>3 mit ganzen 
rationalen Koeffizienten, 
£, 0, ..., (&~» die sdimtlichen reellen Nullsiellen von f(x) = F (x, 1), 
P,, P., ..., P, endlichviele verschiedene Primzahlen, 
Ce, Cay veep COP” fiir x = 1, 2, ..., t die séimtlichen P,-adischen 
Nullstellen des Polygoms f(z), 
p und q zwei teilerfremde ganze rationale Zahlen mit q + 0, 
Q(p,q) das grépte Potenzprodukt der Primzahlen P,, das in der 
Zahl F (p,q) aufgeht. 
Dann gibt es eine positive Konstante c,, die wohl von der Bindrform F (z, y) 
abhingt, nicht aber von den Primzahlen P,, P,, ..., P, und ihrer Anzahl t, 
so daB stets 
)x 


|F (p, 9) | a mi + ee, P _pw-» 
Q (p,q) = %|P.4| min (1, 9 cI, | q ¢ ; sii | q 
t 
x [] win, \p—qCelp,, \p—qerlp,, “oS \p— qgoc* " Ip,) 

ist. 1 

Dieser Satz, zusammen mit Satz 4, fihrt zu weiteren Ergebnissen 
tiber die Anzahl der Darstellungen ganzer rationaler Zahlen durch die 
Binarform F(z, y). 

Dazu werde die Menge der Primzahlen P,, P,, ..., P; in zwei Teil- 
mengen 





Ben Bey ++ He UB Reins Fests sien Oe (r+s=t 
zerlegt, so daB fiir t= 1, 2,..., r die Zahl », mindestens gleich Kins 
und natiirlich héchstens gleich n ist, fir r=—r+1, r+2,..., r+s 
dagegen vy, = 0 gilt. Dies ist durch geeignete Numerierung immer 
méglich. Die Faktoren 

min (1, |p —qeelpys |P—QCelrys «++» |P—9Oe* |p.) = 1 
kénnen in der Ungleichung des letzten Satzes fortgelassen werden und es 
mu daher auch die Ungleichung 
)x 


|F (p, 9)\ > |p, q|"min (1, ‘i 
. |] win 0, |p — 48. lp,» \p—qelp,, sey \p—ge°t—” |p) 








, 


2_o eee tiie 


q q 





Q(p.4) 
t=1 


*) Siehe Teil 1, Hilfssatz 5, S. 722. 
Mathematische Annalen. 108. 
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stets gelten. Ist auch » = 0, so darf rechts der Faktor 





. P | P pe 
min (1, | 2 — i——Cl], 
q | q 





fea) = 
gleichfalls fortgelassen werden. 

In Satz 4 werde nun die Zahl k gleich 
. oe 


Cy 


gewihit. Nach diesem Satz hat jede Ungleichung 


min (1, | 2 —g»)) // min (1, |p —q0“"" |p.) < kl p,q” 


T=1 
héchstens 
7 


ater 
Cy. 2” 

verschiedene Lésungen in teilerfremden ganzen rationalen Zahlen p,q mit 
q+ 0, wenn yw, fiir jedes t =—1, 2,..., r irgendeiner der Indizes 
0, 1, ..., % —1 und yw einer der Indizes 0, 1, ..., »—1 ist, ferner c, 
eine gewisse positive Zahl bedeutet, die nicht von den Primzahlen P,, 
P,, ..., P, oder von den Anzahlen r, s, ¢ abhingt. Dieselbe Ungleichung 
fiir die Lésungsanzahl bleibt auch noch bestehen, wenn » = 0 sein sollte, 
also {(z) gar keine reelle Nullstellen hat, so daB 


min (1, |2—e)) durch 1 
zu ersetzen ist. : 
Nun kénnen fiir jede der Zahlen u, héchstens », verschiedene Indizes 
gewahlt werden, ebenso, wenn v + 0 ist, fiir die Zahl ~ héchstens ». 
Also hat fiir » > 1 die Ungleichung 


> 


min (1,|2—¢ 











5 Syl , | P _mr—i)| 
: |, vn [Ee 1) x 
r 


x [J min (1, |p —atele, [P—aeelrs «+s (Pater le) 


t™=1 


<k\p,q\-? 


héchstens 
o,.2-* VM, 12. Vy 
und fiir » = 0 die Ungleichung 


TT min (1, |p—gerlrs |\P— oilers «+ (P—Ge ? lp) < kl p, al-4 


t=} 
héchstens 


so ater 
C,. 2 Wy. & 


Approximation algebraischer Zahlen. II. 51 


verschiedene Lésungen in teilerfremden ganzen rationalen Zahlen p, q mit 
q+ 0. Diese beiden Ergebnisse lassen sich zu der Aussage zusammen- 
fassen, daB die Ungleichung 





a Pp Pp | | p ” 
min(1, |= —C}, |= — Ch, «0 | — »| , 
q ¢ 2 oF q é 
t 
x |] min (1, |p—qlelp,, |p— erp, --- |p—e," "lp, 
t=] 
S k\p,q\-’ 
héchstens 
af ater t 
a Geta max (1, v) JJ max(l1, »,) 
<=1 


verschiedene Lésungen in ganzen rationalen teilerfremden Zahlen p, q mit 
q + 0 besitzt. 
Fiir alle Zahlpaare p, g, die dieser Ungleichung nicht geniigen, be- 
steht aber nach Hilfssatz 5 die Ungleichung 
|\F(p.q)| — - "I ae 
Oip.qy > lM ale p, aiK-® = Ip, gir’. 


Es gibt ferner an Paaren p, q teilerfremder ganzer rationaler Zahlen mit 
gq = 0 nur die beiden 1,0 und —1,0. Indem man auch diese noch da- 
durch mitberiicksichtigt, daB man von c, zu einer geeigneten groBeren 
Zahl c, iibergeht, folgt schlieBlich: 
Satz 6: Bedeute: 
F (x, y) eine irreduzible Bindrform mit ganzen rationalen Koeffi- 
zienten vom Grad n > 3, 
y die Anzahl der reellen Nullstellen des Polynoms {(x) = F (2, 1), 
P,, Ps, ..., Py endlichviele verschiedene Primzahlen, 
v, fiir +t = 1, 2, ..., t die Anzahl der P,-adischen Nullstellen des 
Polynoms f(z), 
r die Anzahl derjenigen unter den Zahlen v,, v9, ..., %, die nicht 
verschwinden, 
p und q zwei belielige teilerfremde ganze rationale Zahlen, 
Q (p,q) das gréBte Potenzprodukt der Primzahlen P,, das in der 
Zahl F (p, q) aufgeht, 
a, 6 zwei positive Zahlen mit 
n 


c= min ( . 
, 


= < 
= 1, 2, .... #—1 tits) B: a, Ban, 


e eine positive Zahl. 
4* 
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Dann gibt es eine positive Zahl c,, die wohl von der Bindrform F (z, y), 
von B und e, nicht aber von den Primzahlen P,, P,, ..., P, und den An- 
zahlen t und r abhingt, so daB die Ungleichung 


\F (p,@)| n-p 
: Q (Pp, 9) S |p. 9! 
durch héchstens 
gc utor t 
Cy. 2! max(l, v) JJ max(l, »,) 


t=1 
Paare p,q befriedigt wird. 
7. Aus Satz 6 lassen sich mehrere Folgerungen iiber die Darstellung 
von ganzen rationalen Zahlen durch die Form F (z, y) herleiten. 
Es ist trivialerweise 


y f, Vz 


IA 
3 


(¢ = I, 2, ..., &, 


lA 


also fir e = 1, 8 = n, und mit ¢ statt r 


me (i+er t 
at” max(l, ») JJ max(1, »,) < e+}, 
t= 1 
wo ¢, eine positive Zahl ist, die nur noch von der Binarform F (z, y) 
abhingt. Die Anzahl der teilerfremden ganzen rationalen Zahlpaare p, q¢ 
mit 


IF (p,9)| S Q(p, 9), also |F(p, q)| = Q(p, 9). 


d. h. derjenigen Paare, fiir die F (p,q) allein aus den ¢ Primzahlen P,, 
P,, ..., P, zusammengesetzt ist, ist demnach héchstens gleich c{+'. Diese 
Aussage JaBt sich auf zwei verschiedene Weisen interpretieren: Erstens 
ergibt sich: 

Folgerung 1: Zu der irreduziblen Bindrform F (x, y) mit ganzen ratio- 
nalen Koeffizienten vom Grad n > 3 laft sich eine nur von ihr abhingige 
positive Zahl c, angeben mit folgender Eigenschaft: Sind irgendwelche end- 
lichvielen verschiedenen Primzahlen gegeben, etwa mit der Anzahl t, so gibt 
es héchstens c\+* verschiedene ganze rationale Zahlen g, die allein durch 
diese Primzahlen teilbar sind und sich durch die Bindrform F (x, y) eigent- 
lich, d. h. mit teilerfremden ganzen rationalen Zahlen x = p, y = q, dar- 
stellen lassen. 

Zweitens ergibt sich: 

Folgerung 2: Zu der irreduziblen Bindrform F(x, y) mit ganzen ratio- 
nalen Koeffizienten vom Grad n > 3 laft sich eine nur von ihr abhingige 
posilive Zahl c, angeben mit folgender Eigenschaft: Ist g irgendeine ganze 
rationale und von Null verschiedene Zahl, in der etwa genau t verschiedene 
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Primzahlen aufgehen, so lapt sich g auf héchstens c+! verschiedene Arten 
eigentlich durch die Bindrform F(z, y) darstellen. 

Ist g selbst eine Primzahl, so sind offenbar alle Darstellungen dieser 
Zah] durch die Binairform von selbst eigentlich; man erhalt also das 
merkwiirdige Ergebnis, daB die Anzahl der Darstellungen dieser Primzahl 
durch F(x, y) unterhalb einer Schranke liegt, die allein von der Bindrform 
abhingt. 

8. Die Folgerung 2 fiihrt weiter zu einer einfachen oberen Schranke 
fiir die Anzahl der simtlichen Darstellungen der groBen ganzen rationalen 
Zahl g durch die feste Binirform F(z, y). Sei diese Anzahl zur Ab- 
kiirzung mit A(g) bezeichnet; sei ferner a(g) die Anzahl der simtlichen 
eigentlichen Darstellungen von g durch die Binirform. Offenbar besteht 
dann die Formel 


Aa) = S'o(5) 
d"\9 


wo die Summe iiber alle natiirlichen Zahlen d zu erstrecken ist, deren n-te 
Potenz in g aufgeht. Ist nun ¢ die Anzahl der in g aufgehenden Prim- 


zahlen und daher nicht kleiner als die Anzahl der in den Zahlen z auf- 
gehenden Primzahlen, so ist nach Folgerung 2: 
g d= 1,3,3,... 
(8) sa" ore, 
Da d”" in g aufgehen muB, so gibt es ferner fiir d héchstens r(|g|) Méglich- 
keiten, wenn t(|g|) die Anzahl der positiven Teiler von g bedeutet. Die 
Identitaét fiir A(g) ergibt demnach 
A(g) St(\gi)er*. 


Nach bekannten elementaren Sitzen iiber Primzahlen ist aber fiir alle 
groBen natiirlichen Zahlen g°): 


we log |g| a log |g| 
log t (|g|) = O(cebelei) ses (ee lbstel) 








und folglich 


log |g| 
log A (g) < O(mebeisi)” 


Damit ist folgender Satz bewiesen: 
Folgerung 3: Zu der irreduziblen Binairform F(x, y) mit ganzen 
rationalen Koeffizienten vom Grad n> 3 lapt sich eine nur von thr ab- 


5) Vgl. E. Landau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen, 
Bd. 1 (1909), B. G. Teubner, Leipzig, S. 220—222, wo sogar viel mehr bewiesen wird. 
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hiingige positive Zahl c, angeben mit folgender Eigenschajt: Ist g eine ganze 
rationale Zahl mit hinreichend groBem Absolutbetrag, so ist die Anzahl der 
Darstellungen von g in der Gestalt 


= F(p, q) 


mit ganzen rationalen nicht notwendig teilerfremden Zahlen p und q héchstens 
gleich 
log |g|_ 
C, Tog log gl, 


also insbesondere fiir jede positive Zahl « von der Gréfenordnung 
O(\9|"). 


In diesem Satz ist enthalten, daB die Konvergenzabszisse der 
Dirichletschen Reihe 


v7 A(g) = S Fie. = 


gua ler are Fe 
9+ 0 r+qizo 





nicht gréBer als Eins ist; der genaue Wert ist nach C. Siegel (1925) 


gleich =, also kleiner. 


9. Nach Trygve Nagell strebt fiir groBes p die gréBte Primzahl, die 

in dem Produkt 

f (1) f(2).--f(p) 
aufgeht, zu einer héheren GréBenordnung gegen Unendlich, als p; dabei 
bedeutet /(z) ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten, das min- 
destens eine irrationale Nullstelle hat®). Ein ahnliches, aber nicht so 
scharfes Ergebnis fiir Binairformen la8t sich aus Folgerung 2 herleiten. 
Es gilt folgender Satz: 

Folgerung 4: Zu der irreduziblen Bindrform F (x,y) mit ganzen rationalen 
Koeffizienten vom Grad n > 3 lat sich eine nur von thr abhingige positive 
Zahl c, angeben mit folgender Eigenschaft: Ist m eine geniigend grofe natiir- 
liche Zahl und sind 

Pr V1 Par Vas +--+ Pm Im 


m verschiedene Paare teilerfremder ganzer rationaler Zahlen, so ist die gréfte 
Primzahl, die in dem Produkt 


P (Pydi) F (Pas Ya) - - -F (Pow Im) 
aufgeht, gréBer als c, log m log log m. 


6) Siehe Tr. Nagell, ,,Zur Arithmetik der Polynome“, Abhandlungen aus dem 
math. Seminar der Hamburgischen Universitat 1, S. 179 (1922). 





| 
| 
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Beweis: Bedeute c, die Konstante aus Folgerung1; ohne Einschrankung 
ist sie gréBer als Eins. Zu der groBen natiirlichen Zahl m laBt sich ein- 
deutig eine natiirliche Zahl ¢ bestimmen, die der Ungleichung 

eé+lim<dti+l 


geniigt. Dann kénnen nach Folgerung 1 die Zahlen 


F (Dp, 91)> F (Pas Qa)s ++ +» F (Pens Ym) 
nicht alle nur aus den ¢—1 ersten Primzahlen zusammengesetzt sein, 
denn ihre Anzahl m ist gréBer als c!. Also muS in ihrem Produkt eine 
Primzahl aufgehen, die gréBer oder gleich der t-ten Primzahl ist. Nach 
bekannten Siitzen iiber Primzahlen ist jedoch die ¢-te Primzahl grofSer 
als 4¢logt, wenn ¢ geniigend grof ist’), Ferner ist nach Definition 


t~ log (m— 1) aol 


jog c, ° 


und daraus folgt die Behauptung. 


7) Siehe 5), 8. 214. 


(Eingegangen am 4. 6. 1932.) 








Uber die Transzendenz von Potenzen 
mit algebraischen Exponenten (Verallgemeinerung eines 
Satzes von A. Gelfond). 


Von 


Karl Boehle in Frankfurt a. M. 


Im Jahre 1929 bewies A. Gelfond die Transzendenz der Zahlen w*, 
wenn w irgendeine von Null und Eins verschiedene algebraische Zahl, « eine 
imaginarquadratische Irrationalitét ist’). Diesen Beweis erweiterte C. L. 
Siegel und zeigte in seiner Vorlesung iiber Zahlentheorie im Februar 1930, 
da8 w* auch transzendent ist, wenn « eine reellquadratische Irrationalitat ist. 
Bald darauf veréffentlichte R. A. Kusmin hierfiir einen ahnlichen Beweis*). 
Damit war z. B. die Transzendenz der Zahlen e* = i-*#, 2/12, 2¥? be- 
wiesen. 

Die Methode, welche diesen Beweisen zugrunde liegt, ist auch im folgenden 
angewandt und liefert den allgemeineren Satz: 


Sind #,, 0,,..., 8, s voneinander linear unabhingige Zahlen eines 
algebraischen Zahlkérpers s-ten Grades (s > 2), so ist stets mindestens eine 
der Zahlen a*:, a%2, ..., a%*) transzendent, wenn a eine beliebige von Null 
und Eins verschiedene Zahl ist.“ 

Er enthalt die oben angefiihrten Satze (s = 2, #, = 1, 0, = «). 

Bei dem folgenden Beweis werden nur die Hauptsitze der allgemeinen 
Funktionentheorie und die elementare Theorie der algebraischen Zahlen 
und Ideale bis zum Hauptsatz iiber die eindeutige Zerlegbarkeit eines Ideals 
in Primideale vorausgesetzt. 

Der Gang des Beweises ist folgender: 


Wir entwickeln a* = e*"** in eine Reihe nach Polynomen, deren 
Nullstellen ganze Zahlen des Zahlkérpers sind. Dazu stellen wir diese Zahlen 


1) Comptes Rendus 189, p. 1224, Paris 1929. 
*) Bulletin de l’Académie des Sciences URSS, Leningrad 1930, Nr. 6. 


*) Unter a* ist der Wert e*°'S* mit irgendeiner festen Bestimmung von 
log a zu verstehen. 
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in einem Gitter dar und ordnen sie auf Grund dieser Darstellung an. Die 
Koeffizienten der Reihenentwicklung geben uns dann eine Zahlenfolge (b,,) 
mit den folgenden Eigenschaften: 


b, ist 1. kleiner als n—* + °™4), 


2. fiir unendlich viele m von Null verschieden, 


3. algebraisch in bezug auf den durch #@,, ®, ..., 8, 
a*:,a%2,...,a% erzeugten Kérper. 
Nehmen wir nun an, a”', a2, .. ., @%s seien simtlich algebraische Zahlen, 


so ist 6, eine Zahl eines von n unabhingigen algebraischen Zahlkérpers M, 
und wir kénnen eine von Null verschiedene Zahl H,, so bestimmen, da8 H,, - 6, 
eine ganze algebraische Zahl dieses Zahlkérpers wird. Die Norm dieser Zahl 
H,,- 6, ist dann eine ganze rationale Zahl, die, wenn b, + 0 ist, von Null 
verschieden und daher absolut genommen mindestens gleich Eins sein muB. 
Die Abschitzung ier Zahl H, und der iibrigen Konjugierten von H,,- 6, 
ergibt aber, daB die Norm von H,, - b,, mit wachsendem n nach Null strebt: 5, 
kann also fiir hinreichend groBes n keine Zahl des Zahlkérpers M sein. Daraus 
folgt dann der behauptete Satz. F 


§ 1. 

Die Gitterdarstellung und Anordnung der ganzen Zahlen des Zahlkérpers. 

1. Gegeben sei ein algebraischer Zahlkérper K von s-tem Grade mit der 
Diskriminante D. Es sei s > 2. Eine Basis der ganzen Zahlen dieses K6rpers 
S€i @,,@.,...,@, Von den skonjugierten Zahlkorpern seien 1, Kérper 
reell: K™, K®,..., K*) und 2r, Kérper imaginér: K+», K+, ..., K®; 
es sei stets der imaginire Kérper K® zu dem Kérper K+") konjugiert- 
komplex (J = 17,+ 1, 1, + 2,...,1% + 1%). 

Wir ordnen nun jeder Basiszahl w, einen Vektor v, zu. Die Komponenten 
Z, (w,) dieses Vektors seien fiir 


. — (k 
kal, 2, ..5% die Konjugierten @, VOR @,, 


k=rn+1,...% +7, die mit ¥2 multiplizierten Realteile der Kon- 
jugierten w}” von @, 
k=rn+7+1,...,8 die mit — y2 multiplizierten Imaginarteile der 
Konjugierten w” von wy. 
*) f(n) = o(gim)) heiBt lim Hn) = 0; f(m) ist dabei eine komplexe, g(n) eine 
n—> 0 9 (”) 
positive Funktion, beide fiir hinreichend groBe positive n definiert. Ist der Quotient 


Tt tar alle groBen positiven n beschrinkt, so schreiben wir: f(n) = O(g(n)). 








Es ist also 
wy +») + wy +r2+)) allt TT?) + ay 


V2 - , ** "9 a oo 





| (1) (2) 
vn, = hate » Dr 5 oo ey GD 


s) 
o 


ey 
| 


bs, -*= 
h 

if? ye iy2 
Diese Vektoren erzeugen ein s-dimensionales Gitter. Ordnet man dem Gitter- 
punkt, dessen Vektor 


D = 9,0, + Jo¥o-+ ..-+ 9,0, (9, ganzrational) 
ist, die ganze Zahl des Kérpers 
C = 9, @, + Joe t+ .-- + 9,0; 
zu, so entspricht jeder ganzen Zahl des K6érpers eineindeutig ein Gitterpunkt. 
Die Koordinaten dieses Gitterpunktes, z, (¢), x (¢), ..., z,(¢) haben dann 
die Werte: 
2, (C) = (& = 1,2, ..., %), 
»(k) my -{k + f) 
ae ca od eid as ee a 
(1) 2, (¢) = ya (k= 1, By. sep % + Fad 
ek—r2) hb 
a, (¢) = - = (k=r,+7,+1,..., 8). 


t- \ 
Daher ist diese Darstellung von der speziellen Wahl der Basis ,, wo, . . ., w, 
unabhiangig. 

2. Nun betrachten wir s-dimensionale Wiirfel W, deren Kanten den 
Achsen parallel sind und deren Mittelpunkte im Nulipunkt (0,0, .. ., 0) 
liegen®). Jedem Gitterpunkt ¢ ordnen wir den Wiirfel W(¢) zu, auf dessen 
Rand dieser Gitterpunkt liegt. Dann gibt es auf jedem dieser Wiirfel nur 
endlich viele Gitterpunkte oder Zahlen. Wir setzen 0 = ¢,. Die auf dem 
kleinsten Wiirfel W liegenden Zahlen erhalten in beliebiger Reihenfolge die 
ersten Nummern, die auf dem nichstgréBeren Wiirfel W liegenden Zahlen 
erhalten die nichsten Nummern usf. Dadurch werden alle ganzen Zahlen 


*) Unter einem solchen Wiirfel W sei der Bereich W(g),qg>0: |2,| <9 
(k = 1,...,8) verstanden. Die Punkte von W, fiir die in diesen Ungleichungen min- 
destens ein Gleichheitszeichen gilt, bilden den Rand des Wiirfels W, die tibrigen das 
Innere von W. Die GréBe 2q heiBe Kantenlinge des Wiirfels. Allgemein heiBe der 
Bereich, in welchen der Bereich 98 (gq) durch eine reelle Jineare Transformation: 


+ 
Y= 5 %,7,+%, mit |a,,|+0 
I=1 
fibergeht, s-dimensionales Parallelepiped mit dem Mittelpunkt (a,,...,@,). Ist 
dabei 


2 * 
J (%—%)* = Z *%t, 
k=1 k=1 


so nennen wir das Parallelepiped einen Wirfel mit der Kantenlange 2g. Ist a,, = 0, 
wenn k + / ist, so nennen wir das Parallelepiped Quader. 
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des Zahlkérpers numeriert: {,,¢,,...,¢ ny +++; sie sind nach dem Maximum 
des absoluten Betrages ihrer Konjugierten bzw. der mit ¥2 multiplizierten 
Real- und Imaginarteile derselben angeordnet. 

Die Kantenlinge des Wiirfels W zu ¢,, sei 24,. Dann ist, weil sich die 
Gitterpunkte gleichmaBig iiber den Raum verteilen: 


(2) In = YN. 


’ 


In §3 werden wir das exakt beweisen. Die Zahlen ¢,, ¢,... bedeuten von 
unabhiangige positive Konstanten. 
Weiter ist 


| C0) = | an (C,)| th = 1, 8... %), 
(3) [x2 (2,) 4 ry a { ) 
eel meet a: Pe. picid ae 
also 
; (k = 0, 1, n) 
th) | < } 
" or] SM l(h=1,2,...,8) 


Die Polynomreihe fiir a* und die Zahlen B,,. 


1. Es sei f(z) eine ganze transzendente Funktion der komplexen 


Variablen z. Fiir geeignete Konstanten bp, 6,,...,6,_, und eime geeignete 
ganze Funktion R,,(z) gilt dann, wie wir zeigen wollen: 
fe) = by + b, (2 —0q) +... + Ona (z — Sg) (2 — 04). - - (@ — na) 
(5) | +- R,,(z) (2 — 9) (e — 04). . « (2 — Say) 
= by + b, Py (2) + be Pe (2) +... + dpa Pa-a(2) + Ru (2) Pra (2), 
wo zur Abkiirzung 
P,(z) = (2 — fy) (2 — Oy). . « (2 — Su-y) (E = 1,2,...) 


gesetzt ist. Da fiir <= ¢,_, alle Polynome P,,,(z) (hk = 0,1,...) ver- 
schwinden, und R,,(z) eine ganze Funktion sein soll, erhalten wir aus (5): 


f (fo) = bo 


(;) in oe 
| f(Sn—1) = 09 + 5; (Cn-a—So) + --- 

+ baa (Sn -1~— Co) (Cn-1 ates C1) eee (Cn—1 na Cana) 
und kénnen daraus die Koeffizienten 6, (k = 0,1,...,—1) rekursiv be- 
rechnen; diese sind also eindeutig bestimmt. Vergleichen wir die Gleichungen (6) 
mit (5), so sehen wir, daB fiir z = C5, 0), .- +, On-1 

R,(z) P,(z) = 0 ist. 
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Da an diesen Stellen P,(z) nur Nullsteilen erster Ordnung hat, mu8 R, (z) 
fiir diese Werte von z endlich sein. Fiir jeden anderen Wert von z ist, wegen 


P,,(z) + 0, 
(2) —by — by Py (2) —--- — by _, Py_y @) 


R,, (z) —™ 





~ Pais) 
R,(z) ist also tatsichlich eine eindeutig bestimmte ganze transzendente 
Funktion. 








Ist C in der komplexen Zahlenebene ein Kreis um ¢ (|z—| = R), 
der auch die Punkte ,,¢,....,¢, im Innern enthilt, so ist 
l R, (z) dz ] f(z) —bo —b, Py (z)—... —b,_, P,—1 (?) 
R,(¢) = 2xi \= rs aw = in| —. tie a mene micttetecns 
c Cc 
| f(z) dz — gh, [Se 
— P,, (2) (z—¢) 2x1 P. (z) (z—) : . 
c Cc 


Da im letzten Integral der Zahler des Integranden ein Polynom héchstens 
(m — 1)-ten Grades, der Nenner ein solches (mn + 1)-ten Grades in z ist, hat 


der Integrand, wenn der Radius R des Kreises C wichst, die Ordnung O ( _) 


das Integral ist also O (+ ) Sein Wert ist daher nach dem Cauchyschen Satz 
gleich Null. Wir haben demnach: 
f(z) dz 


R, (¢) = ri | P.(z) (@—2) 


Da nach (5) R,(z) = 6, + (z — £4) Bao (2) ist, erhalten wir 


fe)de —-_ i f(a) de 
Ry (Gn) = by =| Rae at bare 
: 





Nach dem Residuensatz gilt fue das letzte Integral und damit fiir 6, auch 


(1) b= De vet nie oP PriiG)=m = [J Gs —00. 


t=0 
Ise k 

Wir wenden das an fiir f(z) = a* = e**'** (a + 0, a + 1), wo fiir loge 

irgendeine feste Bestimmung gewablt sei, und schatzen |b,| und | P,(¢) R,(¢)| 

ab. Dazu wihlen wir fiir C den Kreis |z| = n, der, wenn n nicht zu klein ist, 

Cu Cy, ---»¢, im Innern enthialt, denn es ist ja nach (4) und (2) 


oe] San Yn (& = 0,1, ..., #). 


Wenn ¢ eine feste Zahl ist, wird 


t—Glaq-Ve 


und damit 


|Pa (0) |S (cn: Yn). 


Transzendenz von Potenzen mit algebraischen Exponenten. 61 


Weiter ist fiir hinreichend groBes n 
je—tjan—|t|Scq-n 

















und 
|z—&|/2n—||Suq-n (E = 0,1, ..., 9), 
also wird 
| P, (z)| => (ey: »)", 
| Pasa (z)| > (Cg: m)**?. 
Das ergibt 
= 1 1 f (z) dz 220 ellos a| -n+log n+ O(n) 
(8) \bl=lr | Fy ale Gort SS : 
jz|=n 
« 
Pitt) { f(z) dz (cg¥n)" . piles ol 
| Pn (0) Rn (0)| = tai | Reema 8 Ng ** e 
<e 7 Mio + OC) 
Also ist lim P,(¢)- R,(¢) = 0 und wir kénnen daher a* in die unendliche 
n—> 2 
Reihe 


at = b, + b, P,(z) + 6, P,(z) +... 
entwickeln. Da a* eine transzendente Funktion ist, kann diese Reihe nicht 
abbrechen. Also sind unendlich viele der Zahlen 6, von Null verschieden, 

2. Ist # eine beliebige Zahl des Zahlkérpers K, so ist 

6 = 17,0,+ 7,0,+...+ 7,0, (r, rational). 
a® ist daher algebraisch in bezug auf den durch a®:, a%2, ..., a%» erzeugten 
Kérper. Nehmen wir an, wie es im folgenden durchweg geschehen soll, daB 
diese Zahlen simtlich algebraische Zahlen sind, dann ist auch a® eine algebra- 
ische Zahl. 


Jede der Zahlen a”, a®2,..., as ist daher eine algebraische Zahl und 
die Zahlen @,,@ ,...,@,, @',a%,..., @ws erzeugen dann einen festen 


algebraischen Zahlkérper M von m-tem Grade. 
Da nun Cy = Gx@; + Gig@e+- ... + Gyg@, mit ganzrationalen g,, ist, 
ist jede der Zahlen a eine algebraische Zahl in M. Nach (7) ist auch 5, 
eine algebraische Zahl in M fiir jedes n. Ergibt sich nun andererseits, dab b,, — 
sofern es von Null verschieden ist — fiir groBe n keine algebraische Zahl in M 
sein kann, so entsteht ein Widerspruch zu unserer Annahme, daB die Zahlen 
a*1,a°2,...,a%= alle algebraisch sind. 
Wir haben also zu zeigen, daB die Zahlen 
b, —_ 7 = ’ 
a 
k=0 
die, wie wir oben sahen, fiir unendlich viele n von Null verschieden sind und 
mit wachsendem n héchstens die GréBenordnung n-*+°™ haben, nicht 


simtlich Zahlen des algebraischen Zahlkérpers M sein kénnen. 
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§ 3. 
Abschitzungen, die zur Bestimmung einer Zahl H.,, fiihren. 
1. Ist 5, eine algebraische Zahl in M, so gibt es ganze, von Null ver- 
schiedene Zahlen in M, deren Produkt mit 6, eine ganze algebraische Zah] 


in M ist. Wir wollen eine solche Zahl H,, deren Norm nicht allzu groB ist, 
bestimmen. 





H,,b, ist sicher ganz, wenn H,— a“ fiir k= 0,1,..., m ganz ist. 
hd 


Setzen wir die Zahl H,, aus zwei ganzen Faktoren zusammen, derart, daB der 
erste Faktor durch die ganzen Zahlen 2», 7,,...,2,, der zweite Faktor 
durch den Hauptnenner der Zahlen a*, a‘, ..., a-n teilbar ist, dann hat 
ihr Produkt H,, sicher die geforderte Eigenschaft. 


2. Der erste Faktor ist ein gemeinschaftliches Vielfaches der Zahlen 
Mo. 7%, - ++, %_. Er mu8 also durch die héchsten, als Teiler dieser Zahlen vor- 
kommenden Primidealpotenzen teilbar sein. Da 


ist, werden wir bestimmen, wie viele der Zahlen ¢,—¢, durch eine Prim- 
idealpotenz p" teilbar sind. Die Anzahl dieser Zahlen bezeichnen wir mit 
B,(p"); allgemein sei B,(a) die Anzahl der Zahlen ¢,—¢, (k+1, k fest, 
1 = 0,1,...,m), welche im Ideal a enthalten sind. 

B,(p") ist nur fiir endlich viele A von Null verschieden. > B,(p“) ist 

h=1 

also eine endliche Summe. Sie ist der Exponent der héchsten Potenz von p, 
die in (z,) aufgeht. Es kommt demnach darauf an, die Zahlen B,(p"), all- 
gemeiner B,(a), abzuschitzen. Dazu betrachten wir das Gitter der ganzen 
Zahlen von K, das wir in §1 eingefiihrt haben. Wir werden untersuchen, 
wie sich die Zahlen ¢, —-¢, und wie sich die Zahlen eines ganzen Ideals a 
in diesem Gitter verteilen. Daraus wird sich dann eine geeignete Abschitzung 
von B,(a) ergeben. 

Die Gitterpunkte, die im Innern des Wiirfels W (C,,) (s. § 1) liegen, haben 
Nummern, welche kleiner als n sind. (5,¢,,...,¢, stellen also alle Gitter- 
punkte dar, die im Innern von W(C,) liegen, und noch einige Randpunkte 
von W(¢,) dazu. Wir spiegeln am Nullpunkt: 


~_-——s, (h = 1,2,..., 8). 


Cu Sy +S, gehen dabei in —f,, —{,, ..., —¢, tiber, wahrend W(C,,) 
ungeandert bleibt. Der Wiirfel W,, den ich erhalte, wenn ich W(C,,) parall+! 
verschiebe, so daB sein Mittelpunkt nach ¢, fallt: 


pth) 
Y=at+e, 
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enthalt also genau die Gitterpunkte ¢, — ¢, (k fest, 1 = 0,1,..., n), eventuell 
bis auf einige Randpunkte. 


3. Jede Zahl « eines ganzen Ideals a la8t sich in der Form 
H = Gy XH + Jote +... + Gute (g, ganzrational) 


darstellen, wenn «,, %,...,a@, eine Basis des Ideals a ist. Daher bilden die 
Gitterpunkte, welche Zahlen aus a entsprechen, ein Untergitter des Gitters 
aller ganzen Zahlen, nimlich das von den Vektoren zu a, a, . . ., %, erzeugte. 
B,(a) + 1 (die Zahl ¢,—¢, = 0, die in jedem Ideal liegt, wird hier mit- 
gezihlt!) ist also gleich der Anzahl der Punkte des Gitters von a, die in oder 
auf W, liegen, bis auf einige Randpunkte von W,. 

4. Wir betrachten das Gitter des Ideals a. Verschieben wir das von den 
Vektoren zU 0, %,...,%, aufgespannte s-dimensionale Parallelepiped®) 
parallel derart, daB der Eckpunkt desselben, der im Nullpunkt lag, alle 
Punkte des Gitters von a durchliuft, so wird der ganze s-dimensionale Raum 
liickenlos und einfach ausgefiillt, d.h. kein s-dimensionaler Bereich wird 
mehrfach iiberdeckt. Nun sei ein Raumkérper R gegeben, der aus einer Anzahl 
dieser Parallelepipede besteht. Wir zihlen jeden Gitterpunkt dieses Kérpers R 


so oft mit dem Gewicht = wie er Eckpunkt eines Parallelepipeds des 


K6rpers ist. Dann erhalten wir als Summe aller dieser Wertigkeiten genau 
die Anzahl A aller Parallelepipede des Kérpers, da jedes solche 2* Ecken 
hat. Die Gitterpunkte, die ganz im Innern des Kérpers R liegen, erhalten 
die Wertigkeit 1. Ihre Anzahl J ist also héchstens gleich A, wahrend die 
Anzahl aller zum Kérper gehérenden Eckpunkte, £, mindestens gleich A ist: 
(9) I<ASE. 

Wir wenden das an: 

Der Kérper U bestehe aus allen Parallelepipeden des Gitters, die mit 
dem Quader Q, definiert durch die Ungleichungen u, < 2% < % (h = 1,..., 8), 
mindestens einen Punkt gemeinsam haben. Dann sind alle Gitterpunkte, 
die in oder auf Q liegen, innere Punkte von U; ihre Anzahl B ist also nach (9) 
héchstens gleich der Anzahl A, der Parallelepipede von U: 


(10) A,>B. 


Die Anzahl B’ der Gitterpunkte, die ganz im Innern von Q liegen, ist nach (9) 
mindestens gleich der Anzahl A, aller Parallelepipede des Gitters, die ganz 


6) Wir nennen den Bereich, welcher aus 98 (4) durch die Transformation: 


& 
Vy = 2 te (x, + 4) 
=1 


hervorgeht, das von den Vektoren v, = (a,,,...,@,,) aufgespannte Parallelepiped. 
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in Q enthalten sind und den Kérper V bilden mégen. Also ist 
(11) B’ > A,. 

Der gréBte Durchmesser (Maximum der Entfernung zweier Punkte) 
des ZU a, %, ...,a, gehdérenden Parallelepipeds sei dg. Da jeder Punkt 
von U in einem Parallelepiped liegt, das auch mindestens einen Punkt von Q 
enthalt, l4Bt sich U in einen s-dimensionalen Quader mit den Kanten 
v, — U, + 2d, einschlieBen. Der Inhalt von U ist also héchstens gleich 


IT (e»—% + 2d,). Jeder Punkt von Q, der nicht zu V gehért, liegt in 


h=1 

einem Parallelepiped, das Randpunkte von Q enthilt. V enthialt also einen 
Quader mit den Kanten v, — u, — 2 dg, wenn v, —u, > 2d, (h = 1,..., 8) 
ist. Daher ist in diesem Falle der Inhalt von V mindestens 7 (v, — tu, — 2d,). 


A=1 
Der Inhalt des Parallelepipeds zu «,, a»,...,«, ist, wie wir gleich beweisen 


werden, Na-¥{|DI. Es ist daher: 


[I (v% — % + 2d.) > A, -Na- VDI, 


h=1 

IT (e% —%,— 2d.) S A,-Na-V|D| (uy —% > 2d,). 
h=1 

Das ergibt zusammen mit (10) und (11) 


TT (, —u, + 2d,) 
(12) Se ee Bare. 
Na. 


— —_ v1, — uy > 2d 
> 7aNG (o, — u > 2d.) 


Oo 


sonst. 
Setzen wir fiir Q den Wiirfel W,, so erhalten wir 


(2q,, + 2d,)° { (2q,, —2d,)* 


(13) Le > B > Ble) +1 > I >t — 
Pe cr a re 


do 


NaVibl In = 
0 In SS Aa. 

Der Inhalt des zu a, a, . . ., %,.gehérigen Parallelepipeds ist der absolute 
Betrag der Determinante der Koordinaten der Zahlen a, a, ..., a»: 
| z,(%,)||. Die Determinante der Transformation, die durch (1) fiir ¢ = a, 
gegeben ist, hat den Wert i72. Der Inhalt des Parallelepipeds zu «,, a, . . ., % 
ist daher wirklich 

[| 2x (au) || = ||oe|] = Na- V|Dj. 

5. Um (13) verwerten zu kénnen, brauchen wir eine Abschitzung des 
Durchmessers d,. Wir werden zeigen, da8 wir die Basis des Ideals a so wihlen 
kénnen, daB d, nicht zu groB ist. 
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Da || 2, («:)|| = Na ¥|D| ist, sind die Ungleichungen 


|2(B)| = Ya 21 (aa) + Yo (a) + --- + Yor (0)| << VNa- VID) 
fir | = 1,2,...,8 sicher lésbar in ganzen rationalen Zahlen y,, yo, . . ., Ys, 
die nicht alle Null sind (Satz von Minkowski iiber lineare Ungleichungen). 


B = y,% +--+ + y,&, ist also eine von Null verschiedene Zah] des Ideals a, 
fiir deren Koordinaten gilt: 


(14) |2,(B)| << VNa- yj (t= 1, 2,..., 8). 

Wir betrachten nun das Parallelepiped Q), das von den Vektoren der 
s Zahlen 

B, = B- a, Bs = B-@g, «++ B, = B-o, 

aufgespannt wird. Von den Punkten dieses Parallelepipeds werden nur die 
Ecken durch die Form 4g, f; + g, 62+ ...+ 9, 8, dargestellt. Ist also 
B,, Bo, . . »» By keine Basis von a, so werden nicht alle Zahlen des Ideals durch 
diese Form dargestellt und es enthilt daher Q, auBer seinen Ecken noch 
weitere Zahlen des Ideals a. Es sei « eine solche Zahl. Sie ist von gewissen 
der Zahlen f,, 2, . . ., 8, linear abhangig. Wir ersetzen dann eine der Zahlen f,, 
von denen « linear abhingig ist, durch «. Entweder ist das so entstandene 
neue System von s linear unabhingigen Zahlen eine Basis oder das von den 
entsprechenden Vektoren aufgespannte Parallelepiped Q, enthalt auSer seinen 
Ecken noch Punkte von a. Wir ersetzen dann wie oben und wenden das Ver- 
fahren so oft an, bis wir ein System erhalten, das eine Basis von a darstellt. 
Wir bezeichnen es mit x, a%»,...,%,. Da in Q) nur endlich viele Punkte « 
des Ideals a liegen und jeweils Q,,, ein Teil von Q, ist, also weniger Punkte « 
enthalt als dieses, fiihren endlich viele Schritte zum Ziel. 

Es ist: 
x, (fh - a.) = 2,(B) 2, (@,) (i = 1, 2, ..., %), 
£,(B-@p,) = 2, (B) (Wp) — M4 0.(B) Tse (Me) (= 4+1,...,% +19), 
2, (B+ wn) = %—+,(B) 2 (@,) + 2,(8) m--,(@x) (L= 1+ +1,.-+ 8). 
Daraus ergibt sich, wenn c; das Maximum der Zahlen | z,(m,)| (h, 1=1, 2, ..., 8) 
ist, nach (14) 


a A 

| 2,(Bn)| = | 21(B- @a)| S 2-5 V|D| Va. 
Der gréBte Durchmesser d, von Q, ist sicher kleiner als die Summe der Langen 
der Vektoren zu f,, Bo, .. ., B,, welche Q, erzeugen. Die Linge L, des Vektors 


zu B, ist aber 
iL, = yz x} (Br) < 2+ es V's yD) -VNa. 
= 


dy <0-20,- Ve-ViD|- Va = c- Ya. 


Mathematische Annalen. 108. 


Deshalb ist 











66 K. Boehie. 


Da aber Q, das Parallelepiped zu a, a». . . ., x, enthilt, ist: 


deaxdy, da <cy:VNa. 
6. Wir kénnen die Ungleichung (13) jetzt schreiben: 


& 
| (24, —2e0 Vay 
NaJiD\ 


& 
(2¢, + 2c.) Na)’ 


Na-V\D| 


In =, VNa 


, In Se V Na. 


(15) 





> B,(a)+1> 


Anwendung: 
Ist a das Ideal aller ganzen Zahlen, das Einheitsideal 0, so ist wegen 
B,(0) = » und No=1 
(24, + 2c)" a+1 (24, — 2¢6)' 
V|Dj a ViD| 


wenn q, => Cg, ist, was wir voraussetzen wollen. Daraus folgt 


IV 
IV 





2qu + 24 > Vin + 1) VD| S24, — 2ey, 
29g, = ViD| yn +-1+ 0(1), 


und weil lim (Vn+1 — Yn) = 0 ist, 
28 & 8 
(16) 29, = ¥|D| Yn + O(1) < 2c, Yn, 
womit Ungleichung (2) in § 1 (natiirlich unabhingig von ihren bisherigen An- 
wendungen) bewiesen ist. 


§ 4. 
Die beiden Faktoren von H,,. 

1. Die Abschitzung von B,(a) in (15) ist von k unabhiingig, die Prim- 
idealzerlegungen der einzelnen Hauptideale (z,) sind also nicht sehr ver- 
schieden. Wir kénnen daher ein Ideal 6 von nicht zu groBer Norm angeben, 
so daB b(z,) ein gemeinschaftliches Vielfaches von (2,), (7),... ., (2) ist. 
Eine geeignete Zahl aus diesem Ideal liefert uns den ersten Faktor von H,,. 

Von (15) subtrahieren wir dieselbe Ungleichung fiir k = 0. Dabei sind 
zwei Falle méglich: 


I. qn > VNa. 
Dann erhalten wir: 


(24, + 2cy Vay’ — (2q,—2¢y Va)" 
NB | Boe) — Boo. 
a y|D} 





Transzendenz von Potenzen mit algebraischen Exponenten. 67 
Da fir a>b>0 
at —b* = (a —b) (a*-1 + a*-*6+4+...4+0-") Ss (a@—b)-s-a*- 
ist, ergibt sich: 


” & a a 
(2g, + 2c, VNa)* —(2q,—2cgVNa)’ — 4c, Na-s-(2q, + 2cg Na)" 























Na-J)\|D| Na-V{D| 
#—1 
P s2 \e-1 42 s—1 2 
Si (— + 34) <a(=*) <% -(¥3) > 
| \Vwa Wa 
weil ja wegen 7, > ¢, VNa die Ungleichung |—°"-| > 2cg gilt. Es ist also 
ja wegen q — gi 
VNa 
#—1 


Il. gn < ¢ VNa. 


Dann erhalten wir, weil 


24, + 2¢,VNax4e,VNa 
ist, und dadurch (15) in 


6 
(4c, ) Na)" - (4¢,)° 
Na-ViDi ss VDI 





iibergeht, 





|B, (a) — By(a)|S 
In jedem Falle gilt daher 


| By (a) — By(a)| See (yz) © +% 
Nun ist 
N (fx — ¢,) = ce — ¢{”) (k, ¢ = 0, 1, ..., ®) 
= 
und nach (4) 
te? — ot? | < lek? | + (er? | S 2a. 
Daraus folgt 
IN (Ce — o:)| S (24a) S (2e, Vn" = eg. 
Damit B,(a) +0 ist, mu8 das Ideal a mindestens eine der Zahlen ¢, —¢, 
(l+k, 1 =0,1,...,) enthalten, es muB also sein: 
Na\|N (, — ¢,), 
und daher, weil die Normen ganze rationale Zahlen sind, 
Nas |N(, —o)| S “10. 
5* 
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Es ist also 
” 1 
. 





(17) |B, (a) — By(a)| Sen (375) 


2. Nun sei a = p*. Wir summieren iiber alle A und erhalten: 


LY Be — 3" Bip| < 36 (yen) | 


A=1 h=1 


Da wegen Np > 2 


s—1 


eo s—1 #—1 ao = s— 








3S ea(sts) © =en(se) SO?" Seu(ay) Ye 
— h=0 =, 
ist, ergibt sich 
~~ is mae 
| D” Be(p") Ae , 4 B, (p")| < ty (x5) Jt 
h=1 hus} 


Die Zahlen B, sind ganzrational, also gilt auch 








(18) LY Be - > 5, ("| < [em (¥5) * J: 
h=1 = 

Daraus folgt: 

(19) Bs Bw < By ( [er2 (x5) |. 
h=1 h=1 

3. Es sei nun 4 
(20) b = 17 pl (is) ee 
> 


(Das Produkt ist endlich, denn nur fiir endlich viele p ist 


#—1 


[ers (75) " | + 0. 





Nach (19) ist dann 


(tq) |b + (2%); 
a, |Nb- 2p. 
Wir setzen daher den ersten Faktor von H, gleich 
Yn = NDb- 2. 
4. Den zweiten Faktor von H,, erhalten wir folgendermaBen: 


Wenn a”, a”, ...,a% algebraisch sind, lassen sie sich als Quotienten 
teilerfremder ganzer Zahlen darstellen. 7 sei nun in M gelegen, durch alle 


also 
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diese Zahlen (die Zihler und Nenner von a”, a”, ..., a°*) teilbar und von 
Null verschieden. Es ist 


(21) Ce = Je1%1 + Grae + --- + Gees (9x; ganzrational). 
E|%al . 
out -a™ ist daher ganzalgebraisch. Wir miissen deshalb > | 9,, | 
A= 
abschitzen : 


Durchlaiuft der Punkt mit den Koordinaten 
En _ Y; Zp (@,) + Ye Tn (Mg) i ere + Y.Xp,(@,) (h _ 1, 2, es | 8) 
den Wiirfel W (s. §1) mit der Kantenlinge 29, so ist, wenn F(g) das 


. 
Maximum von » |y,! ist, natiirlich 
A=1 


2 \ya| SF (Q). 
= 1 
Transformieren wir: 

é, = q 7 &, 
also 

Yr = 7° Ya; 


» iwi =F 0), 
h=1 


denn W geht in den Wiirfel mit ¢ = 1 iiber. Fiir alle Zahlen des Wiirfels W 
mit der Kante 2 gilt also 


Zvi SPO ¢- 


so ist 


Danach gilt fiir die Zahlen f,, ¢,,...,2n 
(22) 2 |geal SFG SFC) Vn = cyVn. 


Da ¢3 ¥n <n ist, wenn n nicht zu klein ist, wird 7"-a* fir k< n und 
hinreichend groBes n stets ganzalgebraisch. Wir setzen also 
H, = Yam". 
Um die GréBenordnung der Norm von H,6, im Zahlkérper M bestimmen 
zu kénnen, miissen wir H, und die Konjugierten von H,, abschatzen. 


§ 5. 
Abschiitzung der Zahl H,, und der Konjugierten von H,,},,. 


1. Um die Zahl H,, abzuschitzen, geniigt es zu sehen, wie groB der erste 
Faktor y, derselben ist, da 7 von n nicht abhingt. Es ist y, = Nb- 2); 
wir werden daher Nb und 2, abschatzen. 
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2. Bilden wir die Norm von (20), so ergibt sich 


@=} 





n 


Nb we Wi npl' Gis) peek eon, 
wenn wir : 


=} 
S, = » [en ( We) * ileg Ie 


setzen. Wir werden zeigen: s. = O(n). Die Summe S, wird iiber alle Prim- 
ideale p erstreckt, fiir welche der Summand nicht Null, also 


s—1 








und daher 
ist. Es sei 


Dann ist sicher 
e—1 


28) <= J) oul) “slog No— oun? SY Mee 








NPDStyy-n NPDScyyn (Np) #— 
Wir setzen 
f(t) =)" log Np und *— =. 
Np=k 
Dann ist 
C14” 
—yY log N k) 
(4) 2= Y SP- pO 
NpDScyg-n (4p) k=2 
Cy44n—1 


= 2 \( G-ay) » fo} + = 2 10. 


a 
Wir wollen 5 /(l) abschitzen. p bedeute stets eine Primzahl. Da fiir die 


i=? 


Primideale p mit Np <k sicher gilt: p|p=k und da Y logNp<s-logp 
ist, so = sich: sal 


Z10=E z bg Nes = log Np Ss: = 08 P- 
—a Pipk 
Aus 


(11, 2\ln-Cs) oe IT pss) 32" 
a§=paght 


ght =paght+l 


iat 


weil 


gh+1 


)s ‘ee = (1+ 1)"** = 2”** ist (h = 1, 2,...). 


k 


C 


ll 
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Es ist also 


e< **? 


pct h=0 
und daher 
I 
» log ps J 2: log 2< 2! +!- log 2. 
pe?! h=1 
Nun sei 
,;_ flogk 
* le 31 +1, 


also 2)-' = k< 2! und 2'+1< 4k, dann ist 
x log ps x log p< 4k- log 2, 
Pst p<2! 
und wenn ¢,, = 48: log 2 ist, 
k 

LSfYOss-F log psas-k. 

i=3 Pst 
Wenden wir das auf (24) an, so erhalten wir: 


C14"n—1 





t l 1 Cin * Cy M 
P - -— yp «om conn SO -k 15 14 
. = 2 F: (k+ iy) er (cy4-m)' 
ot Vv ae 1 
= ¢ — — Cy5 (C44 ”)'—! 
"2 (= epi? + pay TMs a”) 


Cig n—t , me 
a6, Pte DS wl we (& ol 
15 + Crs = k+l) = 15 7 + O(1) 
(cy,n)'~* 


TT ee + O(1) = O(n'—*). 


s—l 





Wegen t = ergibt das, in (23) eingesetzt: S, = O(n) und damit 


(25) Nb = e?™, 


3. Nach (4) und (2) ist |0,/<9,<¢,¥n (k=0,1,...,) und 
nach (7) 


< (4 Vn)" = ult gO (n), 


n 


imal =| Je 


i=1 | 





Mit (25) zusammen ergibt das 
(26) lY¥a| = NbB-|m| Sn 9. 


4. Um Abschitzungen der Konjugierten von H,b, im Zahlkérper M 


zu erhalten, gehen wir auf (7) zuriick: 


— Sarat Nb 2. 
(27) H, b, = a wat Nb = 


k=0 
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Diese Gleichung gilt fiir alle Konjugierten in M. Die Konjugierten von 7" 
und a™ sind leicht nach oben abzuschitzen. Ist namlich 


Cyg = max |7/| (A = 1, 2, ..., m) 
und 


Cy = max (|(a"*)”}, |(a~ *)|) (k= 1,....m;k = 1, ..., 8), 

so gilt wegen (21) und (22) fiir jede Konjugierte von 7"a"* 
(28) lenn a)” | < of, cf — 9 =k = 0, 1,..., n). 
Es verbleibt noch die Abschitzung der Konjugierten von 2,/2, nach 
oben. Wir betrachten die g-te Konjugierte. Es sei k < n fest. i und / sollen 


die Zahlen 0,1,..., durchlaufen. Wir wollen jedem der n Faktoren von 
le (Ce — 1) 
ere 


s—1 
bis auf O(n } derselben einen absolut genommen kleineren Faktor von 
% = (— ¢) 
zuordnen. Es sei d= d, der gréBte Durchmesser des von a, wy, . . ., @, 
aufgespannten Parallelepipeds, g, > 9d-+ 4 und 6 eine feste Zahl 5 > 2d. 
Wir unterscheiden zwei Fille: 
1. Fall. g<r,. K® ist ein reeller Kérper. In dem Bereich S,: 
0< |x| <q, (A = 1,...,8) 
|a,|< ud+2d 
liegen nach (12) mindestens 
N. = (2g, —4d)*—* 
| D| 
Gitterpunkte, wihrend in dem Bereich 7’: 
6+4d< |z,|<(u+1)64+2d 
| tn — 2a(Cx)| < 9, — 3d, = 1,...,8) 
nach (12) héchstens N,, Gitterpunkte enthalten sind. Es ist also stets méglich, 
jedem Gitterpunkt aus 7’, eineindeutig einen Gitterpunkt aus S, zuzuordnen. 
Das fihren wir auf irgendeine bestimmte Weise fiir wu = 1 aus, dann in 
einem zweiten Schritt fiir u = 2, wobei wir die im ersten Schritt getroffenen 
Zuordnungen ungeandert lassen; allgemein in einem u-ten Schritt, wobei die 
Zuordnungen der friiheren Schritte ungeandert iibernommen werden. Neu 
zugeordnet werden also im w-ten Schritt nur Gitterpunkte aus T, fiir 
die |z,| >ud-+ 2d gilt, wahrend die ihnen zugeordneten Punkte aus S, 
|z,|<ud+2d haben. In 7, liegen nur Gitterpunkte, die Faktoren 
Ce —¢, von 2, entsprechen, wihrend in S, nur Faktoren ¢,; von 2, enthalten 


-2-min (ud, g, — 2d) 














Transzendenz von Potenzen mit algebraischen Exponenten. 73 


sind. Da die Koordinate z, eines Gitterpunktes gleich der g-ten Konjugierten 
der zugehérigen Zahl ist, sind n’ Faktoren von x, absolut genommen kleinere 
Faktoren von 2, zugeordnet; n’ ist dabei die Anzahl der Gitterpunkte mit 
|z,| =>6+4d und |z,—2% (C,)| SS 9,—3d, h=1,...,8. Nach (12) 
und (16) ist die Anzahl n—n’ der nicht zugeordneten Faktoren von 2, 


(2¢ —s¢eyP~* #—1 
—*_——— - 2(¢, — (6 + 4d) — 5d) =O s }, 
VD) (9 (6 + 4d) ) (n 


2. Fall. g>+1,. K® ist ein imaginirer Kérper. Es sei 9 die Nummer 
des dazu konjugiertkomplexen Kérpers. In dem Bereich S,,: 
0< |x| < qn (A =1,...,8) 
0< |z,|<ud+ 2d 
0< |2;|< d+ 2d 


n—n on— 


liegen mindestens 
(2q, —4d)*~* 


Ny. = 4: min (ud, g, — 2d).min (vd, g, — 2d) WW 


Gitterpunkte, wahrend der Bereich 7,,: 
|, — 2 (0x)| S 9, — 3d (A =1,..., 8) 

6+4d<|2,|\S (u+1)6+2d 

6+4d< || (¥+1)6+4+ 2d 
héchstens N,, Gitterpunkte enthalten kann. Es ist daher stets méglich, 
jedem Gitterpunkt aus T,, eineindeutig einen Gitterpunkt aus S,, zuzu- 
ordnen. Das fiihren wir auf irgendeine bestimmte Weise fiir u = 1, v = 1 
durch, dann fiir uw = 1, v = 2 unter Beibehaltung der im ersten Schritt ge- 
troffenen Zuordnungen; allgemein fiir « = 1 und v im Schritt (1, v), stets ohne 
vorher schon getroffene Zuordnungen abzuindern. Analog dann fiir u = 2, 
v=1,2,..., w=3,4,... Im Schritte (u,v) werden also nur Gitter- 
punkte aus 7,,, fiir die |z,| > ud + 2d und |2;| > vd + 2d gilt, Gitter- 
punkten aus S,,, zugeordnet, fiir die ja |z,| < ud + 2d und |z;|< vd+ 2d 
statthat. 

In 7,, liegen nur Gitterpunkte, die Faktoren ¢, — ¢, von 7, entsprechen, 
wahrend die Gitterpunkte aus S,, zu den Faktoren ¢, von a, gehéren. Wir 
haben also, wenn wir die Zuordnung auf die zugehérigen Zahlen tibertragen, 
n” Faktoren von 2, je einen Faktor von 2, zugeordnet, dessen Real- und 
Imaginarteil absolut genommen kleiner ist, der also auch kleineren absoluten 
Betrag hat als der entsprechende Faktor von 2,; ’” ist dabei die Anzahl der 
Gitterpunkte mit |z,| > 4+ 4d, |z;|>4+4d, |x, —xm(C.)|S¢9,—34d, 
h=1,...,8. Nach (12) und (16) ist dabei die Anzahi n —n” der nicht zu- 
geordneten Faktoren von 2, 
(2¢,—8d)*—* 


ToT — #(tn— (0 + 4a) —5ayt = O(n * ) 


n—n" on — 
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Nach (4) ist 


- hy (h) ‘ 
Ri (ee? —or"| S (29,)'-*. 
=1 
hay 
Da ¢,—¢, ganz ist, gilt fir k+1 |N(C,—€,)| 1, also 


S (2q,)"-? 





1 
+9) +49) 
SE >I 





und 


te | Sm (200 


oe 51 























Es ist daher 
I] 'F , 
zugeord. .—-o,)/=”’ 
#—1 
II ce PP egy 
nicht zugeord. |¢,—¢ Ss (9n (2 Gn) 1) fe 
so dab 
| 2% | = 
(29) |x, — ef (n log m) — g0(n) 
i 
ist. 


Aus (26) und (8) folgt 


|Haba| = |yel In*|-|oal se * 
Aus (25), (27), (28) und (29) folgt fiir die Konjugierten von H,6,: 
|(H, b,)™| < (n+ 1)- 29M. em = 9M (h = 1, 2,..., m). 
Daher gilt fiir die Norm von H,}, in M: 


1 a log n+ O(n) 


1 
-n log n + O(n) 


\N (Hnb,)| Se * 
Ist n hinreichend groB und 6, + 0, so ist 0 << |N(H,6,)| < 1, was der Gaanz- 
zahligkeit von H,,b, widerspricht. Aus diesem Widerspruch folgt, daB die 
Zahlen 6,, nicht simtlich Zahlen des algebraischen Zahlkérpers M sein kénnen, 
und daraus nach §2 unser Satz. 


(Eingegangen am 14. 5. 1932.) 





Jber die Koeffizientensummen einiger Modulformen. 


Von 
Arnold Walfisz in Radosé (Polen). 


t bezeichne eine komplexe Veranderliche mit positivem Imaginirteil 
(die aber keiner weiteren Einschrankung unterliegt). 


2nint 


(1) F(t) = Dene * 


a=1 





nit 
sei die Potenzreihenentwicklung nache * einer beliebigen ganzen Modul- 
form F (tr) der Dimension — k <= — 2 und der Stufe N, die in allen 
rationalen Spitzen ihres Fundamentalbereiches verschwindet; 
(2) C(z) = Ye, ') 
bedeute die zugehérige summatorische Funktion. 
Wie E. Hecke in einer grundlegenden Arbeit nachgewiesen hat *), gilt 


k 
C(z) =O (28 log =). 
Diese Abschaitzung werde ich im folgenden zu 
x 
(3) O(2) = 0 (a) 


und, mit Hilfe eines Kloostermanschen Satzes, zu 


ee 
(4) C (2) — oz 24 ) 
(e > 0 beliebig) verschirfen. 
Sodann zeige ich, daB mit einem geeigneten A = A(F) > 0 


z 1 
(5) [[C(u)tdu = Ax” * +40 (at log? 2) 


0 


1) Falls die unteren Summationsgrenzen nicht ausdriicklich angegeben werden, 
sind sie stets Eins. 

2) E. Hecke ,,Theorie der Eisensteinschen Reihen héherer Stufe und ihre An- 
wendung auf Funktionentheorie und Arithmetik‘‘ [Abhandlungen aus dem Mathe- 
matischen Seminar der Hamburgischen Universitat 5 (1927), S. 199-224]. Im folgenden 
kurz mit Hecke zitiert. 
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ist, woraus insbesondere 
i 
C(z) = a(23~ 4) 
folgt. 

Fiir (3) und (4) benutze ich eine Landausche Methode %); fiir (5) eben- 
falls eine Landausche Methode *), die ich vor einigen Jahren leicht ab- 
geandert habe 5). Beide Verfahren sind jetzt durch die Landauschen ,,Vor- 
lesungen iiber Zahlentheorie‘ *) bequem zuginglich. 

Den Spezialfall k = 2 von (3) habe ich kiirzlich behandelt, um ihn 
auf die Gitterpunkttheorie vierdimensionaler Ellipsoide anzuwenden ”). 

Mit K bezeichne ich unterschiedslos positive Zahlen, die nur von F 
bzw. von F und ¢ (wenn ¢ in der Behauptung vorkommt) abhangen diirfen; 
mit B unterschiedslos komplexe Zahlen, fir die |B] < K ist. Bei allen 
z-Abschatzungen wird stillschweigend z > K angenommen. 

Die fetten Zahlen geben Nummern von Formeln an, die an den be- 
treffenden Stellen benutzt werden, sind also als Hinweise zu verstehen. 

Ich beweise zunichst (3) und (4) [§ 1], sodann (5) [§ 2]. 


§ 1. 
Da F(t) Modulform — k-ter Dimension und N-ter Stufe ist, so laBt 


2% 
sich t* F (r) in eine Potenzreihe nach e ** ohne konstantes Glied ent- 
wickeln : 


co min 
(6) eF(r) = Jb,e **. 
n=1 
Ferner gilt (Hecke, 8S. 221) 
‘ 
(7) F(t) = Bu ? (tx = u+ vi). 


Ich verstehe von jetzt ab unter F(r) irgendeine Funktion mit (1), 
(6) und (7), also nicht unbedingt eine Modulform. 

Wegen 

k k b l ; at 
tt F(t) = Biu?+0%)*v *= Bu’ ? (—; = w'+0'i) (7) 

%) E. Landau ,,Zur analytischen Zahlentheorie der definiten quadratischen 
Formen. (Uber die Gitterpunkte in einem mehrdimensionalen Ellipsoid.) (Berliner 
Akademieberichte 1915, S. 458—476]. 

*) E. Landau ,,Uber die Gitterpunkte in einem Kreise. Vierte Mitteilung“ 
[Géttinger Nachrichten 1923, 8. 58—65]. 

5) A. Walfisz ,,Teilerprobleme“ [Mathematische Zeitschrift 26 (1927), S. 66—88]. 

*) 1927 im Verlage von 8. Hirzel (Leipzig) erschienen, im folgenden kurz ,,Vor- 
lesungen“ genannt. 

") A. Walfisz ,,Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. Vierte 
Abhandlung* [Mathematische Zeitechrift 85 (1932), S. 212—229]. 
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und (6) ist (Hecke, 8.220 und 8. 223) 
i 


(8) b,, = Bn’, 

k+1 
(9) Ss \6,.| = Bez *, 
(10) Z |b.) = Bat. 


Hilfssatz 1: Es gilt die absolut konvergente Reihendarstellung 





&k+3 @& — 
: +’ pf N\8 —y ob 4ny 
(i) tS e(e—nyp = (—i'(2) a ® DY 8. eas (He V2), 
n=z n=1 2 
n 


in der J, die Besselsche Funktion erster Art bedeutet *). 

Beweis: Die Reihe (11) konvergiert wegen (8) absolut. Ich fiihre 
die neue Verinderliche s = 6 + ¢% durch 
(12) aay me 
ein, so daB also s ein beliebiger Punkt der Halbebene o > 0 sein darf, 
und setze 


(13) F(t) = H(s)= Scye-™  — (1, 12). 
n=l 





Nach einem klassischen Satze aus der Theorie Dirichletscher Reihen °) gilt 
dann 
1+? 


(14) D> eale—np = | Sends. 


6 ya 2 s* 
n=z 





221 . 
1—ioe 


Setzt man in (14) fiir H (s) 
ts~ Sy, -%e 
(7a) > d0 * (6, 12, 13) 
n=1 
ein und integriert sodann gliedweise, so folgt 
l+t2 
‘ ly _ (2nt 1 7, — a, o& 
(15) C,(z—n)® = (=) = = be ™ arate 


6 soe! i m 
n =z - 








(16) (22) v, re oR 





8) Eine dhnliche Reihenentwicklung, aber von viel feinerer Bauart, hat J. R. Wilton 
fiir die Modulform — 12-ter Dimension 


gintit I (Ql — gatas 
ne=1 
nachgewiesen: ,,A note on Ramanujan’s arithmetical function t(n)‘‘ [Proceedings of 
the Cambridge Philosophical Society 25 (1929), S. 121—129], S. 122 (3. 1). 
*) G. H. Hardy und Marcel Riesz ,,The general theory of Dirichlet’s series“ 
(Cambridge 1915), Theorem 39. 








A. Walfisz. 





Um den Ubergang von (15) zu (16) zu rechtfertigen, beachte man, daB 


= 4z2n 4 472n 











» Ft Dig | Re eee Zz lb,|e S?aQ+® 
—_ gt +4 " wr 
n=1 i (+f)? a=1 
~ k 422n 
zx I — -. 
= B— _— > nie N2a+e) (8) 
awn 
z Pics 422 = oer - 
= B : (1—e N2a+@))~ 3 << a 
F +2 \ ) 1+? 
(1+)? 
Nach N. Sonine ) gilt fiir positive y, m, a 
g po y 
1+ic . y2 a 
weit 3 Bo 555 oon 
Im (y):= (2) Qni | é gm ti 
1—itic 
Mit 
4 — 
y= = Ynez, m=k+3, a=2z2 
ergibt dies 
1+toc o 
oq 4a-n 
Oe crags 22 /n k+3s ] 28— 5 de 
(17) Jess (SE ¥ma) = (B22)? sh, ( SE. 
1—io 


(11) folgt jetzt aus (16) und (17). 
Ist f(x) fiir 2 > 0 definiert, so setze ich zur Abkiirzung 
(18) A, f(z) = f(e2+32)—3f(z+22)4+3f(2+2)—f(z) (2 >0) 
(es ist A,f(x) die dritte Differenz von f(z) beim Fortschreiten um 2z). 
Hilfssatz 2: 


(19) A, Gj ox (2 —n)*) = Batet (0< zs 2). 


n=z 


Beweis: Fir 0 <z< 2, y > 0 ist nach E. Landau ") 


|4.(@* Jess (2x ¥ya))| <= Katty *Min(23, 2 y*). 





) N. Sonine ,,Recherches sur les fonctions cylindriques et le développement des 
fonctions continues en séries“ [Mathematische Annalen 16 (1880), 8. 1—-80], S. 25 (69). 
Vgl. auch N. Nielsen ,,Handbuch der Theorie der Cylinderfunktionen“ (Leipzig 1904), 
S. 126 (7). 

™) Vgl. die in FuBnote *) genannte Abhandlung, Formel (37) (in der k durch 2 k, 
e durch 3 ersetzt wurde, was nach dem Beweise dieser Formel zulassig ist). 
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Wendet man dies mit y = las an, so folgt, da in (11) die Differenzen- 


bildung gliedweise vorgenommen werden wee 





k+3 
‘A b,, — (42 
A, (¢ a (x - —n)*) = (— i ( 2 y ;4,(z 2 Jars (F Ynz)) 
& ace — 
&_i/ ry [On 3 |b, | 
-asi(e y 4 mk ly 
ans 5*% s>5a*" 
k 1 1 5 8 56 56 k 5 
= Ba? *(222422 22) = Barat (9). 


Beweis von (3): Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei z eine 
natiirliche Zahl. Aus (19), (18) und (2) folgt dann 
k 
- l 7 : 1 l 
Br? = 4, (3 Ps Cy (2—n)*) = om c, 4, P aa = aa © (2). 


Beweis von (4): Es sei loo zx. 


A, G> ¢,, (2 —n)*) = = 4, fawfavfo (u)du (2) 
ane w+z v+z ‘ . s k 
(20) = { dw f dv { C(ujdu= Beiz* (18, 19). 
z w v a 
(21) 6. = Bn? 8 _ 18) 
k 4 
C (u) j= FJo,=B F n? 8 (2, 20, 21) 


2<nsSw 2<nS=2+ 32 
a | fo oe 
(22) = Bz(x+ 32)? = Bsz* ° 


5 k z 


Bz? g? = 20 (a) + f dw f dv j (C(u)—C(z))du (20) 


~ 


ele 


(23) = 2C(z)+ Bax? * (22). 
k 1 1 k 
C(2) = B(za* "+2 *a!) (23) 
k 4 1 


as s 
= Br? % fiir z = zi, 13) 


12) H. D. Kloosterman ,,Asymptotische Formeln fir die Fourierkoeffizienten 
ganzer Modulformen“* [Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der Ham- 
burgischen Universitat 5 (1927), S. 3837—352]. Vgl. auch T. Estermann ,,Vereinfachter 
Beweis eines Satzes von Kloosterman‘ [ebenda 7 (1929), S. 82—98}. 

13) Falls man im Restexponenten von (20) $ durch } ersetzen darf (eine solche 
Verbesserung ist von H. Salié ,,Uber die Kloostermanschen Summen S (uw, v; q)“ 
[Mathematische Zeitschrift 34 (1931), S. 91—109], FuBnote *) angekiindigt worden), 
liefert der obige Beweis 


C(z) = o(.*-* 4. 
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§ 2. 
Hilfssatz 3: Es gilt die absolut —™ Rethendarstellung 


8 


k+1 


(24) Dn (z—n) = (—i' Xe wr ys’ Ps Je (GP ioe). 


oT 
2 





n=z i 
n 


Beweis: Bekanntlich ist?) 








k+38 es -S 
d (iz ff 3x - — 62." 
Te (® * Jess (Vez) = Het mess (F ma), 


d aon "J 42 Vag _ 22 ae +27 (2 a 
(oF dasa (S8¥R3)) = 382 Paes, (SVR): 
Differenziert man daher die Reihe (11) gliedweise, so kommt 
sss = 
l N\3 —— b,, 4x 
(25) 7) c,(2#—n)*? = (—i'() a * fy ee Ie+a(5 Vaz), 
FF 2 








und tut man es nochmal mit (25), so ergibt sich (24). Alles ist hierbei 
in Ordnung, weil die Reihen (25) und (24) nach (9) auf jeder Strecke 
0<4s2 y z_, absolut und gleichmaBig konvergieren. 

Ist {(z) fir z> 0 definiert, so bezeichne von jetzt ab (ohne daB 
ich darauf Rest Af(z) die Differenz f(x + 1) —f(z) 

Hilfssatz 4: Es sa n> v>—uz (also n> 0), 


z 1 
(26) Dy,» (x) _ fu"? Amb A el Vu di 
Dann ist 
(27) | D.. » (a) | <k-— - a Min (Vx, |r|), falls » > —y, 
28) | D ! +t sl Kita? Mi a 
( ) | um. «(2)— FER? be => ea In (zu alis u 


Beweis™): 1. Im Falle » > — yp ist 
1 ee 1 a 
- 2 Aedulu ZerV ut (ules 1 — giv Vu) (gir Yuta — ger Yu 


aa” ¥ (eu (Vera Vu) 1) (e” (Yu +1.— Vu) J) git tu — EW) pac 4 "Vu, 
wo 3 
G, (u) = ef eV + 1 — Vu) 1, Gy (ts) = ef Vu +1 — Ve) __1 (a) = wt + 1G, (u)G,(u) 
gesetzt ist. 





14) Vgl. z. B. ,,Vorlesungen“, Satz 511. 
5) Wortlich wie der von ,,Vorlesungen“, Satz 543. 





' 
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Daher ist 
Dz,»(2) = {We duroledu=— i” 53 | Oude toe 
Vu a+ 
—_ _2 (G(ayeu+ mle [ew eu+oKan) 
(u + v)t } ’ 


0 


Dos) Sz; (16) + [1 |aw ) 














bu 
' 2 (lo f ° 
(29) = 2 iG (u) du +|1@ (u)|du) <- 5 fle wiaw. 
Nun ist fiir u > 0 ‘ F , 
|G, (u)| <= 2, |G, (u)| < 2, 
IG l= Q\si w(Vu +1— yu) - ve rz 7 
, (4) | = 2|sin ; <p(Vu+ yu) = STi aVe = aye’ 
1@x(u)| Soy 
- 7 l l 7 Vu - re Vu uu 
G, (u) | > =| = > ee. 
) : Vu+1 ~ We @ Vu +1Vu a 
amiss, 
4u* 


|G (u) | = | (k+ 1) ukG, (u)G@,(u) + ut * 1G, (u)G@,(u) + ut + 1G, (u)G,(u) | 
(k + 1)ut 3a! oe! (u) | + ut +11 Gy (u)| + wk +2 L1G, (uw) |. 


4u? at 


Kui? (u|G,(u)| +] | 1G,(u))) 





TAN 


IA 





1 
(30) < Ku * Min(y, “~) = Kut—1y Min (Yu, | »|). 
u 
Nach (29) und (30) ist 
| ut 1 Min (Vu, | »|) du 


0 


| Du, » (x) | K 


IA 


lu 
utr 
{2 z 


{ ae 
< Kk —— Mi if! * du, |»|{ ut ae) 


\O 0 





1 
7 , / = fe Pa 3 ° po 
< kK Min (@ 2, |»|2*) = wi —, #* Min (Vz, | »}), 
wie in (27) behauptet wurde. 
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2. Fir u > 0 ist 
AeiuVe Ae iu Vu —_ (es (Ve +a — Vu) 1) (e iu (Yu +1 — Vu) _ J) 
a—)) .. 


4 
= 4sin? f 


u (Vu + 
—- 4sin? ? 
~ 2)u +1+Vu) 





Fir g > 0 ist 
sin? p — g* | = K ¢. 


Fiir « > 0 ist also 





2 4 
4 sin? - = —— = a = <— e. 
2(Vu+i+Vu) (Yu+i+)u? i= 
AuBerdem ist 
l l 1 l | K 
ee | =a —|<— ; 
|(e+i+ iw? te (2yu+1)® tu) =a 
fir ~ > cs ist daher 
ue Vu iuyu - # ~ 
Ades | <x (KB) SR, 
I kes 2 wat k= 
D, —.(s) ikx3" 2 yt) = | D,. (2) — 4) *du| 
if 2+ | . 3 s+ 
(31) —_ \« *( Ae Ae- iu Vu wl du <Kjt(u 2du= K wz 2. 
Im Falle wu? < = ist nach (31) 
ve. 7 net 
D, — (2) —arp3t > w*®| = Kyu* Py * Min (z, u?). 
Im Falle u? > z ist einfach 
1 ~ sae Pe 
Dy,-u(2)— pet ut | <|D,. -p( 2)|+2 *u®=\4u “"Tdutae 24? 


3 1 1 4 = 
<K(2**+2 iut)—Ker 2( (c+p)<Ke 2yt— Kuta * Min (z, u?). 
In beiden Fillen ist also (28) bewiesen. 
Hilfssatz 5: 


=—y id 
(32) >» Leal pe 
——" n<m 





=~ Min (Vz, Yn) = B log? z. 


3 k z m 
m=2 4 * 4 
Beweis: 
= b. a 
(33) 8, (2) = 2 Lal Sy’ tal 1 in (Vz, Ya) 
ne 6 nsen? 


b. | |b. | _ igs 
(33') =B ei Jinl SY al Min (Vz, Ya). 
mae ot tem ata 
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Die innere Summe in (33’) ist fir z= m 


> |b i 1b 1 it i 
~8( S-rt ee rty ee te ae 
: 4 


























- Lire S 
nz . n->z n? 4 
fiir x m 
y |b, | 1 
¥ a ee - Bm‘ (9), 
ome 8 4 
also stets 
1 1 
(34) = B Min (z*, m*). 
— | 
S,(2) = BY’ l=! Min (at, mi) —(88', 34) 
mae a*7 
a B( \’ Vol . y 5) 
a ae 
m ae 2 are @ 
(35) = Blogz + x t) = Blogz (9). 
57 |e | I 2 ee 
(36)  & (ay = Stet =” Sel 1 main (Yo, Ya). 
Sas 6 8 Scoce a? @ 
(37) | Bon | | On| <S | Om |® + | On |*. 
%, bP a 1 A -_ 
S, (x) = > | Ns > se Sa (Vz, yn) 
m=2 2 oa aa 
dd capaelh dilator 98, 37 
my l | 5, |* 1 ; 
+BY a5 2 “yy m—n Min (Ya, Yn) 
vr a? ¢ Scn<m n? ‘ 
— b_ |2 -_ 
=B »’ ol Min (Vz, Ym) > — 
mae Ets rn<™m ° 
7 lon® 1 we (ye ye 
+B P. 2 FT ma Min (Ve, yn) 
— Rein<m n 2 
2 
7 | ,, |? : ae -- he = 
= B Py =i Min (V2, ym) 2 ———- ) 
m= 2 n m 





16) Im vorigen Ausdruck sind die beiden Doppelsummen wegen 


oo 


n=2 n<m<in 


w/3 


<an<im 


einander gleich. 
6* 








oo 


_— 
m=2 


y | db. \2 log m 
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Min (Vz, Ym) 


2 


m 


= ose yal + Ya 


m=z 


] 
ST Pe Pog 
k 1 


m + 
m>tr 9 





m 
(38) B log® x (10). 
(32) folgt aus (33), (35), (36) und (38). 
Hilfssatz 6: Es sei « eine nur von F abhéngige reelle Zahl, 
£415 8b —_ 
(39) ®@ (zx) zw? 4 y’ = ~ A cos (*Ynz -4 a): 
n=] ~ + i . 
Dann gilt 
z 1 
(40) }|@(u) Pdu = Ae? + Bet log? z 
mat 
- 47? v |b. |? 
(41) A  (2kE+1)N3 a 2a! 
m=1 2 


m 


[die Reihen (39), (41) sind nach (9), (10) absolut konvergent]. 
Beweis: m und n bezeichnen natiirliche Zahlen, 6, die zu 6, kon- 
jugierte Zahl, u reelle Zahlen >0, R den Realteil. 


z 
1 


K+ 4x y— 4x y— 
u */4 cos | Vm u + a) A cos (=> Vnu 4 a) du, 


(42) Lin, n (zx) 








; y b,, 
(43) T(z) = D == Lan 
=e 6” 6 
n 
z oo 
° —_ y’ bb. 
|\D(u)|?¥du = 7. 3 re | 
> mel 3° s.8 ‘ 
z 
e ' ; ix ./- 42 of \ 
< \ u A cos | yy Vmu +4 a. ) Acos (= Ynu+a)du (39) 
4 / 4 
0 
— bb 
_ y’ mn 
- 2) atti. 
ee og" * 
oc a 
y b 7 b b \2 
—_ & \ m \ | m 
=" 2k - wel ~ ee ee 
ores. ¢ ote 5 4 a 2 
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00 h eo b 2 
(44) =3n )'—=.1.+ > | bo ae 
m= 2 mary m=1 += 
m m 
‘is ff” 4n 
(45) w Vm = p, wi" =». 
A cos (= ¥mu + a) A cos (<2 7 V¥nu 4 a) 


= A cos(u Yu +a) A cos (» Vu + «) (45) 

= fA (eu Wuria + e- iu Yu-ta) 4 (er Vos ate iv Vue) 

= f(e*Aein Wu + e-iafe tua) (ef @ A ef Ve 4 eta 4 e—ivha) 
(46) = ER (e*#= Ae We fet We) 4 ER(AetH MH Ae-t Me), 


Len (2) = 4 (ert [ul 4 iu Ve Ae Yu du) 


+ Empat ace Act Vedu (42, 46) 
(47) = 4R(e**-D, ,(x)) + 44RD, _, (x) fir n= m (26, 465). 
(m>2,n<m) Ly .(z) = B(|D,,,(2)| + |Du,-.(@)|) (4%) 


= Ba —*— Min (¥z, v) (27, 45) 





= Bet 1" _min(Vz,¥n) = Bat ™ Um +V") yin (yz, Yn) (45) 











eh 
(48) = = Be —- — Min (Vz, Vn n). 
(49) T.,(z) = Batm ¥ y al 1 win (yz, yn) (48, 48). 
e ry “F 4 
57 Lom! 57 1a! 
(ova So He T,,(2) = Bat D’ oP et _! Min (Vz, Yn) (49). 
* —y |b |2 
(51) xo Pdu = >» al Ln (2) + Batlogtz (44, 50, 82). 
(52) RD, _,(z) = Dy, (2) (26, 45). 
(53) Lm, m(2%) = 4 D,,-4 (2) + BD,,,(z) (45, 47, 52). 


(54) D,. , (2) = Bat Min(Vz, Vu) = Bat Min (¥z, Ym) = Bat Ym (27, 45). 


* nm 7 b,, | 
(55) ys Usk 1D, (2)| = Bat S' Lal = Bat (64, 10) 


amiga m1 
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al 


l a |b. \2 . 
|\D(u)/*¥du = — P/ a 5 D,,-.(2) + Batlog*z (51, 53, 55) 


b m lm 2 
“1 ed $1 [alt a 
Py pile avs |, 
m=1m 
k—4 y) | 5, |® gs... f rm 
Ba? ) 3 #* Min (z, 4*) + Ba* log? x (28, 45) 
m=1m 2 
. 4 x? +34 Y |)" 
56 ee PF 
(56) Qk+lh ui” he Sg 
m=1 m ad 


a 5 {2 
+ Bat S ¥Y j Min (x, m) + Ba*log*zx (45). 
m=1 m - 


=. |b. |? A > |b_|2 y |b, \2 
P t+] Min (z,m) = 2» (_] ae “mls 


m=1 m m=z a } m= 2 = , 
(57) B(a? + 2'~4) = Ba? (10). 


(40) folgt aus (56), (57) und (41). 


Hilfssatz 7: Mit einer geeigneten, nur von F abhdngigen reellen Zahl x ist 


k+1 4 
(58) A(x 2 eal = ¥na )) 
iff =42 — ’ <5 _} 
== 32 +m * A cos(—> Vna + aj+ Ba? ‘n 4, 
Beweis: 
a( > 42 yf $n =? in ys 
(59) (a? Jeis(= Vnz)) FT wn? di ( = Vnz) 14). 
(60) J, (z) = Y= 0s ( x 1 +=) Ba * 1), 
d ( - 4n ) 
az \2 e+i( ap Ynez) 
k 1 


is k g <a 4 k 
7 IT «/ \ 9 
ill *n# cos (= Ynz+a+5) + Ba? 


(61) = | 


7) Vgl. z. B. ,,Vorlesungen“, Satz 512 und Satz 516. 
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1 = ‘ Rae se ae. 
& (a? * +008 (47 Yn + a)) = —"7 a n? sin (2 Ynz+a)+ Ba ‘ 
22 st 3 62. : ++ 
(62) == 2 *n? cos | Ynz+a+3)4 Ba? ‘, 
a( 4ny—\_14/N 5+i.-+ (tay , |) 
(63) (x? Jesi(sp Vn2)—- 52 ‘n “cos (57 Vnz +a)) 
k 8 1 
= Ba? ‘n 4 (61, 62). 
f. 2% —_ m 248. 2 i ee 
(64) A(z *® Jays (S¥ma)—= PZ a? tn *008($* Yna +a) 
k 3 1 
= Bart ‘n + (63). 
a=* 4x y—)\\ _ 14/N_-+ ,( 5+ 42 
(65) A\a 2 Jyii(= Yna)) = Vs" © A(a? ‘ 008 ($7 Yn + a)) 
k 3 1 
| Bat tn 4 (64). 
s. 3 . re 
A\a*” *f(z))—a? * Af (2) 
Ei fii La — 
= (2+)? * *f(2+1)—22* +f (2) — 29 tHe 4 1) 4 2?” 4 f(z) 
Bea By ks 
(66) =((2+1)? *—2?  *)f(2+1) = Bo? ‘f(e+4+)). 
Ce oe 4 — ei 4 — 23 
(67) A( 2? ‘cos (57 ¥nz+a)) = 2? ‘ Acos(5* Vna+a)+B2° * (66). 
(58) folgt aus (65) und (67). 
Hilfssatz 8: Fiir 
z+1 
(68) Y (2) = j C (u) du 
gilt : 
(69) [| Pw)|*du = Aa 24 Bat logte 
mit ¢ 
ee LS 
(70) A= (4k +2)x3 > me 8 
m=1 2 
Beweis: 
[C(ujdu= De(z—n) (2) 
k+1 @ 
., N — b, 42 4— 
(71) = (—i' -2? hi Jess (F V2) (24). 
n=1 2 
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y bee k+1 pre 
(2) =(—i' > Y sta (o® Jus. (2 Ynz)) (68, 71) 





n 2 


wa 8,1 @ 
—s . - + b 4x y— 
=(—-yp Xi yeas ‘ $’_*— A cos (s Vez +a) 
ded 2,5 i 


n=1 n? 4 


5.8 2. it 
+ Ba? ty pel (58) 


n=1 n® a 





(Mil 242 8 4, (any, _) e_3 
= (—#*(5) = 2" Pt E34 008 (57 Vue +a) + Ba? * (9) 
n=1 2 ‘4 
; 3 


k 
+O (2)+ Ba * (39). 


up (N\5 1 =—* 
(73) P(z) = P(x) — (— i} (>) = O(c) =Bz* * (72). 


(74) flip (uf du =Bz'* (7), 


(75) {| P(u) ®(u)| du = B({|P(u)|*du {|®(u)|*du)* = Bat (74, 40). 


{I P(u)\*du = iP) +(—# (2) Lows du (73) 


nm 


z z 


- JIPmjtdu+ (FZ) 5 (lowe du+ B ||P (uy) O(w)| du 


0 0 


1 
(F) aA 2" *+ Bat logte (74, 40, 75). 


(76) ; 


(69) mit (70) folgt aus (76) und (41). 
Hilfssatz 9: Fiir ganzes g> 0 ist 


g+1 


(77) [(P@)—C(u+}) du=0. 
v 


i 
' 
4 








Koeffizientensummen einiger Modulformen. 89 


Beweis: Mit Hilfe von (2) und (68) ergibt sich einerseits 
g+1 uti Min (v, 9 + 1) 
‘Pv mau = fau fowae =f cae { du 


a Max (v—1, g) 


=[Cwdefdu + "fF O( de | du 
9 9 g+1 os 


g+1 g+2 
= Cg) { ~—g)dv +C@+1) { G@+2—v)dv=40G)+4C G+), 


g g+1 
andererseits 
g+1 +4 
{ C(u+ du = [C@adut fCW+ Hav =40W 4100+), 
9 


9+3 


Beweis von (5): Es sei g>O ganz, C(z) zu C(x) konjugiert, 
R bedeute den Realteil. 


(78) gSusgt+l) Out+}—C@=Besy, (2). 


u+1 
gGSusot+l) P(u)—Cu+t §) = [ C@+ Bey) du —C@) 
(79) + Be,,, = Be,,, (68, 2). 
(80) {| ¥@u)—Cw+ ptdu = Be}, , (79). 
(2 w)—C (w+) OWT) du 
. g+1 7 indie 
= {(P(u)—C(u+ })) (Cut }) —C@)du (7%) 
g 
(81) = Be3},, (79, 78). 


gri g+1 
{ iP()tdu= f |P@)—Cw++Cu+d) [Adu 
ane 9 


(82) = | |v@H— C(u+H[dut | ‘C(t }) |?du 
g a 
+ aK ( (¥(u)—C(u + 4))C(u+ du. 
9g 
(83) flew +4) Pdu ="['|PwpPdu + Bc3},, (82, 80, 81). 
(10’) al = Bet , (Hecke, 8. 223). 
(84) f \C(u+4)Pdu — five + Bat (83, 10’). 
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{z) +4 
(85) [ |C(w)Pdu = Afay*?+ Batlog*z (84, 69). 
s iz+1+4 


| C(u)Pdus { |C (u) Pdu = Ala + 1}'* 24+ Bat log*z 


(86) =Azt*4 + Ba log? z. 
s iz—11+4 
| |C(u)Pdu > ( |C (u) P? du = Afz—1}'* 2+ Bat log’ « 


(87) — Agtt+t4 Bat log? z. 
(5) folgt aus (86) und (87). 


Rados¢é, den 17. Januar 1932. 


(Eingegangen am 2. 2. 1932.) 


(85) 


(85) 








Zur Theorie der Singularititen der Funktionen 
mehrerer komplexen Verinderlichen. 


Das Konvergenzproblem der Regularititshiillen. 
Von 


H. Behnke und P. Thullen in Minster (Westf.). 


In den kiirzlich erschienenen Arbeiten!) iiber die Singularitaten von 
Funktionen mehrerer komplexen Verinderlichen wird eine Theorie der Regu- 
larititsbereiche*) (der genauen ,,Existenzbereiche“ analytischer Funktionen) 
und der Regularitatshiillen aufgestelit. Unter der Regularitdtshiille*) § (B) 
eines Bereiches 8 wird dabei der Durchschnitt?) aller den Bereich 8 um- 
fassenden Regularitatsbereiche verstanden; § ($8) ist selbst wieder ein Regu- 
laritatsbereich, so daB man also §(%) als den kleinsten B enthaltenden 
Regularitatsbereich bezeichnen kann. 

Indem wir uns auf die in den zitierten Arbeiten bewiesenen Tatsachen 
stiitzen (chne die Kenntnis dieser Arbeiten im einzelnen vorauszusetzen), 
beschiftigen wir uns hier mit Folgen von Bereichen und den Folgen der 
zugehérigen Regularitatshiillen. 

Zunichst einige Bezeichnungen! 

Wir sagen: ,,Der Bereich $, liegt ganz im Innern des Bereiches 8,“ 
{oder ,,B, umfaBt ganz den Bereich %,“), falls simtliche Punkte aus %, 
im Innern von %, liegen und ferner jede unendliche Punktfolge aus 8, sich 
im Innern von %, hauft*) —- wir schreiben ,,86, < %,“. Eine unendliche 
Folge von Bereichen $,, Bo, ..., 8,,..., fiir die entweder stets B,., << B, 
oder 8, < %,,, (fiir alle v), wollen wir kurz eine Hauptfolge {%,} nennen. 
Ist {%,} eine Hauptfolge, so bildet notwendig auch die Folge { (%,)} der 
zugehérigen Regularitatshiillen eine Hauptfolge*). 

') Vgl. insbesondere H. Cartan und P. Thullen, Zur Theorie der Singularitaiten 
der Funktionen mehrerer komplexen Veranderlichen. Regularitéts- und Konvergenz- 
bereiche, Math. Annalen 106 (1932), S. 617—647 — im folgenden zitiert als ,,C-Th“. 
Daneben siehe auch die vorher erschienenen Arbeiten: a) H. Cartan, Sur les domaines 
d’existence des fonctions de plusieurs variables complexes, Bull. Soc. math. 1931, und 
b) P. Thullen, Zur Theorie der Singularitéten der Funktionen zweier komplexen Ver- 
Anderlichen. Die Regularitaitshillen, Math. Annalen 106 (1932), S. 64—76. 

*) Die genauere Einfiihrung der hier benutzten Begriffe siehe in der Arbeit ,,C-Th*. 


3) Vgl. *), wir setzen stets 8, schlicht in bezug auf %, voraus. 
*) Folgt aus Satz 13 der Arbeit C-Th. 
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Uns interessiert nun der Zusammenhang zwischen dem Grenzbereich 
der %, und dem Grenzbereich der §(%,), vor allem die folgende Frage: 

Gegeben sei eine Hauptfolge {%,} mit dem Grenzbereich 8. Unter welchen 
Bedingungen konvergiert die Hauptfolge-der $ (B,) gegen die Regularitits- 
hiille $ (B) des gegebenen Bereiches B, wann ist also $ (lim B,) = lim § (B,)? 

Wir werden sehen, da8 dieses ,,Konvergenzproblem der Regularitatshiillen“ 
unmittelbar mit einer Reihe wichtigster Fragen aus der Theorie der Regu- 
laritétsbereiche zusammenhingt; insbesondere werden wir auf den Begriff 
der Nebenhiille N (B) eines Bereiches B gefiihrt werden, deren nahere Unter- 
suchung wesentliche Aufschliisse iiber die Struktur der Regularititsbereiche 
verspricht. 

Wir werden bei dem Konvergenzproblem zwei ginzlich verschiedene Fille 
unterscheiden miissen, je nachdem niamlich in der Hauptfolge {%,} stets 
8,., < B, oder stets 8, < B,,,5). 

I. Betrachten wir zunichst den ersten Fall: 8,,, << 8,! 

Der Grenzbereich der § (%,) sei mit 8*5) bezeichnet; B* ist ais Durch- 
schnitt von Regularitatsbereichen selbst wieder ein Regularitatsbereich®). 

Es sei nun ® ein beliebiger Regularitatsbereich, der den gegebenen 
Bereich 8 ganz enthalt. Von einem gewissen y, an liegen dann simtliche 8, 
und damit auch alle § (8,) (vy > »,) — also erst recht 8* — im Innern von R; 
da aber andererseits $* der Durchschnitt der Regularitatsbereiche § (%,) 
ist und diese den Bereich 8 ganz enthalten, folgt unmittelbar, daB B* mit 
dem Durchschnitt aller 8 ganz umfassenden Regularititsbereiche identisch ist. 

Wir werden nun zeigen, da8 $* = lim §(%,) keineswegs — wie man 
zunichst vermuten kénnte — stets mit der Regularitatshiille § (8) des 
Bereiches 8 zusammenfillt; so werden wir eine ganze Klasse von Bereichen 
angeben kénnen mit der Eigenschaft, daB, falls 8 ein beliebiger Bereich 
der Klasse und {%,} eine beliebige den Bereich 8 von auBer approximierende 
Hauptfolge bedeutet, stets § (B) von lim § (B,) verschieden ist (vgl. Satz 1). 

Es ergibt sich also die interessante Tatsache, daB der Durchschnitt der 
einen Bereich umfassenden Regularitatsbereiche nicht mit dem Durchschnitt 
der ganz umfassenden Regularititsbereiche identisch zu sein braucht®*). 

Diese Tatsache fiihrt uns zu dem wichtigen Begriff der Nebenhiille: 

Definition. Ein Bereich hei8t die Nebenhiille %(%) des (offenen) Be- 
reiches %, falls er 1. der Durchschnitt aller 8 ganz umfassenden Regularitits- 
bereiche und 2. von der Regularitatshiille § (8) verschveden ist. 


5) Man beachte, da8 in beiden Fallen 8* = lim §(%,) nicht von der gewahiten 
Havuptfolge {8,} abhingt, sondern eindeutig durch den Grundbereich 8 bestimmt ist. 
*) Vgl. Satz 6 der Arbeit C-Th. 
6a) Wir sehen hier natirlich von den trivialen Fallen ab, wo Teile des Randes 
aus isolierten zweidimensionalen Flachen bestehen. 
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Wir sehen, da8 im ersten Falle das Konvergenzproblem vollkommen 
mit der Frage nach der Existenz der Nebenhiillen aquivalent ist. Diese Frage 
wiederum ist mit der folgenden identisch: 

Unter welchen Bedingungen gibt es zu einem Regulurititsbereich R keine 
Hauptfolge von Regularititsbereichen, die R von auben approximiert ? 

Das ist nimlich dann und nur dann der Fall, wenn ® eine Nebenhiille 
hesitzt. Wir werden also in dieser Arbeit zugleich Klassen von Regularitits- 
bereichen erhalten, die durch keine Folge von ganz umfassenden Regularitits- 
bereichen approximiert werden kénnen. 

II. Untersuchen wir nunmehr den zweiten Fall: 8, < %,,,! 

Es sei 8* = lim § (%,). Da alle 8, im Innern von 8 liegen, umfabt 
die Regularitatshiille § (%) simtliche §(%,) — also auch deren Grenz- 
bereich $*. 

Ist nun 8* ein Regularitatsbereich, so muB andererseits —- da 8 < $* 
§ (B) in B* enthalten sein; in diesem Falle ist also §(S) = B* = lim §(%,). 

Ist B* kein Regularititsbereich, so ist umgekehrt sicher § (8) = B*. 

Hiermit ist also der zweite Fall auf die Frage zuriickgefiihrt: 

Unter welchen Bedingungen ist der Grenzbereich R, einer Hauptfolge {R,} 
von Regularitatsbereichen (R, KR, .,) selbst wieder ein Regularititsbereich’) ? 

Wir werden fiir mehrere Klassen von Bereichen zeigen, daB der Grenz- 
bereich R, der R, ein Regularititsbereich ist, z. B. falls R, sternartig oder 
ein Kreiskérper bzw. ein einfach-zusammenhiangender, schlichter Hartogsscher 
Kérper und zugleich der Rand von ®, stetig ist (vgl.II., §1), oder etwa 
falls die R, simtlich ,,Rungesche“ Bereiche sind (vgl. II., § 3). 

Bezeichnungen und Abkiirzungen®). Bei unseren Uberlegungen legen wir im 
allgemeinen den Raum der n komplexen Veranderlichen 2, z,,...,z, zugrunde; nur 
bei speziellen Bereichen — so bei Kreiskérpern und Hartogsschen Kérpern und in 
Satz | beschranken wir uns auf die beiden Verainderlichen w,z. Bereiche setzen 
wir im folgenden als beschrankt und, falls nicht ausdriicklich anders vermerkt, 
stets offen, jedoch nicht notwendig als schlicht voraus; wir machen Bereiche stets 
durch Frakturdruck kenntlich (Regularitatsbereiche meist durch den Buchstaben §). 
Mit $(%) bzw. M(B) bezeichnen wir die Regularitits- bzw. die Nebenhiille des 
Bereiches 8. 

Unter einem Seng) ee wir einen Bereich 8, der durch simtliche 
Transformationen w’ = we ad z’ = ze? (8 reell) in sich transformiert wird und 
seinen ,,Mittelpunkt“ (0,0) als inneren Punkt enthalt; 148t 8 dazu die Transformationen 
w’ = wel®, 2’ = ze’? (, @ reell) in sich zu, so heiBt B ein Reinhardtscher Krper. 
Einen Bereich 8 nennen wir einen Hartogsschen Kérper 7), falls er die Transformationen 

*) Bemerkt sei, daB diese Frage nur Sinn hat, falls R, < R, , ,; im Falle Riii< R, 
ist R, stets ein Regularitatsbereich. 

78) Als Mittelpunkt der vorkommenden Kreiskérper wahlen wir hier stets den 
Punkt (0,0), entsprechend als Symmetrieebene der MHartogsschen Kérper die 
Ebene z = 0. 
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, 


w’ = w, 2’ = ze** (#@ reell) gestattet und mindestens einen Punkt der ,,Symmetrie- 
ebene“ z = 0 als inneren Punkt enthalt; unter der Projektion b“™ des Hartogsschen 
Kérpers % verstehen wir den (2-dimensionalen) Bereich der w-Ebene mit der Eigen- 
schaft, daB in ihm die Gesamtheit der in 8 reguliren Funktionen von w allein regular 
ist, es aber keinen den Bereich b™ umfassenden, von ihm verschiedenen Bereich mit 
dieser Eigenschaft gibt. Einen Reinhardtschen bzw. Hartogsschen Kérper nennen wir 
vollkommen, falls er mit einem Punkte (w,, z,) auch simtliche Punkte (k wo, hz.) 
bzw. (w9, hz) {|k|. |k|< 1) enthalt. Der Rand eines Kreiskérpers 6 (bzw. eines 
Hartogsschen Kérpers) heiBe stetig, falls bei beliebiger stetiger Drehung der Diagonal- 
ebenen s = = = const (bzw. bei Verschiebung der Ebenen w — const) die Radien 
der aus 8 ausgeschnittenen Kreise sich stetig andern. 

Eine Funktion /(z,, 29,...,2,) bezeichnen wir kiirzer mit /, den Funktionswert 
in einem Punkt M mit /(M), das Maximum von |/|! in einem Bereiche $ mit max|/($)|. 


Inhalt. 
I. Nebenhiillen. 


§1. Bereiche mit Nebenhiillen. 
§ 2. Sternartige Bereiche. 
§3. Hartogssche Kérper. 
§ 4. Eigenschaften der Nebenhiillen. 
II. Hauptfolgen {R,} von Regularititsbereichen (R, < R, ,,). 
§ 1. Bereiche, die durch Bildbereiche approximierbar sind. 
§ 2. Eine notwendige Bedingung fiir eine Hauptfolge von Regularitits- 
bereichen, deren Grenzbereich kein Regularititsbereich ist. 
§3. Rungesche Bereiche. 


I. Die Nebenhiillen. 
gl. 


Bereiche mit Nebenhiillen. 

Zuerst sei ein einfaches Beispiel eines Bereiches mit Nebenhiille angegeben. 
Hierzu betrachten wir die Menge aller Punkte (w, z), fiir die 
(By) lwl}<1, |z|< |e}. 

Wir hehaupten, daB der aus der Gesamtheit dieser Punkte gebildete Bereich 8, 
den Einheitsdizylinder 

(D) \w| <1, lz;< 1 

als Nebenhiille hat. 

Zum Beweis beachten wir, daB die Regularitatshiille §(6,) mit B, 
selbst identisch ist; es la8t sich nimlich zu jedem Randpunkt P, = (wg, 29) 
von 8, eine in 8, regulire, in P, aber singuliére Funktion angeben — eine 
solche Funktion ist etwa 


l 1 
f (w, 2) rd we t*mpl.wo __ , ,— tampl. zo bzw. f(w, 2) na w— Wy’ 








je nachdem P auf der Hyperfliche |w| = |z| oder auf |w| = 1 liegt. 








——— 
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Es sei ferner R, ein beliebiger Regularititsbereich, der 8, ganz umfaBt; 
R, enthalt dann insbesondere einen Reinhardtschen Kérper, der sich aus 
%, und einem geniigend kleinen Dizylinder D®® mit (0,0) als Mittelpunkt 
zusammensetzt. Da nun bekanntlich simtliche in einem Reinhardtschen 
K6rper regularen Funktionen noch im kleinsten umfassenden vollkommenen 
Reinhardtschen Kérper regular sind*), muS jede in 8 und D®®, also ins- 
besondere jede in ®, regulare Funktion gleichfalls in dem Dizylinder D regular 
sein, Ry somit mindestens D enthalten. Da es aber sicher Folgen von Regu- 
laritaétsbereichen gibt, die D ganz umfassen und D approximieren, so ist, 
wie behauptet, D die gesuchte Nebenhiille MN (B,). 

In bezug auf das Konvergenzproblem besagt dies, da8 bei einer be- 
hebigen Hauptfolge {%,}, die 8, von auBen approximiert, die Folge der 
§(B,) nie gegen die Regularitatshiille 5 (%,) = 8, sondern stets gegen 
RN (Bo) = D konvergiert. Als Beispiel sei folgende Hauptfolge genannt: 
%, bestehe aus der Gesamtheit der Punkte (w, z) mit 
(B,) Jw)<1+—, = |z|<|w}+-. 

Die zugehérige Regularititshiille (der kleinste umfassende vollkommene 
Reinhardtsche Kérper) ist der Dizylinder 


(S (B,)) jw} <1+-, Jz <1+-. 


Es ist 8, = lim 8, und wie verlangt D = lim § (%,). 

Welches ist nun der Grund fiir jene Eigenschaft des Bereiches 8, ? 

Bei dem obigen Beweis haben wir die Tatsache (und nur diese) benutzt, 
da8 jede in 8, und in einer, wenn auch noch so kleinen, Umgebung des Punktes 
(0,0) regulare Funktion notwendig in ganz D regular ist. Es beruht also 
hier die Existenz der Nebenhiille allein auf dem Verhalten der in 8, reguliren 
Funktionen im Punkte (0,0), und dieses hangt wiederum nur von der ,,topo- 
logischen Struktur“ von %, in der Umgebung dieses Punktes ab. 

Satz 1. Hat die Regularititshiille §(B) des Bereiches B (des w, z- 
Raumes) die Eigenschaft, daB eine analytische Ebene E existiert, die aus § (8) 
ein Flichenstiick 6 mit isolierten Randpunkten ausschneidet, so besitzt B eine 
Nebenhiille. 

Folgerung. Erfiillt der Regularitétsbereich R die Voraussetzungen von 
Saiz 1, so ist R durch keine Hauptfolge von Regularititsbereichen von aufen 
approximierbar. 

Beweis von Satzl. Die Regularitatshiille §(8) des Bereiches B 
habe die verlangte Eigenschaft. Durch eine lineare Transformation denken 
wir uns den Raum so transformiert, daB die gegebene Ebene £ in die Ebene 


8) Vgl. Satz 10 der unter ')b zitierten Arbeit. 
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z= 0 fallt. O sei einer der isolierten Randpunkte des aus §(%) aus- 
geschnittenen Flichenstiickes b; wir kénnen dabei annehmen, da$ O die 
Koordinaten 0,0 besitzt. 

Bezeichnet man dann mit r > 0 die Entfernung von O bis zu seinem 
nichsten Randpunkt auf b, so sind alle Punkte (w, 0) mit 0 < |w| < r, also 
auch die Punkte einer gewissen Umgebung eines jeden dieser Punkte innere 
Punkte von §(%). Betrachtet man daher einen Kreis z = 0, | w| = 0(0< @<1), 
so gibt es wegen der Abgeschlossenheit dieser Menge eine Zahl d > 0, so daB 
sogar alle Punkte (w, z) mit |z| << d und |w| = 9 gleichfalls im Innern von 
§ (B) liegen. 

Hieraus folgt die Existenz eines Bereiches 8, mit den Kigenschaften: 

1. B, liegt im Innern von § (%) und enthalt mit einem Punkte (wp, z,) 
alle Punkte (w,, kz,) mit |k| < 1, 

2. %, wird von der Ebene z = 0 in dem punktierten Kreise 0 < |w| << r 
geschnitten und laBt 

3. simtliche Transformationen 

w=we?, « =s69 (8, » beliebig reell) 
in sich zu. 

Fiigt man zu %, einen, wenn auch noch so kleinen, Dizvlinder mit O 
als Mittelpunkt hinzu, so entsteht ein Reinhardtscher Kérper. Wir kénnen 
also genau wie oben (8.95) schlieBen, daB jede in B, und einer Umgebung 
von O regulire Funktion gleichfalls noch im kleinsten, 8, umfassenden 
vollkommenen Reinhardtschen Kérper — dieser sei mit B, bezeichnet —- regular 
ist. Da dies erst recht fiir die in 8 und O reguliren Funktionen gilt, folgt 
sofort, da8 der Durchschnitt der 8 ganz umfassenden Regularitatsbereiche 
den Bereich 8, — mindestens also den Punkt O — im Innern enthalten 
muB8, somit sicher von § (%) verschieden ist, w. z. b. w. 


§ 2. 
Sternartige Bereiche. 


Ein Bereich 8 heiBt sternartig, falls im Innern von 8% mindestens 


ein Punkt O existiert — O habe die Koordinaten 2, 2, ..., 2 —, 
so daB 8B mit einem Punkte 2‘, 2, ..., au auch simtliche Punkte 
(2 + ¢ (2 — 2), ..., 2+ ¢(29— 2)) mit OStS1 als innere 


Punkte enthalt, O hei®t ein Symmetriepunkt von 8. Den Rand des stern- 
artigen Bereiches 8 nennen wir stetig (in bezug auf den Symmetriepunkt 0), 
falls bei beliebiger stetiger Drehung eines von O ausgehenden Halbstrahles s 
die Lange der durch s ausgeschnittenen Strecke sich stetig andert. 

Satz 2. Ist die Regularitatshiille § (B) des Bereiches B sternartig und 
ihr Rand stetig, so besitzt B keine Nebenhiille. 
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Beweis. O sei ein Symmetriepunkt von § (8) und der Rand von §(%) 
stetig in bezug auf O; wir diirfen ohne Einschrinkung annehmen, daB O 


die Koordinaten z; = 0 (i = 1, 2,...,n) besitzt. 

Es sei ferner r, (vy = 1,2,...) eine monoton fallende Folge positiver 
Zahlen mit limr, = 1. Durch die Transformation 
(T,) Sy = T, % (¢ = 1,2,..., 9) 


wird dann der Bereich § (B) auf einen Bereich §, abgebildet, der B ganz 
umfaSt und als Bild von § (%) ebenfalls ein Regularitatsbereich ist. Da 
offenbar § (8) = lim §,, folgt unmittelbar die Behauptung. 

Folgerung fiir Kreiskérper. Da ein Kreiskérper, der zugleich ein 
Regularitatsbereich ist, sternartig®) ist, ergibt sich: 

1. Ist die Regularitdtshiille eines Bereiches B® ein Kreiskérper und ihr 
Rand stetig, so besitzt B keine Nebenhiille. Dies gilt also insbesondere, falls B 
selbst ein Kreiskérper ist. 

2. Jeder Kreiskérper mit stetigem Rande, der zugleich ein Regularitits- 
bereich ist, lit sich stets durch eine Hauptfolge von Regularititsbereichen von 
aufen approximieren. 


§ 3. 
Hartogssche Kérper. 

Wir betrachten im folgenden nur Hartogssche Kérper mit schlichter 
Regularitatshiille, also mit schlichter Projektion”). 

Satz 3. Gegeben sei ein Hartogsscher Kérper 8 mit schlichter Projek- 
tion 6; die eventuell vorhandenen isolierten Randpunkte von b™ seien mit 
P,, P., ... bezeichnet. Besitzt B eine Nebenhiille N (B), so ist diese ein Hartogs- 
scher Kérper, dessen Projektion aus der Gesamtheit der Punkte von b™ und der 
Punkte P; (i = 1, 2,...) besteht. 

Beweis. Da durch die Transformationen 

w=w, 2 = 2° (@ beliebig reell) 
die Menge der 8 ganz umfassenden Regularitatsbereiche in sich iibergeht, 
ist zunichst klar, daB M(B) wieder ein Hartogsscher K6rper ist. 

1. Fall. Die Projektion b™ besitze keine isolierten Randpunkte! 

Es sei (wy, 0) ein beliebiger Punkt auBerhalb der abgeschlossenen Pro- 
jektion bh. Der Regularitatsbereich R, der Funktion F (w, z) = i, 
enthalt dann sicherlich den gegebenen Kérper 8 ganz in seinem Innern; 
Randpunkte von R, sind die Punkte der Ebene w = wp, insbesondere also 
der Punkt (w,, 0) selbst. Da man so zu jedem Punkte P auf w = w, auBerhalb 


*) Vgl. *). 
10) Vgl. S. 642 der Arbeit C-Th. 
Mathematische Annalen. 108. 7 
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der abgeschlossenen Projektion b Funktionen angeben kann, die in einem 
% ganz umfassenden Bereiche regular, in P selbst aber singular sind, folgt 
in diesem Falle unmittelbar die Behauptung. 

2. Fall. b™ besitze mindestens einen isolierten Randpunkt! 

Da die Regularitatshiille § (8) die gleiche Projektion b™ wie 8 hat, 
folgt aus Satz 1, daB B eine Nebenhiille M(B) besitzt; simtliche isolierten 
Randpunkte von b™ sind innere Pynkte von N (B). Fiir die iibrigen Punkte 
von b™ gilt die Uberlegung von Fall 1. 


§ 4. 
Eigenschaften der Nebenhiillen. 
In diesem Paragraphen betrachten wir nur solche Bereiche, die eine 


Nebenhiille besitzen. Die Existenz der Nebenhiille wird also hier ohne weitere 
Erwihnung stets vorausgesetzt. 


Satz 4. Ist R ein Regularititsbereich, der den Bereich ® ganz umfaft, 
so hat der Bereich 8 und seine Nebenhiille N (B) die gleiche Minimaldistanz 
in bezug auf R; insbesondere liegt also auch N(B) ganz im Innern von R. 

Beweis. 8, sei die Gesamtheit der Punkte des Regularitatsbereiches ®, 
deren Randdistanz in bezug auf ® gréBer als 9 ist; R, zerfalle in die Bereiche 
Ry’, Re, -.- Ry’,.... Nach einem Satze aus der Theorie der Regularitats- 
bereiche sind saimtliche RY gleichfalls Regularitatsbereiche '°*). 

Bezeichnet man nun mit g, die Minimaldistanz von 8 in bezug auf &, 
so gilt sicher B < Re’ fiir alle 9 < og, und je ein i = i,, d.h. die Rie’ (o< Oo) 
gehéren zur Menge der 8 ganz umfassenden Regularitatsbereiche, miissen 
also auch §(%) im Innern enthalten. Hieraus ergibt sich unmittelbar die 
Behauptung. 

Aus Satz 4 folgt sofort, daB ein Regularitdtsbereich R, der Nebenhiille 
eines Bereiches B ist, selbst sicher keine Nebenhiille besitzt. 

Aus der Definition der Nebenhiille ergibt sich: 


Satz 5"). Der Bereich B besiize die Nebenhiille N(B). Ist f ene Funktion, 
die im Innern und auf dem Rande von 8% meromorph ist und dort den Wert a 
nicht annimmt, so ist f auch im Innern von R(B) meromorph und dort ver- 
schieden von a. 


Es ist nimlich die Funktion F = i= 
und damit auch noch in einem $ ganz umfassenden Bereich %, regular. 


— in dem abgeschlossenen Bereich 8 








10a) Vgl. Satz 14 der Arbeit ,,C-Th*. 


11) Vgl. den entsprechenden Satz iiber die Regularitatshiillen (Satz 2 der Arbeit 
C-Th). 
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Die Regularitatshiille 5 (%,), in der F gleichfalls noch regular ist, enthalt 
den Bereich $ ganz in ihrem Innern, umfaBt also auch NR (BS). Hieraus ergibt 
sich sofort die Behauptung. 

Ahnlich lassen sich die meisten anderen Satze aus der Theorie der Regu- 
laritatshiillen auf Nebenhiillen itibertragen — man hat nur von den vor- 
kommenden Funktionen zu verlangen, da8 sie nicht allein im Innern des 
gegebenen Bereiches, sondern auch noch auf dem Rande reguliir sind. 


Insbesondere gilt: 


Satz 61"). Gegeben sei ein Bereich 8, mit der Nebenhiille N(B,) und 
eine Transformation T, die B, eineindeutig und analytisch auf einen Bereich B, 
abbildet. Ist dann die Transformation auf dem Rande von 8, noch einein- 
deutig und analyvisch, so besitzt auch B, eine Nebenhiille N(B,), und ferner 
wird durch die Transformation T die Nebenhiille N (B,) eineindeutig und ana- 
lytisch auf N (B,) abgebildet. 

Auf den Beweis wollen wir an dieser Stelle verzichten, da er ahnlich wie 
im Falle der Regularitatshiille gefiihrt werden kann. 

Es fragt sich nun, ob Satz 6 auch dann noch allgemein gilt, wenn die 
Transformation T nur das Innere von %, auf das Innere von 8, abbildet, 
ohne da die Regularitaét und Eineindeutigkeit auf dem Rande vorausgesetzt 
wird, ob also die Invarianz gegeniiber analytischen Abbildungen auch im 
engeren Sinne gilt. 


Hierzu betrachten wir wieder den in §1 angegebenen Bereich 
(Bo) jw'}<1,  [2|<|w'. 
Das Funktionspaar 
(T) w = wv, 2 = zw 


transformiert das Innere von %, eineindeutig und analytisch in das Innere 8, 
des von der Ebene w = 0 aufgeschlitzten Einheitsdizylinders: 


(B,) \w| <1, |z|< 1, w + 0. 


Die Bereiche 8, und 8, haben beide als Nebenhiille den Einheitsdizylinder 
D (jw| < 1, |z| < 1). 

Galte nun die Invarianz gegeniiber analytischen Abbildungen im engeren 
Sinne auch fiir Nebenhiillen, so miiBte die Transformation 7 die Nebenhiille 
von %, auf die des Bereiches B,, also D auf sich abbilden. Dies ist sicher 
nicht der Fall — T ist nicht einmal eineindeutig im Innern von D. 


12) Vgi. Satz 3 der Arbeit C-Th. 
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Voraussetzung R < R7, gilt daher von einem gewissen », ab: R < R® (v> »,). 
Wahlt man also zu jedem A ein » > », — etwa vy = », —, so gilt offenbar 
fiir die Folge der RY (A = 1, 2,...) lim R® =R. R ist somit als Durch- 


schnitt von Regularitatsbereichen selbst ein Regularititsbereich, w. z. b. w. 

Aus Satz 7 folgt umgekehrt: 

Ist ein Bereich 8 durch eine Hauptfolge von Regularititsbereichen von 
innen approximierbar, aber selbst kein Regularititsbereich, so ist 8 von 
auBen durch keine Folge von Bildbereichen, die 8 ganz umfassen, approxi- 
mierbar, d.h. jedes Bild von %, das 8 ganz enthilt, mu8 zugleich einen 
gréBeren Bereich 8* — zum mindesten die Regularitatshiille § (8) — ganz 
im Innern enthalten. 

Satz 8. Ist der Grenzbereich R einer Hauptfolge {R,| von Regularitats- 
bereichen ein Kreiskérper mit stetigem Rande, so ist R ein Regularitdatsbereich. 

Beweis. Wir zeigen zunichst, daB ® sternartig ist und seinen Mittel- 
punkt O als Symmetriepunkt hat. 

Angenommen, dies wire nicht der Fall! 


(1) 


im Innern von ® liegen, wihrend die Punkte 


Randpunkte von & sind. 
Da nun ® zusammenhingend ist und O = (0,0) als inneren Punkt enthilt, 
gibt es eine Schar von Kreisen 


s=s(t), |wl*+\|z/?#=r() Sts 1, r(0) = 1%, r(1) = 9), 


(2) 


li. Hauptfolgen {R,} von Regularitiitsbereichen (R, < %,.,,). 


Bereiche, die durch Bildbereiche approximierbar sind. 
Satz 7. Ist der Bereich R Grenzbereich einer Hauptfolge {R,} von Regu- d 
laritiitsbereichen (R, << R,,,), ferner R durch eine Folge von Bereichen Rt 
approximierbar, die sich stimtlich auf R abbilden lassen und R ganz umfassen, 
so ist R ein Regqularitdtsbereich. 
Folgerung. Ist derGrenzbereich R einer Hauptfolge {R,} von Regularitats- 
bereichen sternartig und sein Rand stetig, so ist R ein Regularitatsbereich. 
Beweis von Satz 7. T, sei eine Transformation, die ® eineindeutig 
und analytisch auf Rf abbildet. Die Bereiche R, mégen bei der Trans- 
formation 7, in die Bereiche R® iibergehen. Die R” (v = 1, 2,...) bilden 
dabei eine Hauptfolge von Regularitatsbereichen mit lim R® = R?. Da nach 


Dann existiert mindestens eine Ebene s = s, (s = ~) und zwei positive 
Zahlen ry und g (09 < 7%), so daB die Punkte 
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§1. 


v—> 2 


A-> 2 





$= 8, |w|*+ |2|? = 1% 


8 = 8%, |wl|?+ |z|? = a 
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die simtlich aus inneren Punkten von ® bestehen und die ferner stetig von 
dem Kreise (1) zum Punkte O fiihren. 

Hieraus folgt die Existenz eines Parameterwertes t, (0 < ¢, < 1) mit der 
Eigenschaft, daB 1. alle Punkte 

s=s(t), |wl/*+|z*#or(), 4<ts4+dd>0) 

im Innern von ® liegen und 2. auf der Ebene s = s (t,) mindestens ein Kreis 

$= s(t), |w|*+ |2|* = a (oe, < 7 (4)) 

existiert, der nur aus Randpunkten von ® besteht (die Punkte 
|w|* + |z|* = r(t,) sind nach (2) innere Punkte von §). 

Da R = lim R,, kénnen wir sicher ein R,, so waihlen, daB R,, alle Punkte 

s=s(t), |w/?+ |2|? = r (0), 4<t<t+d 
und mindestens auf der Ebene s (t, +- d) auch alle Punkte der Kreisscheibe 
|w|? +-|z|*< r(t,+ d) als innere Punkte enthilt, andererseits auf der 
Ebene s = s (t,) innerhalb |w|* + |z|*< r(¢,) Randpunkte besitzt. 

Daraus wiederum ergibt sich die Existenz eines Parameterwertes ¢, 
(t, < t, < t,+ d) mit der Eigenschaft, da8 auf simtlichen Ebenen s = s (t) 
mit t; << t< 4, + d alle Punkte der Kreisscheibe | w|* + |z|* < r (¢) im Innern 
von &,, liegen, auf s = s(t,) selbst aber innerhalb |w|* + |z|*< r(t) 
mindestens ein Randpunkt von §,, existiert. 

Nun gibt es nach Voraussetzung eine Funktion /, die in R,, reguliir, 
in den Randpunkten von &,, aber wesentlich singular wird; d. h. insbesondere, 
f ist auf der Ebene s = s (t;) in den Punkten 

wl? + Jel? =r () 
regulir, in mindestens einem Punkte auf s = s (t,) mit |w 
singular. 

Auf s = s(t,) sind also die Voraussetzungen des Kontinuitiitssatzes !*) 
erfiillt; das aber heiBt, auf jeder Nachbarebene, also auch auf den Ebenen 
s = s(t)mit¢, [t= 4 + 6(6 > 0), liegt innerhalb |w|?+ |z|* << r(t) min- 
destens je ein singularer Punkt fiir f, also ein Randpunkt fiir den Bereich &,,, 
im Widerspruch zu dem eben gezeigten. 

R muB also sternartig und damit nach Satz 6 (Folgerung) ein Regularitats- 
bereich sein, w. z. b. w. 

Satz 8 Jit sich auf Hartogssche KGrper, wie folgt, iibertragen: 

Satz 8a. Ist der Grenzbereich R einer Hauptfolge |R,} von Regularitits- 
bereichen ein schlichter, einfach-zusammenhiingender Hartogsscher Kérper mit 
stetigem Rande, so ist R ein Regularititsbereich. 

Beweis. Zunichst schlieBt man wértlich wie in Satz 8 (man hat nur 
die Ebenen s = ~ = const durch die Ebenen w = const zu ersetzen), daB 
R ein vollkommener Hartogsscher Kérper ist. 


13) Vgl. Hartogs, Acta Math. 32, S. 68. 





24 |2l*< v(t) 
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Da ® ferner schlicht und einfach-zusammenhingend ist, ist die Pro- 
jektion r™ von ® ein einfach-zusammenhingendes, schlichtes Flaichenstiick 
der w-Ebene. Ist dann w’ = f (w) eine Abbildungsfunktion, die r™ in das 
Innere des Einheitskreises transformiert, so wird R durch die Transformation: 

w’ i(w), 2 =z 
auf einen vollkommenen Hartogsschen Kérper R* (dessen Rand wiederum 
stetig ist) abgebildet, der den Einheitskreis als Projektion hat. Die Be- 
reiche R, mégen bei dieser Transformation in die Bereiche R} iibergehen. 
Die KR? bilden dabei eine Hauptfolge von Regularititshereichen mit 
R* = lim FF. 

Da ferner jede Transformation 

w =rw, w= kz(\|k| >1; |r| > 1 und r—1 geniigend klein) 
den Bereich R* auf einen ihn umfassenden Hartogsschen Kérper abbildet, 
erfillt R* simtliche Voraussetzungen von Satz 7. R* — und damit auch R 
(als Bild von R*) — ist also ein Regularitatsbereich, w. z. b. w. 


§ 2. 
Eine notwendige Bedingung fiir eine Hauptfolge von Regularitits- 
bereichen, deren Grenzbereich kein Regularititsbereich ist. 
Zuvor zwei Begriffe aus der Theorie der Regularitatsbereiche "*): 
Definition a. Eine Menge K in einem Bereiche 8 regulirer Funk- 
tionen heiBt eine in B regulére Klasse, falls K mit einer Funktion f 
If 


1. deren Ableitungen — («= 1,2,...,m) und 


2. simtliche Funktionen A {f}” enthilt — A sei eine beliebige komplexe 


Konstante, p eine beliebige positive ganze Zahl. 

Definition b. KA sei eine in dem Bereiche % regulire Klasse; % sei 
der Durchschnitt aller Regularititsbereiche der Funktionen aus K. Der 
Bereich 8 heiBt ,,konvex in bezug auf die Klasse K** (K-konvex), falls folgcade 
Bedingungen erfiillt sind: 

1. B ist schlicht in bezug auf R; 

2. Ist B, irgendein ganz im Innern von % liegender Bereich und r, seine 
Minimaldistanz in bezug auf %,, so existiert zu jedem Punkte M aus 8%, 
dessen Randdistanz in bezug auf % kleiner als 7, ist, in K mindestens eine 
Funktion /, so daB |f (M)| > max | f (®,)|. 

Es gilt der wichtige Satz: 

Ein Bereich 8 ist dann und nur dann ein Regularititsbereich, falls er in 
bezug auf eine in B regulire Klasse konvex ist™). 


14) Vgl. Arbeit C-Th. 
15) Vgl. Satz 5 der Arbeit C-Th. 
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Mit Hilfe der beiden eingefiihrten Begriffe la8t sich jetzt leicht der folgende 
Satz beweisen, aus dem sich dann unmittelbar die gesuchte Bedingung er- 
geben wird. 


Satz 9. Ist {R,} eine Hauptfolge von Regularitatsbereichen mit R = lim RK, 
und jeder der Bereiche R, konvex in bezug auf je eine in dem Grenzbereich R 
noch reguliire Klasse, so ist R ein Regularititsbereich. 

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB ® konvex ist in bezug auf die Klasse K, 
aller in R reguliren Funktionen. 

Angenommen, ® wire nicht K,-konvex! 

Dann gibt es mindestens einen ganz im Innern von & liegenden Bereich R, 
und in ® mindestens einen Punkt M, dessen Randdistanz in bezug auf R 
kleiner als r, ist — r, sei die Minimaldistanz von ®, in bezug auf R —, so daB 
fiir jede in ® regulire Funktion /: 


(1) |f (M)| S |f (Ro)}. 


Nun sind simtliche ®, nach Voraussetzung konvex in bezug auf je eine in 
® regulare Klasse, enthalten ferner von einem festen », an den Bereich Ry 
ganz im Innern. Ist daher r, die Minimaldistanz von, in bezug auf R, (v= 1), 
so muB wegen (1) die Randdistanz von M in bezug auf R, mindestens gleich r, 
sein, das aber heiB®t, die Randdistanz von M in bezug auf ® ist mindestens 
gleich lim r, = r, im Widerspruch zu der obigen Annahme, w. z. b. w. 


Aus Satz 9 folgt sofort die gewiinschte Bedingung: 

Ist der Grenzbereich R einer Hauptfolge {R,} von Regularitdtsbereichen 
kein Regularititsbereich, so gibt es ein festes v, so dap in jeder Klasse K, in 
bezug auf welche irgendeiner der Bereiche R, (v => v) konvex ist, mindestens 
je eine Funktion existiert, die im Innern von R singuldr wird. 


§ 3. 
Rungesche Bereiche. 

Definition. Ein Bereich 8 heiBt ein Rungescher Bereich, falls jede 
in $ regulire Funktion sich in eine im Innern (d. h. in jedem abgeschlossenen 
Teilbereich) von 8 gleichmaBig konvergente Polynomreihe entwickeln laBt. 

In der Arbeit C-Th wurde gezeigt, daB sich der Satz der klassischen 
Funktionentheorie, nach dem jeder beliebige einfach-zusammenhangende Be- 
reich der z-Ebene ein Rungescher Bereich ist, nicht allgemein auf mehrere 
komplexe Verinderliche iibertragen laBt. Doch blieb dabei die Méglichkeit 
der Ubertragung fiir einfach-zusammenhingende Regularitdtsbereiche noch 
vollkommen offen**). 


16) Vgl. C-Th. 8S. 642. 
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Aus Satz 9 folgt unmittelbar fiir Rungesche Bereiche: 

Der Grenzbereich R einer Hauptfolge |R,} von Rungeschen Regularitéts- 
bereichen (R, << R,,,) ist stets ein Regularitatsbereich. 

Es ist nimlich jeder der Bereiche R, konvex in bezug auf eine Klasse 
von Polynomen. 

Fiir den Grenzbereich solcher Rungeschen Bereiche git dariiber hinaus: 

Satz 10. Der Grenzbereich ® einer Hauptfolge {B,} von Rungeschen 
Bereichen (B, << B,.,) ist wieder ein Rungescher Bereich. 

Beweis. Es sei e, eine monotone Folge positiver Zahlen mit lim e, = 0; 
ferner sei {SF} eine Hauptfolge mit der Eigenschaft, daB 8? < 8, fiir 
y = 1,2,... und lim 8? = lim 8, = 8. 

Ist dann / eine in 8, also erst recht in simtlichen 8, reguliire Funktion, 
so gibt es zu jedem ¢, und $F ein Polynom P, (z,,..., 2), so daB 


If (a, oo ey My) — P, (2, -- +s 2m) | < & 
fiir alle Punkte aus 8?. Da nach Annahme lim 8} = 8, erhalten wir so 
eine unendliche Folge von Polynomen P,, P,,..., P,,..., die in jedem ab- 
geschlossenen Teilbereich von 8 gleichmaBig gegen { konvergiert. Da / eine 


beliebige in $ regulire Funktion darstellte, ist hiermit die Behauptung 
bewiesen. 


(Eingegangen am 6. 5. 1932.) 
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Uber eine Verallgemeinerung der algebraischen 
Gleichungen. 
Von 


A. Wiman in Upsala. 


Zusammenfassung. 

Es werden unter Beschrinkung auf das reelle Gebiet Polynome in einer oder 
mehreren Verinderlichen behandelt, bei denen die Exponenten beliebige reelle Zahlen 
sind. Unter ziemlich allgemeinen Voraussetzungen wird gezeigt, daB fiir die Null- 
stellen dieser Polynome ahnliche Regeln wie bei den algebraischen Gleichungen gelten. 

1. In dieser Arbeit werden nur reelle GréBen in Betracht gezogen. In 
einer Gleichung 

k 
(1) » a; (¢ —a,)* = 0 

1 
werden also sowohl a,,@,,...,@; als a, a%,..., a, als reell vorausgesetzt. 
Es ist jetzt ohne weiteres klar, da8, falls n eine gerade ganze Zahl bezeichnet, 
(1) durch 


(2) Fa, |t —a,|" = 0 


ersetzt werden kann. LEbenso finden wir fiir eine ungerade ganze Zahl n, 
da8 (1) mit 


k 
(3) ¥ a, sgn (t —a,)-|t —a,|" = 0 
1 


iquivalent ist, wobei sgn « = + 1 oder — 1, je nachdem man z > 0 oder 
z< 0 hat. Die GréBen «, nehmen wir in der Reihenfolge a, < a, < ...< ay. 

Es ist hier ersichtlich, da man bei den Gleichungen (2) und (3) sich nicht 
auf gerade bzw. ungerade Gradzahlen n zu beschrinken braucht. Wir kénnen 
in der Tat in beiden Fallen fiir n eine beliebige reelle, rationale oder irrationale, 
Zahl annehmen. Doch setzen wir in dieser Arbeit der Bequemlichkeit halber 
n>0O. In gewissen Fragestellungen kann es aber vorteilhaft erscheinen, 
auch n < 0 zu nehmen. Ganz allgemein bezeichnen wir (2) als eine Gleichung 
von geradem Typus und (3) als eine Gleichung von ungeradem Typus. 

Nur wenn » eine rationale Zahl ist, definiert (1) eine algebraische Gleichung. 
Will man die Beziehungen dieser Gleichung zu (2) und (3) untersuchen, so 
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bekommt man drei Fille. Es sei erstens n = —— 
weiterhin, ganze rationale Zahlen bedeuten; hierunter subsummiert sich der 
Fall einer geraden ganzen Zahl n, naimlich fiir 6 = 0. Die Gleichung (2) ist 
dann als der reelle Faktor einer algebraischen Gleichung zu betrachten und 
fallt mit dieser Gleichung zusammen, wenn n eine gerade ganze Zah] bezeichnet. 
Dagegen fallt (3) in den verschiedenen Intervallen a, < ¢< a4, mit ver- 
schiedenen Gleichungen (1) zusammen. In ganz entgegengesetzter Weise 


; p . = _ 2a+1 
verhalt es sich fiir n = ba 


algebraischen Gleichung und fallt mit dieser Gleichung zusammen, falls 
man 6 = 0 hat, d.h. fiir eine ungerade ganze Zahl n. Dagegen wird hier (2) 
in verschiedenen Intervallen mit verschiedenen Gleichungen (1) identisch. 


wo a und 5b hier, wie 


Es wird dann (3) der reelle Faktor einer 


Letzteres ist im dritten Falle, wo man n = = hat, fiir sowohl! (2) als (3) 
zutreffend. 
Nun liegen im reellen Zahlengebiete sowoh! die rationalen Zahlen ven der 


. 2a 2a+1. . 
Gestalt oar sor] iiberal] dicht. Durch 


jede von diesen Zahlenmengen la8t sich mithin eine beliebige reelle Zahl n 
vermittels eines Dedekindschen Schnittes definieren. Hieraus laBt sich der 
SchluB ziehen, daB, wenn nur das reelle Gebiet beriicksichtigt wird, die 
Gleichungen (2) und (3) immer als Grenzgleichungen einer F olge von algebraischen 


Gleichungen aufgefaBt werden kénnen. 


als diejenigen von der Gestalt 





2. Die GréBe |x|" laBt sich auch in der Gestalt 


(sgn x- x)" 


schreiben, wo man, wenn n keine ganze rationale Zahl bedeutet, die positive 
Wurzel zu nehmen hat. Fiir die Ableitung erhalten wir jetzt 


nsgn x-(sgnz-z)"—! = nsgnz-|a2|"—?}. 


Hieraus erhalten wir, wenn wir die Ableitung der linken Seite von (2) gleich 
Null setzen, 


k 
»} 4, sgn (t — a,) \t —a,\*-! = 0. 
1 
In gleicher Weise bekommen wir aus (3) 
k 
D a,|t —a,|*—* = 0. 
1 


Die Ableitungen gehéren also abwechselnd zum geraden und ungeraden Typus. 


Die Ableitung kann als die Polare fiir den Punkt t = oo aufgefaft 
werden. Um die Polarenbildung allgemein einzufiihren, schreiben wir die 
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Gleichungen (2) und (3) homogen und bringen dieselben dadurch in die 
Gestalten 


k 
(2’) » 4, \t, — a, t,|" 0 
1 
bzw. 
i 
(3’) d} 4, sgn (t, — a, ty) |t, — a, t, |" 0. 


1 
Man kann sich dabei ¢, = 1 oder jedenfalls > 0 denken. Suchen wir hier die 
Nullstellen der ersten I laren in bezug auf einen Punkt (f, 1), so ergibt sich 
fiir (2’) 


A 
(4) Dd a;,(p x,) sgn (t, a; ty) jt, a, t,|"—! 0 
. 1 
und fiir (3’) P 
(5) da;(p a;) |e, a,t,j"—' = 0. 


I 

Bei der sukzessiven Polarenbilduny bekommt man mithin abwechselnd 
Gleichungen von geradem und ungeradem Typus. 

3. In den Gleichungen (2) und (3) kann man ¢ einer linearen Trans- 
formation unterwerfen. Wird dadurch etwa a, = o, so erhalt man als 
entsprechendes Glied der betreffenden Gleichung eine Konstante. Die Ab- 
leitung enthalt dann nur k — 1 Glieder. Nach k — 2 verschiedenen Schritten 
wird es also méglich sein, eine binomische Gleichung zu bekommen. Eine 
solche von ungeradem Typus hat nur eine Wurzel; ist aber der Typus gerade, 
so besitzt dieselbe entweder keine oder zwei Wurzeln. Nehmen wir nun an, 
es sei n > k — 2, so gelten offenbar fiir die Kette der sukzessiven Gleichungen 
dieselben Eigenschaften, durch welche das Budan-Fouriersche Theorem be- 
griindet wird. Unter dieser Voraussetzung fiir » finden wir also, daB die 
Gleichengen (3) end (6) Alchetion op vicle Worst wie Gli Bauial Mdet aul 
den linken Seiten auftretenden Glieder besitzen kinnen. In zwei Féllen wird 
iiberdies diese Anzahl auf k — 1 erniedrigt, néimlich fiir den geraden Typus, 
wenn k ungerade ist, und fiir den ungeraden Typus, wenn k gerade ist. 

Hat man bei dem ungeraden Typus 0< » < ], so ist die Ableitung 
vom geraden Typus und andert also nicht das Zeichen beim Ubergange eines 
Diskontinuititspunktes «,. Hieraus folgert man, da auch in diesem Falle 
die Ableitung wenigstens eine Wurzel zwischen je zwei Wurzeln der ur- 
spriinglichen Gleichung haben mu8. Man versteht hieraus, da8 bei der obigen 
SchluBweise in gewissen Fallen das binomische SchluBglied der Kette von 
Gleichungen eine Gradzahl zwischen 0 und —1 haben kann, so daB also 
das soeben hergeleitete Resultat bereits fiir n > k—3 giiltig bleibt. Der 
obige Satz betreffend die Beschrinkung der méglichen Anzahl von Wurzeln 
laBt sich demnach auf den Fall k —2>n> k—3 erweitern, falls die 
urspriingliche Gleichung dem geraden bzw. ungeraden Typus angehért, 
und k eine gerade bzw. ungerade ganze Zah] darstellt. 
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Wir nehmen an, es sei n eine ganze rationale Zah1 <— k-—3. Gehért 
dann zu einem geraden bzw. ungeraden n-Werte eine Gleichung von un- 
geradem bzw. geradem Typus, so kann der Fall eintreten, da8 die Gleichung 
in einem oder mehreren Intervallen, aber nicht in den anderen, identisch 
erfiillt wird. Man versteht aus diesem Beispiel, daB der obige Satz iiber die 
Maximalzah] der Wurzeln fiir niedrigere n-Werte nicht ohne Ausnahme 
giiltig sein kann. 


4. Unter anderen Problemen in der Invariantentheorie hat man dasjenige, 
daB man eine binare Form auf die Gestalt einer Summe einer gewissen Anzahl 
von Potenzen linearer Ausdriicke iiberfiihren soll. Es gilt hier der Satz, dab 
eine allgemeine binire Form von ungeradem Grade 2 « + 1 auf die Summe 
von uw +- 1 Potenzen reduziert werden kann; dabei lassen sich die zugehérigen 
linearen Ausdriicke durch die Zerlegung der sogenannten Kanonizante er- 
halten. Wiinscht man eine Darstellung durch » + 1 + o Potenzen, so stehen 
sogar co*¢ verschiedene Méglichkeiten zur Verfiigung. Soll nun die Dar- 
stellung durch reelle Potenzen ausfiihrbar sein, so folgt aus dem Satze der 
vorigen Nummer, daB, falls 2 1, + 1 Wurzeln der Form reell sind, dies durch 
weniger als 2,+ 1 Potenzen nicht méglich ist. Insbesondere hat man 
2+ 1 Potenzen nétig, wenn die Form lauter reelle Wurzeln besitzt. So 14Bt 
sich z. B. eine Form fiinften Grades mit fiinf reellen Wurzeln nicht durch 
weniger als fiinf reelle Potenzen darstellen. Man ersieht auch, daB die « + 1 
Wurzeln der Kanonizante nur dann simtlich reell sein kénnen, wenn unter 


den Wurzeln der Form wenigstens [“ ‘| Paare imaginar sind. 


Ist andererseits die binére Form von einem geraden Grade 2 yu, so ge- 
lingt ihre Darstellung durch »-+-1-+ 0 Potenzen limearer Ausdriicke in 
cot+2¢ verschiedenen Weisen. Sollen aber diese Potenzen simtlich reell 
sein, so folgt aus den Entwicklungen der vorigen Nummer, da8 mindestens 
ebenso viele Potenzen wie die Anzahl der reellen Wurzeln der Form erforderlich 
sind. Bei den oo’ Darstellungen einer Form vierten Grades durch drei Potenzen 
miissen also immer imaginire Potenzen auftreten, falls die Form vier reelle 
Wurzeln besitzt. 


5. Der Satz der dritten Nummer la8t sich erheblich verschirfen. Wir 
betrachten in der zyklischen Reihenfolge der Koeffizienten a,, dg, . . ., a,. . 
die Zeichenwechsel. Dabei miissen wir jedoch bei dem ungeraden Typus die 
Modifikation machen, daB das Paar a,,a, nicht bei Wechsel, sondern bei 
Permanenz der Zeichen mitgezihlt werden soll. Wir erhalten dann das 
folgende Theorem: 

Die Anzahl der Wurzeln von (2) ist gleich oder um eine gerade Zahl kleiner 
als die Anzahl der Zeichenwechsel in den Paaren a,, dy; Gy, Gg; . . .; Ge —1, Ay; By, Ay. 
Die Anzahl der Wurzeln von (3) ist gleich oder um eine gerade Zahl kleiner 


te 
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als die Anzahl der Zeichenwechsel in den Paaren ay, 4; Go, 43; ...} @—1, Oy} 
ay, — a4. 

Wie es sein soll, ist die erhaltene Anzahl von Wurzeln gerade oder un- 
gerade, je nachdem der Typus gerade oder ungerade ist. Fiir die Giiltigkeit 
des Satzes gelten betreffs der Gradzahl n dieselben Beschrinkungen wie 
in der dritten Nummer. 

Der Beweis des obigen Theorems folgt ganz einfach daraus, daB, wenn # 
in einem Interval] «,, «, , , mit Zeichenwechsel gewahlt wird, nach (4) und (5) 
dieser Wechsel fiir die erste Polare durch eine Permanenz ersetzt wird. Da 
dabei keine Anderung fiir die anderen Intervalle betreffend Zeichenwechsel 
oder Permanenzen eintritt, so lassen sich mithin die sukzessiven Polari- 
sationen so ausfiihren, daB jedesma] ein Zeichenwechsel verloren wird, und 
man am Ende eine Gleichung von geradem Typus mit lauter Permanenzen 
bekommt, die keine Wurzel haben kann. Da die Anzahl der Wurzeln bei einer 
Polarisation héchstens um Eins erniedrigt werden kann, so folgt hieraus das 
Theorem. 

Wie vorhin bemerkt, gilt der Beweis des Satzes fiir n > k —2 oder in 
gewissen Fillen »>k—23. Wahrscheinlich ist doch hiermit nicht der 
prizise Giiltigkeitsbereich des Theorems gegeben. Ein Beispiel, wo der Satz 
nicht gilt, gibt uns die Frage nach den Schnittpunkten einer geraden Linie 
mit einer Asteroide. Hierbei handelt es sich um eine Gleichung (2) mit 


k = 3, n = */3, welche vier Wurzeln besitzen kann. Es ist leicht zu sehen, 
daB allgemeiner bei einer Gleichung 
k—1 
(6) > 4|\t—a,\"—-a, = 0 
1 
Falle mit 2 (k — 1) Wurzeln auftreten kénnen. Wir nehmen 
By, Ag, .- -» M—3, Az > 0, A, + Gg+ ...+ Gy; — a > O, 


aber a, gréBer als jede Summe von k — 2 der iibrigen a;. Es sein > 0, jedoch 
so, daB n unbegrenzt abnehmen darf. Fiir » — 0 hat dann das linke Glied 
von (6) fiir jede der k — 1 Stellen ¢ = a,, a, .. ., a, eimen Grenzwert < 0, 
fiir jede andere Stelle aber einen Grenzwert > 0. Man erschlieBt hieraus, 
da8, wenn n hinreichend klein genommen wird, die Gleichung (6) in unmittel- 
barer Nahe jeder von diesen k —1 Stellen zwei Wurzeln, namlich auf jeder 
Seite je eine, haben muB. 

6. Auch in mehreren Verianderlichen kénnen wir verallgemeinerte 
Gleichungen von geradem und ungeradem Typus einfiihren. Die definierenden 
Relationen seien ganz einfach von der Gestalt 


k 

(7) > a, |x, \" == 0 

bzw. 2 

(8) > 4, sgn x, |2,|\" = 0. 
1 
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Hierbei kénnen wir entweder 2,, 2», ..., 2, als véllig unabhingige Verinder- 
liche betrachten oder zwischen denselben eine Anzahl von h <= k — 2 linearen 
Relationen annehmen. Die in solcher Weise durch eine Relation (7) definierte 
Mannigfaltigkeit heiBe von geradem T'ypus und die durch eine Relation (8) 
definierte von ungeradem Typus. Der Fall h = k — 2 fihrt offenbar auf die 
schon behandelten Gleichungen (2) und (3). Fiir h = k —3 erhalt man eine 
ebene Kurve und fiir h = k —4 eine Fliche im dreidimensionalen Raume. 
Hat man endlich h < k — 4, so werden durch (7) und (8) Hyperflichen in 
einem Raume von k—hA—1 Dimensionen definiert. 


2¢ . ° . 
Wie unter |. gilt allgemein, daB fiir n Ta die Mannigfaltigkeit (7) 


- . = 2a+1 . ~ 
von geradem Typus algebraisch ist, und daB fiir n = 5;~— dieselbe Kigen- 


schaft der Mannigfaltigkeit (8) von ungeradem Typus zukommt. Fiir andere 
rationale n-Werte gehéren die Mannigfaltigkeiten (7) und (8) in verschiedenen 
durch die Koordinatenebenen z; = 0 begrenzten Bereichen zu verschiedenen 
algebraischen Mannigfaltigkeiten. Da aber die rationalen Zahlenmengen 


. 2a 2a+) . ; ‘ , . ‘ 
von den Gestalten ——— und ——— beide iiberall dicht liegen, so ist dieselbe 
26+1 26+1 , 


Eigenschaft den algebraischen Mannigfaltigkeiten (7) und (8) zuzuerkennen. 
Man kann daher, unabhingig davon, ob der Grad n rational oder irrational 
ist, jede Mannigfaltigkeit (7) oder, (8) als Grenzmannigfaltigkett evner Folge 
von algebraischen Mannigfaltigkeiten betrachten. 

Eine erste Frage betreffend die in der obigen Weise definierten Mannig- 
faltigkeiten (7) und (8) bezieht sich auf die Méglichkeiten der Zusammenhangs- 
verhiltnisse. Es ist hier von Bedeutung, daB sich n kontinuierlich variieren 
laBt. Gibt es keine lineare Relation zwischen den Verinderlichen, so findet 
man leicht, daB der Zusammenhang der Mannigfaltigkeit bei dieser’ Variation 
nicht geindert wird. Bei dem ungeraden Typus hat man demnach in dieser 
Hinsicht Ubereinstimmung mit der Hyperebene, und bei dem geraden Typus 
mit den quadratischen Mannigfaltigkeiten. 

Bei der Annahme, da8 eine einzige lineare Relation zwischen den Ver- 


k 
anderlichen besteht, der man die Gestalt 3’2; = 0 geben kann, ist es vorteil- 
1 


haft, die Koeffizienten a; in anderer Weise auszudriicken. Ersetzt man 
nimlich a, durch +c; “~”, wo ¢, eine positive GréBe bedeutet, so ergibt 
sich ohne Schwierigkeit, daB der Zusammenhang bei Variation von n und 
festbleibenden c, nicht geiindert wird. Auch in diesem Falle gelten also fiir 
den geraden Typus dieselben Méglichkeiten des Zusammenhanges wie bei 
den quadratischen Mannigfaltigkeiten. Fiir den ungeraden Typus ist es hier 
von Bedeutung, daB sich die geiinderte Schreibweise der Koeffizienten im 
Fallen = 1 nicht ausfiihren 148t. Wir kénnen aber hier die Zusammenhangs- 
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verhaltnisse bei den kubischen Mannigfaltigkeiten (n = 3) studieren. Da 
der kontinuierliche Ubergang iiber n = 1 nicht gelingt, so muB bei einer 
linearen Relation der Fall 0< n< 1 besonders untersucht werden. 

Die Kurven (k = 4, h = 1), welche also hetreffs des Zusammenhangs 
mit den gewdhnlichen kubischen Kurven iibereinstimmen sollen, sind, 
wenigstens fiir » > 2, in reeller Hinsicht von der Ordnung 3. Dagegen 
kénnen die Flachen (k = 5, h = 1), welche in einem dhnlichen Verhiltnisse 
zu den gewoéhnlichen kubischen Flichen stehen, wenigstens im allgemeinen, 
fiinf reelle Schnittpunkte mit einer geraden Linie besitzen. Bei den kubischen 
Flachen hat man nun fiinf Haupttypen. Unter diesen sind vier einteilig 
mit bzw. 27, 15, 7 und 3 geraden Linien. Die fiinfte ist zweiteilig mit 3 geraden 
Linien. Fiir unsere verallgemeinerte Flichen existieren die entsprechenden 
fiinf Haupttypen. Man kann aber hieraus keinen Schlu8 auf die Existenz 
gerader Linien auf den Flichen ziehen, was nach den Untersuchungen von 
C. Juel der Fall sein sollte, wenn dieselben héchstens drei Schnittpunkte 
mit einer geraden Linie hitten. 


7. Bei der Beschaftigung mit den W-Kurven bin ich auf eine andere 
Methode, die algebraischen Gleichungen zu verallgemeinern, aufmerksam ge- 
worden. Auch hier gilt die Beschrinkung auf das reelle Gebiet. Es sei f(t) = 0 
eine gewohnliche algebraische Gleichung. Es gilt dann fiir die paaren und 
unpaaren Glieder von f (t) 


(9) c," = o,|¢|*" 
bzw. 
(10) d,t9"+1 = d,sgnt-jt|?#*+?, 


Nun behalten die rechten Glieder von (9) und (10) ihre klare Bedeutung, 
wenn die Exponenten 2 »y und 24-+ 1 durch beliebige positive Zahlen x, 
und A, ersetzt werden. Man betrachte also ganz allgemein eine Gleichung 
{ (t) = 0, wo f(t) sowohl Glieder von geradem Typus 


(11) c, |t|* 
als solehe von ungeradem Typus 
(12) d,, sgn t - |t|** 


enthalten kann. Wir denken uns diese Glieder, wie bei einer gewéhnlichen 
Gleichung, nach abnehmenden Exponenten x,, A, geordnet. Ein hinzu- 
kommender gemeinsamer Faktor sgnt vertauscht offenbar die Rolle der 
Glieder von geradem und derjenigen von ungeradem Typus. Das letzte 
Glied soll natiirlich vom geraden Typus sein und daher den Exponenten 0 
haben, so daB dieses Glied nicht verschiedene Zeichen fiir t->>0 und 
t <0 bekommt. 
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Wir betrachten jetzt die verschiedenen Paare aufeinanderfolgender 
Glieder. Dabei hat man die folgenden Méglichkeiten. 

1. Beide Glieder sind entweder von geradem oder von ungeradem Typus. 
Von solchen Paaren mégen o, mit demselben und 9, mit verschiedenen Zeichen 
der Koeffizienten existieren. 

2. Ein Glied ist von geradem und das andere von ungeradem Typus. 
Von solchen Paaren mégen o, mit demselben und o, mit verschiedenen Zeichen 
der Koeffizienten existieren. 

Fiir eine gewéhnliche Gleichung, wo die x, gerade und die A, ungerade 
ganze Zahlen bezeichnen, lehrt die Zeichenregel von Descartes, da8 héchstens 
02+ 6 positive und p,+ 6, negative Wurzeln existieren kénnen. Man 
beweist leicht, daB dieselbe Regel auch im allgemeinen Falle giiltig bleibt. 

Wenn nimlich in einer solchen verallgemeinerten Gleichung samtliche 
Exponenten rational sind, und dies in der Weise, daB jeder Exponent x, die 

2a 2a+1 
2641 26+1 
Gleichung in reeller Hinsicht als mit einer algebraischen Gleichung aquivalent 
zu betrachten. Nun la8t sich natiirlich immer ein Exponent x, als Grenzwert 


hat, so ist die 





Gestalt und jeder Exponent 4, die Gestalt 


2a : 
soe erhalten, und in der 


entsprechenden Weise bekommt man einen beliebigen Exponenten A, durch 


einer Folge von rationalen Zahlen der Gestalt 


. zs 2a 1 " . 
rationale Zahlen e- Hieraus schlieBt man, daB, wenn nur auf das reelle 


Gebiet Riicksicht genommen wird, jede Gleichung der hier bezeichneten Art 
als die Grenzgleichung einer Folge von algebraischen Gleichungen auf- 
gefaSt werden kann. 

Sind nun die Exponenten x, und A, in der obigen Weise rational, und ist N 
das kleinste gemeinsame Vielfache aller Nenner, so kann man die Substitution 
t = rt’ machen und erhilt dann eine Gleichung F(t) = 0 mit ganzen 
rationalen Exponenten, also eine gewéhnliche algebraische Gleichung. Unter 
den gedachten Voraussetzungen ist N eine ganze rationale ungerade Zahl. Da 
nur reelle GréBen in Betracht kommen, ist mithin der Zusammenhang 
zwischen ¢ und t umkehrbar eindeutig. Fiir die Gleichung F(t) = 0 erhilt 
man unmittelbar durch Anwendung der Zeichenregel von Descartes die oben 
gegebenen Maximalzahlen der positiven und negativen Wurzeln. Dieses 
Resultat laBt sich dann auf die entsprechende Gleichung in ¢ und durch 
Grenziibergang auf eine allgemeine Gleichung / (t) = 0 iibertragen. 


(Eingegangen am 11. 7. 1932.) 
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Zur algebraischen Geometrie. I. 


Gradbestimmung von Schnittmannigfaltigkeiten einer beliebigen 
Mannigfaltigkeit mit Hyperflachen. 


Von 


B. L. van der Waerden in Leipzig. 


In drei friiheren Annalenarbeiten') habe ich einige algebraische und 
topologische Begriffe und Methoden entwickelt, die der mehrdimensionalen 
algebraischen Geometrie zugrunde gelegt werden kénnen. Der Zweck der 
jetzigen Serie von Abhandlungen ,,Zur algebraischen Geometrie“ ist, die 
Anwendbarkeit dieser Methoden auf verschiedene algebraisch-geometrische 
Probleme darzutun. Der Inhalt der ersten beiden unter *) zitierten Arbeiten, 
der in der Hauptsache auch in mein Buch ,,Moderne Algebra“ II, Berlin 1931, 
Kapitel 13 iibergegangen ist, wird immer als bekannt vorausgesetzt, der der 
dritten Arbeit nur dort, wo topologische Methoden zur Anwendung kommen. 


Die Frage nach den Gradzahlen der Schnittmannigfaltigkeiten algebra- 
ischer Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimension im projektiven Raum laBt 
sich mit topologischen Methoden erschépfend beantworten (vgl. die dritte 
der unter ') zitierten Arbeiten). Es scheint mir jedoch methodisch von 
Wichtigkeit, da8 der wichtigste Spezialfall, wo nur eine der zu schneidenden 
Mannigfaltigkeiten beliebige Dimension hat, die anderen dagegen Hyper- 
flichen (d.h. von der Dimension n—-1) sind, sich mit relativ einfachen 
algebraischen Methoden behandeln laBt. Ich habe die Untersuchung dieses 
Falles mit Hilfe der Hilbertschen charakteristischen Funktion und den 
E. Noetherschen Kompositionsreihen von Idealen in einer friiheren Arbeit *) 
durchgefiihrt. In dieser Arbeit soll nun eine einfachere Begriindung mit einem 
Minimum an ideaitheoretischem Aufwand gegeben werden). 


1) Math. Annalen 96, S. 183—208; 97, S. 756—-774; 102, S. 337—362. Diese 
Arbeiten werden im folgenden immer mit ihren abgekiirzten Titeln: ,,Nullstellen- 
theorie“, ,,Multiplizitatsbegriff*‘ und ,,Topologische Begriindung“ zitiert. 

2) Proc. Kon. Ak. Amsterdam 81 (1927), 8. 749—770. 

%) Die Methode dieser Arbeit ist verwandt mit der in meiner ,,Verallgemeinerung 
des Bézoutschen Theorems‘, Math. Annalen 99 (1928), S.497—541, angewandten, 
edoch sehr vereinfacht. 
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Man sieht zunichst leicht ein, daB die Berechnung einer Gradzahl auf 
die einer Schnittpunktszahl zuriickgefiihrt werden kann, indem man noch 
eine gewisse Anzahl] von allgemeinen linearen Gleichungen hinzunimmt. Um 
nun die Schnittpunktszahl zu bestimmen, bedient man sich der Methode der 
,,relationstreuen Spezialisierung“, die in der unter ') zitierten Arbeit ,,Multi- 
plizitatsbegriff erklirt wurde, durch die man aus den Lésungen eines all- 
gemeinen Problems solche eines spezialisierten Problems erhilt. Es handelt 
sich dabei um solche Probleme, di¢ durch homogene Gleichungssysteme ge- 
geben werden, in denen auBer den Unbekannten noch Parameter vorkommen, 
die nachher spezialisiert werden. In unserem Fall wird das Gleichungssystem 
gegeben durch die Gleichungen einer r-dimensionalen Mannigfaltigkeit M, 
und r weitere Gleichungen, F, = 0,...,¥, = 0, welche r Hyperflichen 
definieren. Die Hyperflachen werden zunichst als ,,allgemeine“ angenommen 
und dann so spezialisiert, daB sie je in so viele allgemeine Hyperebenen zerfallen, 
als ihr Grad betrigt. Bei dieser Spezialisierung ist die Anzahl der Schnitt- 
punkte offenbar gleich dem Produkt der Gradzahlen von M, und den Hyper- 
flichen. Wenn man also noch nachweisen kann, da8 bei der relationstreuen 
Spezialisierung keine Schnittpunkte zusammenriicken und keine neuen 
Schnittpunkte hinzukommen, kurz: da8 die Multiplizitéten gleich Eins 
sind, so folgt, da8 auch im allgemeinen Fall die Anzahl der Schnittpunkte 
gleich dem Produkt der Gradzahlen ist. Dieser Nachweis gelingt nun unter 
Zuhilfenahme einer typischen idealtheoretischen Betrachtung, welche zeigt, 
da8 das zum Gleichungssystem gehérige Ideal (p, F,,...,F,), wo p das 
zugehérige Ideal der Mannigfaltigkeit M, ist, sowohl fiir allgemeine F, als 
auch nach der Spezialisierung der F, zu Produkten in lauter verschiedene 
Primideale zerfillt. 

Der hier skizzierte Beweis wird in §1 und 2 naher ausgefiihrt. In §3 
wird eine fiir die Anwendung sehr wichtige Verallgemeinerung vorgenommen, 
indem Mannigfaltigkeiten aus Punktepaaren, Punkttripeln usw. betrachtet 
werden: das fiihrt zum Begriff eines ,,mehrfach-projektiven Raumes“. 
Insbesondere erhalt man hier eine Methode zur Bestimmung der Lésungs- 
anzahlen von homogenen Gleichungssystemen in mehreren Variablenreihen. 
Fiir dieses Problem ist man auf die hier benutzten abzihlenden Methoden 
angewiesen, weil eine Resultantentheorie fiir mehrfach-homogene Formen 
bisher fehlt. Die Niitzlichkeit dieser Untersuchungen wird in §4 an einigen 
Beispielen gezeigt. 

Was die algebraischen Voraussetzungen der Untersuchungen betrifft: 
es wird ein ganz beliebiger Kérper als Grundkérper angenommen, dem im 
Laufe der Untersuchungen verschiedene Unbestimmte adjungiert werden; 
die Koordinaten der betrachteten Punkte sind dann immer einem passenden 


algebraischen Erweiterungskérper des mit Unbestimmten erweiterten Grund- 
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kérpers zu entnehmen. Wir nehmen zunichst einmal an, daB alle vorzu- 
nehmenden algebraischen Erweiterungen separabel sind. Fiir Charakteristik 
Null trifft das natiirlich immer zu, anderenfalls nicht immer. Wir werden 
aber sehen, da im Fall eines vollkommenen Grundkérpers und des (einfach-) 
projektiven Raums die Voraussetzung der Separabilitat, wo wir sie brauchen, 
auch erfiillt ist. 


§ 1. 
Schnittpunkte einer Kurve und einer Hyperfliche. 


Die Anzahl der Schnittpunkte einer unzerlegbaren algebraischen Kurve C 
vom Grade | und einer Hyperfliche F = 0 vom Grade m im projektiven Raum 
P,, ist mit funktionentheoretischen Hilfsmitteln u. a. yon Hensel und Lands- 
berg*), mit geometrisch-funktionentheoretischen Methoden von Zeuthen), 
mit idealtheoretischen von Lasker*) und mir*) bestimmt worden. Hier soll 
gezeigt werden, da8 man mit dem Begriff der relationstreuen Spezialisierung 
und mit einem idealtheoretischen Hilfssatz allein auskommt. 

Es sei zunichst F eine allgemeine Form m-ten Grades mit unbestimmten 
Koeffizienten up, ..., %,, und die verschiedenen Schnittpunkte von F = 0 
mit C seien X®,..., X. (DaB Schnittpunkte vorhanden sind, kommt bei 
den folgenden Beweisen als Nebenergebnis mit zum Vorschein.) Bei einer 
Spezialisierung der allgemeinen Form F zu irgendeiner Form G gibt es nun, 
wenn G = 0 die Kurve nicht ganz enthilt, ein System von g Schnitt- 
punkten Y®,..., Y@ derart, daB alle algebraischen Relationen, welche 
zwischen den u, und X bestehen, bei der Spezialisierung F + G, X@ + YO 
erhalten bleiben. Die Zahl, die angibt, wie oft irgendein Schnittpunkt Y 
in diesem System vertreten ist, heiBt die Multiplizitdt dieses Schnittpunktes. 
Wir beweisen nun zunichst: 

Die Multiplizitiit eines Schnittpunktes Y kann niemals Null sein. 

Beweis. Nach Satz 5 der unter *) zitierten Arbeit ,,Multiplizitits- 
begriff ist die Behauptung bewiesen, sobald gezeigt ist, daB es einen Schnitt- 
punkt X der Kurve C mit der allgemeinen Hyperfliche F = 0 gibt derart, 
daB X — Y, F +G eine relationstreue Spezialisierung ist. Sind 7%, ..., %na 
die Koordinaten von Y, so kénnen wir z. B. yj + 0 annehmen und durch 
No = 1 zu inhomogenen Koordinaten iibergehen. Durch die Substitution 
Zq = 1 mégen die Formen F und G in Polynome f und g iibergehen. Ist uy 
das konstante Glied von f und v, das von g, so setzen wir 


f = Up + fo; J = + Jo 


*) Hensel und Landsberg, Theorie der algebraischen Funktionen einer Variablen, 
Leipzig 1902. 
H. G. Zeuthen, Abzihlende Methoden der Geometrie, Leipzig 1914, S. 30, 
E. Lasker, Math. Annalen 60 (1905), S. 20—116. 


R* 
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Die Koeffizienten u,,..., u, von fy denken wir zum Grundkérper K 
adjungiert; der so erweiterte Kérper heiBe K*. 

Ist {&,,..., &,} ein allgemeiner Punkt der Kurve C, so ist /,(&,, ..., &,) 
sicher keine Konstante des Funktionenkérpers K*(é,, ..., &,), weil f ein all- 
gemeines Polynom war; also kann man f, (&) als unabhiangige Verinderliche 
des Kérpers annehmen, von der die iibrigen Kérperelemente algebraische 
Funktionen sind. Man kann dann auch f, (¢) = — u, setzen, da eine unab- 
hingige Variable durch jede andere Unbestimmte ersetzt werden kann. So 
hat man einen-allgemeinen Punkt der Kurve C erhalten, welcher zugleich eine 
Nullstelle von { = u, + fy ist. 

Wenn nun eine Relation 


®D (tig, 4, - . -» Ma, &, -- +, &_) = O 
besteht, so bleibt diese Relation giiltig, wenn man zunichst u, durch — /,(&), 
sodann den allgemeinen Punkt £ durch den speziellen Kurvenpunkt », 
schlieBlich die Unbestimmten u,,...,u, durch v,,...,v, ersetzt. Man 
erhilt so: 

D (— go (nm), My, ~~ +> Vas My» - + +> Nn) = O. 
Nun ist g(7) = 0, also v + gy(7) = 0, daher 
D (Gq, Oy, - - +> Uns Mas - - +» H,) = O. 


Also ist X- Y, F +G@ in der Tat eine relationstreue Spezialisierung. 

Aus dem Bewiesenen folgt, daB die Anzahl der Schnittpunkte im Spezial- 
fall héchstens gleich der Anzahl g im allgemeinen Fall ist. Um nun die Anzahl 
im allgemeinen Fall zu bestimmen, spezialisieren wir zuniichst die Form F so, 
daB sie in ein Produkt von m unabhingigen allgemeinen Linearformen zerfillt. 
Bei dieser Spezialisierung ist die Anzahl q’ der Schnittpunkte offensichtlich 
gleich dem Produkt | - m der Gradzahlen von F und C. Also folgt 
(1) q =l-msq. 

Um nun andererseits g’ > q¢ zu beweisen, ziehen wir einen idealtheoreti- 
schen Hilfssatz heran, der so lautet: 

p sei ein eindimensionales Primideal in K [2,, ...,%,] = K[z]. f set 
ein Polynom in den x, in welchem wenigstens das konstante Glied eine von den 
iibrigen Koeffizienten unabhingige Unbestimmte u, ist. Der Kérper, der aus K 
durch Adjunktion aller Koeffizienten von f{ entsteht, mége Q heiBen; po sei das 
von p erzeugte Ideal in Q[z}. Wir setzen voraus, daB po wieder ein Prim- 
ideal ist. Dann ist (po, f) ein Primideal in Q{7], und zwar entweder das 
Einheitsideal oder ein nulldimensionales Primideal. Im letzteren Fall sind alle 
Nullstellen von (po, f) konjugiert in bezug auf 2, und thre Anzahl ist gleich dem 
Grad deg Ideals (po, {), d.h. gleich der Anzahl der linear-unabhdngigen Rest- 
klassen nach diesem Ideal. 
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Beweis. Wir setzen f = %)-+- fo. Ein Produkt 2-5 von Polynomen 
aus 2[2,,..., £,] sei durch (po, f) teilbar. Wir kénnen a und 6 als ganz- 
rational in u» annehmen und schreiben, um die Abhingigkeit von u, hervor- 
zuheben, @ (Up), 2)- b (uo, z). Ersetzen wir nun iiberall wu) durch — f,, so wird 
f = 0 und unser Produkt a-b wird durch po teilbar. Also mu8 einer der 
Faktoren es sein, etwa 


a (— fg, &) = 0 (po). 
Daraus folgt 


@ (Up, 2) = 0 (Po, fo + tt). 

Also ist (po, f) ein Primideal, echter Teiler von po und somit von kleinerer 
Dimension’). Wenn (po, f) nicht das Einheitsideal ist, so ist es null- 
dimensional. Seine Nullstellen sind dann konjugiert’”) zu einer einzigen 
Nullstelle 7. Da wir hier annehmen, da8 wir es nur mit separablen KGrper- 
erweiterungen zu tun haben, ist die Anzahl der konjugierten Nullstellen 
gleich dem Grad des Kérpers 2(7) tiber 2. Dieser Kérper ist’) aber isomorph 
dem Restklassenring 2 [z}/(po, f), somit ist die Anzahl der Nullstellen gleich 
der Anzahl der linear-unabhingigen Restklasseri, womit der Hilfssatz be- 
wiesen ist. 

Die im Hilfssatz gemachte Voraussetzung, da8 p beim Ubergang zu po 
Primideal bleibt, ist stets erfiillt, wenn 2 durch Adjunktion von Unbestimmten 
an K entsteht, also insbesondere, wenn / ein allgemeines Polynom vom 
Grade m ist, und zwar hat in diesem Fall, wie wir schon wissen, das Ideal 
(po, f) immer Nullstellen, deren Anzahl nach dem Hilfssatz gleich dem Grad 
des Ideals (po, f) ist. Dasselbe gilt nun aber auch, wie wir zeigen wollen, 
wenn / ein Produkt von m allgemeinen Linearfaktoren ist: 

fo=ii,...h,. 

Das Idealprodukt (po, l,)- (po, ls), ..., (Po, ln) ist offenbar teilbar 
durch (po, f), welches Ideal seinerseits durch alle Ideale (po, 1,), also auch 
durch ihr K. G. V., welches d heiSen mége, teilbar. Die Ideale (po, J,) sind 
aber paarweise teilerfremd, da die endlichvielen Nullstellen von (po, !) nicht 


gleichzeitig Nullstellen von (po, 1) sein kénnen; also ist Produkt = K. G. V. 
und daher 


IT (es, l,) = (Po, f) = bd. 


Daraus folgt nun bekanntlich vermége der additiven Zerlegung des 
Restklassenringes nach (po, /) in Ringe, die zu den Restklassenringen nach 
den einzelnen (po,/,) isomorph sind*), daB der lineare Rang jenes Rest- 
klassenringes gleich der Summe der linearen Riinge der Restklassenringe nach 


7) Vgl. ,,Nullstellentheorie“ § 3, oder ,,Moderne Algebra‘ II. § 90. 
8) Siehe etwa ,,Moderne Algebra“ II, § 85. 
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den Primidealen (po, I,) ist®). Diese Range sind andererseits nach dem Hilfs- 
satz gleich den Anzahlen der Nullstelien dieser Primideale, also ist der Grad 
des Ideals (po, /) gleich der Anzahl der Nullstellen von, allen diesen Prim- 
idealen zusammengenommen, d.h. gleich der Anzahl der Nullstellen des 
Ideals (po, /),. wie wir zeigen wollten. 

Nun sei $ das zugehérige Primideal der Kurve C, erzeugt von allen 
Formen in Zp, . . ., Z,, welche auf C Null werden, und es sei F eine allgemeine 
Form vom Grade m, die rachher zu einem Produkt von Linearformen spezi- 
alisiert wird. Die uneigentliche Ebene z, = 0 hat nur endlichviele Schnitt- 
punkte mit der Kurve; diese sind natiirlich nicht gleichzeitig Nullstellen 
der allgemeinen Form F; also kénnen wir durch die Substitution z =: 1 zu 
inhomogenen Koordinaten iibergehen: das Ideal $8 mége dadurch in p und F 
in f tibergehen. Nach unserem Hilfssatz ist die Anzahl g der Schnittpunkte 
von Kurve und Hyperflache, d. h. die Anzahl der Nullstellen des Ideals (po, f) 
gleich dem Grad dieses Ideals, d. h. gleich der Anzahl der mod (po, /) linear- 
unabhangigen Polynomen. Macht man nun diese Polynome wieder homogen, 
80 folgt leicht, daB dieselbe Zahl g auch gleich der Anzahl der modulo (Po, F) 
linear-unabhangigen Formen eines geniigend hohen Grades g ist. Ebenso ist, 
wenn man die Form F zu einem Produkt L, L,...L,, von allgemeinen 
Linearformen spezialisiert, die Anzahl q’ der Schnittpunkte im Spezialfall 
gleich der Anzahl der mod (Po, L, ...Z,,) linear-unabhangigen Formen. 

Wir wollen nun zeigen, da8 die Anzahl der mod (Po, F) linear-unab- 
hangigen Formen bei einer beliebigen Spezialisierung der Koeffizienten von F 
niemals kleiner werden kann, woraus dann sofort die gewiinschte Ungleichung 
(2) ¢=4 
folgt. Das ist aber sehr einfach: Wire die genannte Anzahl von Formen 
g-ten Grades bei der Spezialisierung kleiner geworden, so wire die Anzahl 
der linear-unabhangigen Formen g-ten Grades im Ideal gréBer geworden. 
Nun kann man aber ein volles System von Formen g-ten Grades im Ideal 
in der Weise erhalten, da3 man die Basisformen des Ideals mit allen Potenz- 
produkten geeigneten Grades der z, multipliziert. Die Anzahl der linear- 
unabhangigen unter diesen Formen ist dann der Rang ihrer Koeffizienten- 
matrix. Dieser Rang nun kann bei einer Spezialisierung von Unbestimmten 
niemals gréBer werden. Damit ist die Ungleichung (2) bewiesen. 

Aus (1) und (2) folgt: Die Anzahl q der Schnittpunkte einer allgemeinen 
Hyperfliche F = 0 mit einer irreduziblen Kurve C ist gleich dem Produkt l-m 
der Gradzahlen. 


*) Statt Anzahlen von Restklassen abzuzihlen, kann man natiirlich auch Anzahlen 
von unabhadagigen Gleichungen abzahlen, welche ein Polynom zu erfillen hat, um dem 
Ideal (p, /) anzugehdren; das Endergebnis ist dasselbe. Vgl. F. S. Macaulay, Cambridge 
Tracts 19, Kap. IV. 
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Die Summe der Multiplizitaéten der Schnittpunkte in jedem Spezialfall 
ist natiirlich auch gleich dem Produkt der Gradzahlen. DaB die Multipiizititen 
niemals Null sein kénnen, sahen wir schon. 

Die Voraussetzung, daB ausschlieBlich separable Kérpererweiterungen vorkommen 
sollten, wurde im vorangehenden zweimal benutzt; namlich um fiir die Primideale 
(Po» L, ) und (Po» f) zu schlieBen, daB der Grad des Nullstellenkérpers 2 (7) gleich der 
Anzahl der zu 7 konjugierten Nullstellen ist. Ware nur im Fall (po, /) der Kérper 2(n) 
iiber 2 inseparabel, so wire das nicht schlimm: Die Anzahl q der Nullstellen wiirde 
kleiner werden und die Ungleichung (2) wiirde um so mehr gelten. Wesentlich geht 
aber in den Beweis von (2) die Voraussetzung ein, daB im Fall (po, L) der Kérper 2(7) 
iiber 2 separabel ist; dabei war 7 eine allgemeine Nullstelle von p, es waren u,, . . ., Un 
Unbestimmte und uw, = —4u,9,—..-—Unyn- DaB diese Voraussetzung bei voll- 
kommenem Grundkérper K wirklich zutrifft, habe ich friiher!®) bewiesen. Die Ergebnisse 
dieses Paragraphen sind also allgemein giiltig. Dasselbe gilt von § 2, nicht aber von § 3, 
da dort im Fall einer Primzahlcharakteristik wirklich inseparable Erweiterungen 
auftreten kénnen. 


§ 2. 
Sehnitt einer Mannigfaltigkeit mit Hyperflichen. 

M, sei eine r-dimensionale Mannigfaltigkeit in P,, vom Grade Il, und 
F, = 0, F, = 0, ..., F, = 0 seien r allgemeine Hyperflichen der Grade 
m,,..., m,. Dann kann man fast wértlich wie in § 1 beweisen, da8 die Anzahl 
der Schnittpunkte von M, mit diesen Hyperflichen endlich und gleich dem 
Produkt /m,...m, der Gradzahlen ist. Ich ziehe es aber vor, das vor- 
liegende Problem durch das folgende sukzessive Verfahren auf den in §1 
erledigten Spezialfall zuriickzufiihren: Man schneidet zuerst M, mit der 
(allgemeinen) Hyperfliche F, = 0; das ergibt eine Mannigfaltigkeit M,_,, 
von der wir beweisen werden, daB sie (in bezug auf den Kérper 2, der aus K 
durch Adjunktion aller Koeffizienten von F, entsteht) irreduzibel und 
(r — 1)-dimensional ist und den Grad /- m, hat. Schneidet man dann in der- 
selben Weise M,_, mit F, = 0, usw., so findet man ohne weiteres die gesuchte 
Zahl lms... m,. 

Ist $$ das zugehérige Primideal von M, und nimmt man in $ und F 
die Substitution z, = 1 vor, wodurch sie in p und f iibergehen, so beweist 
man, wie in §1 (Hilfssatz), daB (po, f,) ein Primideal ist. Da-aus folgt die 
Irreduzibilitat desjenigen Teils von M,_,, der sich nicht in der uneigentlichen 
Ebene z) = 0 befindet. Da aber diese Ebene z) = 0 durch jede andere 
Hyperebene ersetzt werden kann, so folgt die Irreduzibilitét von M,_.,. 

Diese gilt natiirlich auch dann, wenn statt F, eine allgemeine Linear- 
form J, genommen wird. Schneidet man nun M, sukzessiv mit den linearen 
Raumen L, = 0, L, =0,..., 2,=0, so erhilt man lauter (relativ-) 


10) Math. Annalen 99 (1928), S. 520, Hilfssatz 1. Vgl. auch Satz 27,2 ebenda, 
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irreduzible Mannigfaltigkeiten von abnehmender Dimension. Zum SchluB 
ist aber die Schnittpunktszahl endlich und gleich dem Grad | von M, nach 
Definition dieses Grades™), also war nach r— 1 Schritten eine irreduzible 
Kurve vom Grade / da. Diese schneidet die allgemeine Hyperfliche F, = 0 
nach §1 in /m, Punkten. Also ist der Schnitt M,_, von M, mit F, = 0 
eine irreduzible Mannigfaltigkeit, die von einem allgemeinen linearen Raum 


L,=0,..., D,-, = 0 in genau /-m, Punkten geschnitten wird, woraus folgt, 
daB M,_ , die Dimension r—1 und den Grad /m, hat, wie wir beweisen wollten. 
Werden die Formen F,, ..., F, spezialisiert, so erhalt, falls nicht der 


unangenehme Ausnahmefall unendlichvieler Schnittpunkte eintritt, jeder 
Schnittpunkt eine gewisse Multiplizitat, und die Summe dieser Multiplizitaten 
ist Lm,...m,. Da®B die Multiplizitaten nicht Null sind, folgt genau so wie 
in §1 (vgl. auch den analogen Beweis im Fall linearer F; an der unter *) 
zitierten Stelle). 


Wir gehen jetzt zum Fall iiber, daB eine Mannigfaltigkeit M, mit s (< r) 
Hyperflichen F, = 0, ..., F, = 0 geschnitten wird, wobei wir annehmen, 
da8 bei jeder Hinzufiigung einer neuen Form F; die Dimension der Schnitt- 
mannigfaltigkeit sich wirklich verringert, so daB die Dimension der Schnitt- 
mannigfaltigkeit héchstens r — s betrigt. Fiigt man noch r— s allgemeine 
lineare Gleichungen L, = 0, ..., L,._, = 0 hinzu, so erhalt man endlich- 
viele Schnittpunkte, also war die Dimension auch wirklich r—s. Schnitt- 
bestandteile von einer Dimension < r —s kénnen nicht vorkommen, denn 
sie wiirden bei der Hinzunahme von allgemeinen linearen Gleichungen keine 
Schnittpunkte, dagegen bei passend gewiahlten speziellen linearen Gleichungen 
wohl Schnittpunkte ergeben, welche dann, wie leicht ersichtlich, die Multi- 
pliziét 0 hatten, was nicht sein kann. 

Also zerfillt die Schnittmannigfaltigkeit M,_, von M, mit F, = 0,..., 
F, = 0 in irreduzible Bestandteile M™, ..., M™ von der Dimension r — s, 
mit Gradzahlen g,,...,9,. Beim Schnitt von M® mit dem allgemeinen 
linearen Raum L, = 0, ..., L,_, = 0 ergibt sich ein System von g, 
konjugierten Schnittpunkten, welche als Schnittpunkte von M, mit 
F,=0,..., F, = 0, L, =0, ..., L,_, = 0 je eine gewisse Multiplizitit py, 
haben: dieselbe fiir alle auf Grund der Konjugiertheit. Ebenso bestimmt 
man fir M®, ..., M™ die Multiplizititen u,,...,4,. Die Summe aller 
dieser Multiplizitaten ist 
(1) Magi + MeGe t+ «+> + Magn = Lm, ...m,. 

Wir bezeichnen nun die Zahlen y,,..., 4, als die Multiplizititen der 
irreduziblen Bestandteile M™, ..., M™ der Schnittmannigfaltigkeit von M, 
mt F,=0,..., F,=0. Dann gilt also der Satz: 





11) Vgl. ,,Moderne Algebra“ II, § 96. 
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Eine irreduzible Mannigfaltigkeit M, vom Grade | wird von s Hyper- 
flachen der Grade m,,...,m, geschnitten nach einer Mannigfaltigkeit M,_,, 
deren irreduzible Bestandteile gewisse Gradzahlen g; und Multiplizititen py; 
haben, fiir welche die Formel (1) giit, es sei denn, die Dimensionszahl des 
Schnittes wire gréfer als r — s. 


§ 3. 
Verallgemeinerung: die mehrfach-projektiven Raiume. 
Ein Punktepaar X, Y mit Koordinaten &),..., &,; %9, .--; Yn» WO der 


Punkt X einem projektiven Raum P,, und der Punkt Y einem projektiven 
Raum P,, angehort, kann als Punkt eines zweifach-projektiven Raumes P,,, ,, 
von m -+ » Dimensionen aufgefaBt werden. Algebraische Mannigfaltigkeiten, 
Hyperflachen usw. werden in derselben Weise definiert wie im projektiven 
Raum; die dabei benutzten Formen miissen natiirlich homogen in zwei 
Variablenreihen 2,...,%m3; Yo,--+; Yn Sein. Genau entsprechend kann 
man auch dreifach-homogene Riume, usw. definieren. Wir beschrinken 
uns der Einfachheit halber auf zweifach-projektive Raume. 

Eine Kurve C des Raumes P,,,,, hat zwei Gradzahlen: die Anzahl p 
der Kurvenpunkte, die einer allgemeinen linearen Gleichung in den &, und die 
Anzahl q derjenigen, die einer allgemeinen linearen Gleichung in den 7 ge- 
niigen**), Ist nun F eine allgemeine Form der Gradzahlen k,! in den z und y, 
so ist die Anzahl der Schnittpunkte der Kurve C mit der Hyperfliche 
F (&,) = 0 gleich 
(1) kp lq. 


Das beweist man genau so wie in §1 durch Spezialisierung der Form F 
zu einem Produkt von k Linearformen in den z und / Linearfaktoren in den y. 
Die einzige Stelle, wo der in § 1 gegebene Beweis versagen kann, ist der beim 
Beweis des ersten Satzes benutzte Schlu8: ,,Ist nun {é,,..., &,} ein all- 
gemeiner Punkt der Kurve C, so ist f, (&,, ..., &,) sicher keine Konstante 
des Funktionenkérpers, weil / ein allgemeines Polynom war“. Dieser SchluB 
versagt genau in dem Fall, wo / nur von den z (bzw. nur von den y) abhangt 
und die - (bzw. 7-) Koordinaten des allgemeinen Punktes von C Konstante 
sind. In diesem Fall ist die Anzahl der Schnittpunkte von C mit der all- 
gemeinen Hyperflache F = 0 in Ubereinstimmung mit der Formel (1) Null. 
Die spezialisierte Gleichung G = 0 (oder inhomogen g = 0) haingt dann eben- 
falls nur von den é ab; daher ist die Anzahl der Schnittpunkte von C mit 
G = 0 Null oder unendlich, je nachdem, ob die konstanten &-Koordinaten 


12) Eine dieser beiden Gradzahlen kann Null sein, nimlich dann, wenn fir einen 
allgemeinen Punkt (&, 7) der Kurve C die Verhiltnisse der £ oder die der 7 konstant 
sind. 
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des allgemeinen Punktes von C die Gleichung g = 0 erfiillen oder nicht. 
Die Behauptung iiber die Multiplizitat eines Schnittpunktes im Fall endlich- 
vieler Schnittpunkte ist in diesem Fall inhaltslos, also richtig. 

In derselben Weise iibertrigt man die Sitze des §2 auf mehrfach- 
projektive Riume. Eine irreduzible Mannigfaltigkeit M von r Dimensionen 
in P,,., hat eime ganze Reihe von Gradzahlen g,; (i+ 7 =r, OS i<m, 
0=j<n), welche die Anzahlen der Punkte von M bedeuten, welche 1 
allgemeinen linearen Gleichungen in den & und j allgemeinen linearen 
Gleichungen in den 7 geniigen. Einige von diesen Gradzahlen kénnen Null 
sein; dieser Fall tritt z. B. dann ein, wenn mehr Gleichungen in den é allein 
verlangt werden, als der Transzendenzgrad des Systems der Verhiltnisse 
der &-Koordinaten eines allgemeinen Punktes von M, betrigt. 

Die Anzahl der Schnittpunkte einer M, mit r allgemeinen Hyperflichen 
von gegebenen Gradzahlen ergibt sich auf Grund der SchluBweise von § 2 
ebenso groB wie die Anzahl der Schnitipunkte, die man erhiilt, wenn man die 
betreffenden Formen zu Produkten von allgemeinen Linearformen spezialisiert. 
Ist diese Anzahl > 0, so sind auch bei einer beliebigen Spezialisierung der 
Hyperflachen die Multiplizitéten der Schnittpunkte von Null verschieden 
und die Summe dieser Multiplizitéten ist gleich der Anzahl im allgemeinen 
Fall, falls nicht nach der Spezialisierung unendlichviele Schnittpunkte da sind. 


Fiir die Berechnung dieser Anzahl ist folgender Algorithmus zweckmabBig, 
der dem Schubertschen Kalkiil der abzihlenden Geometrie!*) nachgebildet 
ist. Man ordnet jeder Form F(z, y) mit den Gradzahlen k und / ein ,,Be- 
dingungssymbol“ kp + lq zu, in dem p und q zunichst Unbestimmte sind. 
Wenn dann eine Mannigfaltigkeit M, mit r Hyperflichen F, = 0, ..., 
F,, = 0 geschnitten werden soll, so multipliziert man die Bedingungssymbole 
der Formen F,,..., F, miteinander und ersetzt im Ergebnis die Potenz- 
produkte p‘ g/ durch die Gradzahlen g;; der Mannigfaltigkeit M,. Solche 
Potenzprodukte, die den Faktor p™** oder g"*' enthalten, sind dabei = 0 
zu setzen. Das Ergebnis dieser Einsetzung gibt in Ubereinstimmung mit 
der oben cursivierten Regel die gesuchte Schnittpunktsanzahl an. 

Man kann den obigen Algorithmus noch dadurch modifizieren, daB man 
auch der Mannigfaltigkeit M, ein Bedingungssymbol 

hae ee 

t+j=r 
zuordnet und dieses mit den Bedingungssymbolen der Formen F,, .. ., F, 
multipliziert. Der Koeffizient von p™ g" im entstehenden Produkt gibt dann 
die Schnittpunktszahl an. 


18) Vgl. ,,Topologische Begriindung“, §8 und § 9. 
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- 


Wird die Mannigfaltigkeit M, mit s (< r) Hyperflichen geschnitten und 
hat die Schnittmannigfaltigkeit M,_, nicht mehr als r — s Dimensionen, so 
zerfallt sie in irreduzible Bestandteile M™, ..., M“ von der Dimension r — s. 
Die Multiplizitaten, mit denen diese Schnittbestandteile zu zahlen sind, werden 
zunichst einmal dadurch definiert, daB man r — s allgemeine Bilinearformen 
in z und y hinzunimmt und wie in §2 die Systeme konjugierter Schnitt- 
punkte bestimmt. La8t man nun hinterher die Bilinearformen in Produkte 
von allgemeinen Linearformen zerfallen, so bleibt die Anzahl der Schnitt- 
punkte dieselbe, also sind bei dieser Spezialisierung keine Schnittpunkte 
zusammengeriickt, also sind die Multiplizitiéten ungeindert geblieben. 
D.h. die durch den Schnitt mit den allgemeinen Bilinearformen definierten 
Multiplizitaten sind dieselben, die man auch beim Schnitt mit ebenso vielen 
Linearformen in z oder y findet. Durch passende Kombination dieser Linear- 
formen kann man alle Gradzahlen der Schnittmannigfaltigkeit M,_, be- 
stimmen, wobei unter der Gradzahl g,; der gesamten Schnittmannigfaltigkeit 
M,_, die Summe der entsprechend bezeichneten Gradzahlen der Bestandteile 
M”, ..., M™, multipliziert mit ihren Multiplizititen, zu verstehen ist. 

Nach dem obigen Algorithmus wird das Bedingungssymbol % gq, ; p‘ q/ 
der Schnittmannigfaltigkeit M,_, gefunden durch Multiplikation der Be- 
dingungssymbole von M, und der s Hyperflichen, mit denen man M, ge- 
schnitten hat. 


§ 4. 
Beispiele und Anwendungen. 


1. In der Literatur begegnet man vielfach der Frage nach dem Grad 
derjenigen Mannigfaltigkeit, die durch das Verschwinden aller s-reihigen 
Unterdeterminanten in einer Matrix 


Qi1 “re. Ais 
Gay «+> a 
Voy 222 Bey 


definiert wird, wo die a,; Formen k-ten Grades in zp, . . ., Z, sind. Die Frage 
wird gewéhnlich mit einer nicht ganz einwandfreien Differenzenmethode 


beantwortet, indem aus den ( ") vorgelegten Gleichungen ein System von 


unabhangigen ausgewahlt wird, von deren Lésungen dann diejenigen auszu- 
scheiden sind, welche gewisse kleinere Unterdeterminanten annullieren. 
Die Methode ist darum ungeniigend, weil den eventuell auftretenden Vielfach- 
keiten der auszuscheidenden Mannigfaltigkeiten nicht Rechnung getragen 
wird. 
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Die Anwendung der mehrfach-projektiven Raume fiihrt aber zu einer 
sehr einfachen einwandfreien Lésung des gestellten Problems. Das Ver- 
schwinden der s-reihigen Unterdeterminanten fiir die Werte &, der Un- 
bestimmten 2, ist nimlich gleichbedeutend mit der Lésbarkeit des folgenden 
linearen Gleichungssystems: 


@1 (€) 4, + Gia (E) 4g + --- + a.(€)y, =O (A—1,2,..., 1). 


Dieses Gleichungssystem definiert im Raum P,,,_, der Punktepaare (&, 7) 
eine Mannigfaltigkeit von mindestens »-+ s—-1—r Dimensionen; im 
,,allgemeinen Fall“, wo die a,, allgemeine Formen sind, ist die Dimension 
genau n-+-s—1-—-r. Nehmen wir noch n -+- s—- 1—r allgemeine lineare 
Gleichungen in den & allein hinzu, so erhalten wir eine endliche Schnitt- 
punktszahl, welche offenbar die gesuchte Gradzahl darstellt. Nach dem in 
§ 3 entwickelten Algorithmus ist diese Gradzahl im ,,allgemeinen“ Fall gleich 
dem Koeffizienten von p"q*~' im Bedingungssymbol 


(kp + gy #te—3-", 
Dieser Koeffizient ist (," |)k*—*—1. Also ist die gesuchte Gradzahl im all- 
gemeinen und héchstens gleich (, i )e di tins 


2. In Hilberts Abhandlung ,,Uber die Singularitaten der Diskriminanten- 
fliche““, Math. Annalen 27 (1886), 8. 158—161, kommt das folgende 
Gleichungssystem vor: 


wo die linken Seiten Polynome vom Grad yp, in t,, vom Grad yz, in ty, usw. 
sind, welche durch Polarenbildung aus allgemeinen Polynomen n-ten Grades: 


ay —nae+(S)ape—... +(—1)are 

entstehen. Hilbert gibt an, daB die Anzahl der Lésungen dieses Gleichungs- 
systems m! j1, [t2... Ux betriagt *), ohne mitzuteilen, wie er zu diesem Ergebnis 
gekommen ist. Macht man (wie es naturgema8 ist) die Gieichungen homogen 
durch Einfiihrung von VerhiltnisgréBen u, : v, statt t,, usw., so laBt sich die 
Theorie der x-fach projektiven Raume anwenden, welche lehrt, da8 die Anzahl] 





14) Hilbert dividiert noch durch J/(ix!), wo ix die Anzahlen der untereinander 
gleichen py bedeuten, weil er solche Lésungen, die durch Vertauschung der 4 aus- 
einander hervorgehen, als nichtverschieden betrachtet. 
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der Lésungen eines allgemeinen Gleicshungssystems der angegebenen Grad- 
zahlen gleich dem Koeffizienten von p, p, ... p, im Bedingungssymbol 


(4, Pi + og Pg +--+ + Me Px) 


ist; das ergibt genau die von Hilbert angegebene Zahl. 

Nun ist aber unser Gleichungssystem kein allgemeines von den gegebenen 
Gradzahlen, denn es hat gewisse (durch die Polarenbildung bedingte) Sym- 
metrien. Trotzdem ist die Anzahl] der Lésungen dieselbe wie im allgemeinen 
Fall. Da namlich die konstanten Glieder der Polynome X,, ..., X, lauter 
unabhingige Unbestimmte a‘ sind, so ist nach dem Hilfssatz von §1 (auf 
die inhomogenen Polynome angewandt) das Ideal (X,,..., X.) prim und 
die Anzahl seiner Nullstellen gleich dem Grad des Ideals. Daraus folgt wie 
im §1, daB die Anzahl q’ der Lésungen im betrachteten Fall nicht kleiner 
ist als die im allgemeinen Fall. 


(Eingegangen am 12. 7. 1932.) 








Ein Satz iiber die reellen Raumkurven vierter Ordnung 
und seine Verallgemeinerung’). 


Von 


Otto Haupt in Erlangen. 


Einleitung. 


0,1. Eine der ersten Fragen in der Strukturtheorie*) der Raumkurven 
ist die nach dem ,,Bau“ (vgl. unten) der Bogen bzw. Kurven vierter Ordnung, 
d. h. also der Bogen bzw. Kurven von der niedrigsten nicht-trivialen 2,-Ord- 
nung. Dabei erkliren wir die 2,-Ordnung eines Bogens C oder einer Kurve C 
im dreidimensionalen euklidischen bzw. projektiven Raum als die maximale 
Machtigkeit des Durchschnittes von C mit einer Ebene; ,,trivial“ hei®t dann 
die kleinste itiberhaupt mégliche 2,-Ordnung, also die Ordnung 3. Unter 
Bogen“ bzw. ,,Kurve verstehen ‘wir immer eindeutige (eventuell im pro- 
jektiven Sinne) stetige Bilder der Strecke bzw. der Kreisperipherie, wobei 
iibrigens noch vorausgesetzt wird, daB diese Bilder keine ebenen Teilbogen*) 
enthalien. Der Einfachheit wegen machen wir hier in der Einleitung keinen 
besonderen Unterschied zwischen Bogen und Kurven, sprechen daher fast 
immer nur von Kurven. 

0,2. Um niher zu erliutern, was mit ,,Bau“ ciner Kurve hier gemeint 
ist, greifen wir zundchst auf den um eine Dimension niedrigeren Fall der 
Ebene zuriick, in welcher entsprechend eine 2,-Ordnung definiert wird als 
maximale Machtigkeit des Durchschnittes der betrachteten Kurve mit einer 
Geraden. Die triviale 2,-Ordnung ist hier 2 und wird verwirklicht durch die 
Konvexkurven. Jede Kurve der niedrigsten nicht-trivialen 2,-Ordnung, 
namlich der 2,-Ordnung 3, ist nun darstellbar als Summe aus einer beschrinkten 

1) Vgl. die Mitteilung in Haupt, Uber Kontinua von beschrankter Ordnung, 
Sitz.-Ber. d. bayer. Akad. d. Wiss., Miinchen, math.-naturw. Abteilung, Jahrgang 1931, 
8. 61. 

*) Vgl. Haupt, Uber die Struktur reeller Kurven, Crelles Journal 164 (1931), 
S. 50ff 


%) Unter einem ,,Teilbogen™ verstehen wir hier das durch die in Rede stehende 
Abbildung vermittelte Bild einer Teilstrecke des Urbildes [vgl. auch FuBnote §)]. 
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Anzahl von Bogen der 2,-Ordnung 24). Die Kurven der 2,-Ordnung 3 
liefern also hinsichtlich ihres ,,Baues“, d.h. Aufbaues, sozusagen nichts 
Neues gegeniiber den Kurven der 2,-Ordnung 2. Sofort erhebt sich nun hin- 
sichtlich des Baues der Raumkurven die Frage*), ob etwa auch hier die 
Kurven der niedrigsten nicht-trivialen 2,-Ordnung hinsichtlich ihres Baues 
nichts wesentlich Neues liefern gegeniiber den Kurven der trivialen 2,-Ord- 
nung, d. h. sich als Summen aus einer endlichen oder vielleicht sogar beschrinkten 
Anzahl von Bogen dritter 2,-Ordnung darstellen lassen. Zweck der folgenden 
Zeilen soll der Nachweis sein, daB dies in der Tat der Fall ist, sogar allgemein 
im n-dimensionalen Raum R,, und ohne irgendwelche Differenzierbarkeits- 
annahmen. 

Dieser Satz diirfte bei der mehr ins einzelne gehenden Untersuchung der 
Raumkurven vierter Ordnung und bei Behandlung der entsprechenden 
Aufgaben im R,, eine gewisse Rolle spielen, wie man wenigstens aus der 
schénen Untersuchung von Juel entnehmen méchte, in welcher unser Satz, 
oder wenigstens ein Teil von ihm, als Voraussetzung auftritt®). Auch folgt 
aus ihm (durch vollstiandige Induktion) z. B., daB jede Kurve von der 2,,-Ord- 
nung (n+ 1) im R,, von beschrinkter Klasse ist. Dabei wird als ,,Klasse“‘ 
der Kurve die Maximalzahl von Schmieghyperebenen der Kurve zu bezeichnen 
sein, welche durch einen Punkt des R, gehen. — Wegen der genauen 
Formulierung des Satzes verweisen wir auf Nr. 1,8 und Nr. 2,1 und be- 
merken hier nur noch folgendes: Wir finden eine obere Schranke fiir die 
kleinste Anzahl von Bogen dritter 2,-Ordnung, als deren Summe sich ein 
Bogen vierter 2,-Ordnung darstellen laBt. Ob diese Schranke die kleinste 
ist, wird nicht entschieden. Dagegen wird am SchluB eine kleinere Schranke 
angegeben fiir den Fall gewisser speziellerer Annahmen iiber unsere Kurve 
vierter 2,-Ordnung, Annahmen, welche den Charakter einer Differenzierbar- 
keitsvoraussetzung besitzen, und zwar eine Schranke fiir die Anzahl der 
Punkte von vierter 2,-Ordnung auf einer Kurve. Eine solche Annahme ist 
z. B. die, daB in den Punkten der 2,-Ordnung 4 die Schmiegebene eindeutig 
bestimmt ist (vgl. Nr. 1, 9 und 2, 1; Zusatz). 

0,3. Der Gedankengang des Beweises fiir unseren Satz ist — allerdings 
nur grob und mit einigen Abweichungen skizziert — folgender: Durch zentrale 
Projektion von einem Punkte P der vorgegebenen Kurve vierter 2,-Ordnung C, 
aus auf eine (nicht durch P gehende) Ebene erhalten wir aus C, eine ebene 
Kurve dritter 2,-Ordnung C,. Unter der Annahme, da8 unser Satz fiir den 


4) A. Marchaud, Sur les continus d’ordre borné, Acta math. 55 (1930), S. 88. 
Vgl. auch die Literaturangaben in '), a. a. O., 8. 50, insbesondere betr. C. Juel. 

5) Vogl. auch die in"), a.a.O., zitierten Arbeiten der Herren C. Juel und A. Marchaud. 

6) C. Juel, Beispiele von Elementarkurven und Elementarflachen, Atti del 
congresso internaz. d. matematici Bologna 1928, T. IV, Comunicazioni Sez. IT, 8.197. 
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Fall der Ebene richtig ist, la8t sich der Mantel des Projektionskegels in eine 
beschriinkte Anzahl von Mantelstiicken M zerlegen, welche topologische 
Bilder der Kreisscheibe sind und auf welchen einfache Teilbogen T von C, 
liegen, die bei geeigneter Wahl der Zerlegung gewisse, sogleich bendtigte 
Eigenschaften besitzen. Die Ebenen des R, schneiden ein solches Mantel- 
stiick M nach einfachen Bogen K, welche mit 7 héchstens vier Punkte 
gemeinsam haben. Betrachten wir nun das zweidimensionale Mantelstiick M 
als Grundgebiet und in ihm den einfachen Bogen B als Grundbogen in bezug 
auf die Gesamtheit der Bogen K, so sind (bei geeigneter Wahl der Zerlegung 
des Projektionskegels) alle Voraussetzungen erfillt, aus welchen wir nach 
friiheren Ausfiihrungen’) schlieBen kénnen: T ist darstellbar als Summe einer 
beschrankten Anzahl von Bogen, deren jeder von den Bogen K in héchstens 
drei Punkten getroffen wird. Da aber die Bogen K ein-eindeutig Ebenen 
des R, entsprechen und da 7 Teilbogen von C, ist, ergibt sich in der Tat die 
Behauptung. Fiir den R, beweist man unseren Satz ganz ebenso, durch voll- 
stindige Induktion, was in §2 kurz auseinandergesetzt wird, nachdem 
in §1 der Fall des R, ausfiihrlich behandelt war. Ein Beispiel, welches 
die Existenz von Bogen der &,-Ordnung (n+ 1) im R, beweist, ist am 
Schlu8 angegeben (Nr. 2, 2). 

SchlieBlich sei bemerkt, daB die von uns verwendete Beweismethode 
eine vollige andere ist als die fiir den Fall des R, bisher benutzten*), welchen 
iibrigens auch nicht — wenigstens nicht ohne wesentliche Erginzung — der 
Fall des R, (nm > 3) zuginglich ist. 


§ 1. 
Zerlegung der Raumkurven vierter Ordnung in beschriinkt viele Bogen 
dritter Ordnung. 

1,1. Im dreidimensionalen projektiven Raum R, sei ein Bogen B, 
oder auch eine Kurve C, von der 2,-Ordnung 4 gegeben, welche keine 
ebenen Teilbogen enthalt*). Um unnétige Weitliufigkeiten zu vermeiden, 
nennen wir im allgemeinen den Fall eines Bogens B, ausdriicklich nur dann, 
wenn fiir ihn nicht das gleiche gelten sollte, wie fiir den Full einer Kurve C,. 
Wie bereits in Nr. 0,1 erwihnt, verstehen wir unter der ,,2,-Ordnung“ — 
oder auch, kiirzer, unter der ,,Ordnung“ (schlechthin) — einer Kurve die 





7) Haupt, Zur Theorie der Ordnung reeller Kurven in der Ebene beziiglich vor- 
gegebener Kurvenscharen, erscheint in den Monatsheften fiir Math. u. Phys. 

*) Unter einem ,,Bogen“ soll stets ein eindeutiges, im projektiven Sinne stetiges 
Bild einer Strecke verstanden werden, wobei den Endpunkten der Strecke verschiedene 
Bildpunkte entsprechen; die Punkte der (Urbild-) Strecke und ihre, voneinander wnter- 
schiedenen, Bilder sollen — im Gegensatze zu den, ohne Riicksicht auf die Abbildung 
betrachteten, Punkten des Bogens — als ,,Stellen‘“‘ des Bogens bezeichnet werden. 
Ein eindeutiges, stetiges Bild der Kreisperipherie hei®t ,,Kurve“. 
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maximale Michtigkeit des Durchschnittes der betrachteten Kurve mit einer 
Ebene des R;. Bei Berechnung der Ordnung werden die Punkte der Kurve 
mit threr Vielfachheit in Anschlag gebracht*). 

Aus dem sogenannten Reduktionssatze™) folgt, da® zu einem Bogen B, 
und ebenso zu einer Kurve C, stets Ebenen sich angeben lassen, welche B, 
bzw. C, in inneren Punkten mit der Gesamtvielfachheit 4 schneiden"); 
solche Ebenen sollen Mazimalsekanten von B, bzw. von C, heiBen. Line 
C, bzw. B, (von der 2,-Ordnung 4) enthélt ferner héchstens einen Punkt von 
héherer Vielfachheit als Fins, und zwar ist die Vielfachheit eines solchen Punktes 
genau Zwei'*). In jedem Punkte einer C, bzw. B, existiert eindeutig eine 
orientierte vordere und hintere (Halb-) Tangente'*). Beweise fiir die soeben 
aufgezihlten Eigenschaften der C, kénnte man auch erhalten durch das 
bekannte Verfahren der Projektion der C, in eine Ebene, ein Verfahren, 


welches auch bei unseren spiteren Betrachtungen verwendet und deshalb 
etwas naher diskutiert werden soll. 

1,2. Es sei P ein einfacher Punkt von C, !*). Wir projizieren C, von P 
aus zentral auf eine Ebene €, welche mit P nicht inzidiert. Als ,,Bild“, 

®) Als ,,Vielfachheit’‘ eines Punktes P des Bogens (bzw. der Kurve) wird die 
Anzahl der zu P gehdérigen Stellen bezeichnet. 

10) Marchaud*), a. a. O., 8.79, und zwar allgemein fiir Bogen bzw. Kurven 
im R,. Fir den Fall der R-Ordnung ebener Bogen (und Kurven) findet sich ein (etwas 
anderer, ebenfalls sogleich auf den Fall der 2, -Ordnung von Bogen bzw. Kurven im R 
iibertragbarer) Beweis (als bei Marchaud) in ”), a. a. O., Nr. 2,4. Ist der Reduktions- 
satz fiir Bogen im euklidischen Raume bewiesen, so gilt er auch im projektiven Raume, 
weil fiir seine Giltigkeit das Verhalten des Bogens nur in der Umgebung der auf der 
betrachteten Ebene liegenden Punkte entscheidend ist. Der Reduktionssatz dient 
natiirlich auch dazu, um die jeweils betrachtete Ebene (bzw. Hyperebene) durch eine 
andere zu ersetzen, welche nicht weniger Punkte mit dem Bogen gemeinsam hat, aber 
einen beliebig vorgegebenen Punkt des Bogens nicht enthilt. 

11) Unter einer ,,Schnittstelle’ des Bogens mit einer Ebene verstehen wir hier 
eine auf der betrachteten Ebene gelegene Stelle, deren beliebig kleine Umgebung 
Punkte enthalt, die auf verschiedenen Seiten der Ebene liegen. Anderenfalls heiBt die 
Stelle eine ,,Stiitzstelle™. 

12) Vgl. Marchaud*), a.a.O., S. 106. Der Satz kénnte auch mittels Projektion 
der Raumkurve in eine geeignete Ebene auf den entsprechenden Satz fiir ebene Kurven 
dritter Ordnung zuriickgefiihrt werden. 

13) Vgl. etwa A. Rosenthal, Uber Kontinua von endlicher Ordnung, Crelles 
Journal 167 (1932), S. 270ff., FuBnote 8. Siehe auch oben im Text, Nr. 1, 3, sowie 
FuBnote '*). .Unter der vorderen (rechtsseitigen) Halbtangente versteht man dabei 
den Halbstrahl, gegen welchen diejenigen Halbstrahlen konvergieren, welche den be- 
trachteten Punkt P des Bogens als Anfangspunkt besitzen und welche P mit den 
Punkten der vorderen (rechtsseitigen) Umgebung von P verbinden. 

14) DaB wir, soweit nicht anders bemerkt, keinen mehrfachen und keinen nicht- 
differenzierbaren!5) Punkt der C, als Projektionszentrum wahlen, geschieht lediglich 
der Bequemlichkeit wegen. 

Mathematische Annalen. 108. 9 
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d. h. als Projektion, von P selbst, definieren wir dabei den Durchschnitt P 
von € mit der vorderen bzw. hinteren Tangente von C, in P. Wir wiirden 
daher zwei verschiedene Bilder von P erhalten, falls die vordere und hintere 
Tangente in P auf verschiedenen Geraden liegen; allgemeiner tritt der Fall, daB 
die Halbtangenten in einem Punkt der C, nicht entgegengesetzt gerichtet sind, 
auf jedem einfachen Teilbogen nur fiir eine héchstens abzihlbare Menge von 
Punkten auf"), so da8 wir ihn aufer Betracht lassen kénnen und wollen "*). 
Haben wir den Fall eines Bogens B,, so ist mindestens einer der Endpunkte 
ein einfacher Punkt P; projizieren wir dann von P aus, so gibt es nur ein 
Bild von P. Der Fall, daB der zweite Endpunkt von B, auf der die Halb- 
tangente in P enthaltenden Geraden liegt und folglich das gleiche Bild liefert 
wie P, wird sogleich noch besprochen. Damit ist eine eindeutige, im projektiven 
Sinne stetige Abbildung von C, definiert, also eine Abbildung von C, auf eine 
Kurve C, bzw. auf einen Bogen B, in €. Da C, keine ebenen Teilbogen, also 
insbesondere keine Teilstrecken enthilt, so ist die fragliche Abbildung endlich- 
vieldeutig. Daher hat folgende Verabredung einen Sinn: Jedem Punkt Q 
von C, ist als Vielfachheit zuzuschreiben die Summe der Vielfachheiten der- 
jenigen Punkte von C,, welche sich nach Q projizieren; das auf C, gelegene 
Projektionszentrum P wird fiir die Bestimmung der Vielfachheit nur dann 
mitgezihlt, wenn es sich um seine eigene Projektion handelt. Im Fall eines 
Bogens B,, dessen Endpunkte das gleiche Bild haben, dessen Projektion also 
eine Kurve ist, zéihlen wir das Bild der beiden Endpunkte zusammen nur einfach "*). 
Unter Zugrundelegung dieser Vielfachheitsbestimmung ergibt sich nun: 

Die ebene Projektion C, von C, ist eine Kurve (bzw. ein Bogen) in € von 
mindestens zweiter und héchstens dritter 2,-Ordnungq. 

In der Tat: C, ist mindestens von zweiter Ordnung, weil C, mindestens 
zwei verschiedene Punkte, aber keine Strecken als Teilbogen enthialt; letzteres 
deswegen, weil C, keine ebenen Teilbogen besitzen soll. Ferner ist C, von 
nicht héherer als dritter Ordnung. Angenommen, im Gegenteil, es gabe eine 
Sekante S an C;, fiir welche die Summe der Vielfachheiten der auf ihr liegenden 
Punkte von C, mindestens gleich 4 ist. Wir kénnen dann ohne Beschrankung 
der Allgemeinheit voraussetzen, daB mindestens vier Schnittstellen von C, 
auf S auftreten und da8 P nicht auf S liegt; anderenfalls brauchen wir blo8B S 
nach dem Reduktionssatze!°) zu ersetzen durch eine mindestens vier Schnitt- 
stellen enthaltende (zu S beliebig benachbarte) Sekante S’ von C, und — 


15) Vgl. Rosenthal '*), a.a.O., FuBnote 9. Solche Stellen werden als ,.nicht- 
differenzierbar“‘ bezeichnet, alle iibrigen als ,,differenzierbar“*. Es sind also alle Stellen, 
bis auf héchstens abzahlbar viele, differenzierbar. 

16) Im Falle ein nicht-differenzierbarer Punkt als Projektionszentrum P zugelassen 
wird, hat man entsprechend die beiden verschiedenen Bilder von P als nur einen Punkt 


von C, zu zahlen. 
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falls das Bild P des Projektionszentrums P auf S’ liegen sollte — S’ zu er- 
setzen durch eine P nicht enthaltende Sekante. Die Ebene durch P und § 
enthalt nun so viele Punkte von C,, daB die Summe ihrer Vielfachheiten 
mindestens 5 ist, waihrend doch C, die 2,-Ordnung 4 besitzen sollte. 

1,3. Im Anschlu8 an die in Nr. 1,2 gemachten Feststellungen seien 
noch folgende Bemerkungen gestattet, welche teilweise etwas weiter gehen, 
als fiir unsere gegenwartigen Zwecke unbedingt erforderlich ist: Legt man durch 
irgendeinen Punkt L von C, eine Gerade g, und ferner durch g, zwei Ebenen 
€, €’, so seien K,,..,K, die vier abgeschlossenen ,,Keile“!”), in welche 
der Raum R, in der Umgebung von L durch € und ©’ zerlegt wird. Da C, 
mit jeder Ebene nur endlich viele Stellen gemeinsam hat, so liegt eine hin- 
reichend kleine rechtsseitige Umgebung von L auf C, ganz in einem der 
Keile; sie liege etwa in K‘’. Teilt man jetzt K\” vermittelst einer Ebene 
durch g, geeignet in zwei Keile, wendet die gleichen Schliisse an, und fahrt 
so fort, so erhilt man eine absteigende Folge F, von abgeschlossenen Keilen K*” 
mit gegen Null konvergierenden (Offnungswinkeln, deren jeder eine rechts- 
seitige Umgebung von L auf C, enthialt. Es sei ®, die allen K;” angehérige 
Halbebene. Nimmt man statt g, eine nicht in ®, gelegene Gerade g, durch L 
zum Ausgangspunkt der eben beschriebenen Konstruktion und bringt jeden 
Keil K‘” der so erhaltenen absteigenden Folge F, zum Durchschnitt mit dem 
Keil K*” der Keilfolge F, (v = 1, 2,...), so enthilt auch jeder dieser Durch- 
schnitte eine rechtsseitige Umgebung von L auf C,. Und da die Durchschnitte 
Vierkante mit gegen Null konvergierender Offnung sind, so ergibt sich die 
eindeutige Existenz der rechtsseitigen Halbtangente an C, in L1*). — Setzt 
man die diese Halbtangente euthaltende Gerade h, an Stelle von g, so ergibt 
sich die eindeutige Existenz des Grenzwertes derjenigen Ebenen, welche h, 
und einen zu L rechtsseitig beliebig benachbarten Punkt auf C, enthalten; 
wir bezeichnen diesen Grenzwert als die ,,rechtsseitige Schmiegebene von C, 
in L‘‘*), Entsprechend ist die linksseitige Halbtangente bzw. Schmiegebene 
zu definieren. Im Falle eines Bogens vierter 2,-Ordnung existiert in seinen 
Endpunkten natiirlich nur eine Halbtangente bzw. Schmiegebene. 

Jede Gerade hat mit der C, héchstens drei Stellen gemeinsam. Ferner 
enthiilt die (etwa rechtsseitige) Schmiegebene der C, in einem Punkte L auBer dem 





17) Unter einem abgeschlossenen Keil verstehen wir hier den von zwei (sich in 
einer Geraden schneidenden) Halbebenen begrenzten abgeschlossenen Bereich 
bzw. seinen Durchschnitt mit der abgeschlossenen Hiille der betrachteten Umgebung 
eines Punktes der Schnittgeraden. 

18) Der vorstehend im Texte angegebene Beweis nach Marchaud‘), a. a. O., 
8.83. Beweis und Behauptung gelten allgemein fiir Bogen endlicher 2,-Ordnung 
(vgl. Marchaud, a. a. O.). 

1%) Vgl. Marchaud**), a. a. O. 


g* 
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(Beriihr-) Punkt L nicht mehr als einen inneren Punkt von C,™). In der Tat: 
Projiziert man die C, wie in Nr.1, 2 von J aus”) auf eine €, welche L nicht 
enthiilt, so ist das Bild C, der C, eine Kurve bzw. ein Bogen (wie wir in Nr.1,2 
bewiesen) von héchstens dritter 2,-Ordnung, wihrend die Schmiegebene 
als Bild eine Gerade @g liefert, auf welcher die rechtsseitige Halbtangente 
an C, in L (dem entsprechenden Bilde von L) liegt. Unsere Behauptung 
ergibt sich nun aus der folgenden Tatsache: Fine Halbtangente bzw. eine solche 
Gerade g kann mit C, aufer ihrem Beriihrungspunkt L nur noch héchstens eine 
innere Stelle gemeinsam haben. Man sieht das so: Sei L ein einfacher Punkt 
von C.. Enthielte dann 9 etwa noch zwei von L verschiedene Schnittstellen, 
so lieBe sich durch geeignete Drehung von g um L eine Gerade konstruieren, 
welche mit C, auBer Z und zwei Schnittstellen noch eine vierte, zu L beliebig 
benachbarte, Stelle enthielte. Wiirde aber g auBer L noch eine Stiitz- und eine 
Schnittstelle enthalten, so lieBe sich durch passende Drehung von 9 um L 
die Stiitzstelle in (mindestens) zwei, von L und von der schon vorhandenen 
Schnittstelle verschiedene, Schnittstellen auflésen, es lieBe sich also eine 
Sekante vierter 2,-Ordnung von C, konstrvieren. Im Falle zweier Stiitz- 
stellen verfihrt man ganz entsprechend. (Man kann bei den eben angestellten 
Uberlegungen immer annehmen, da8 alle betrachteten Punkte von C, im 
Endlichen liegen.) Sei ferner ZL Doppelpunkt der C,. Alsdann zeigen die 
gleichen Uberlegungen, da8 auf g neben L weder eine Schnitt- noch eine 
Stiitzstelle vorhanden sein kann, womit alles bewiesen ist. 

Jetzt folgt auch, daB die Tangente an C, in L nicht mehr als einen von L 
verschiedenen inneren Punkt der C, enthalten kann. 

1,4. Aus dem Bewiesenen ist schlieBlich zu entnehmen, daf die (in 
Nr. 1, 2 definierte) Abbildung (Projektion) einer Kurve C, ein-eindeutig ist, 
mit Ausnahme héchstens eines Punktes, wihrend im Falle eines Bogens B, 
noch die Méglichkeit denkbar ist, daf die Bilder der beiden Endpunkte zusammen- 
fallen (falls namlich die Tangente im einen Endpunkt zugleich den anderen 
Endpunkt enthalten sollte). 

Fiir die in Nr. 1, 2 definierte Zentralprojektion™*) der C, gilt namlich: 

C, ist darstellbar als Summe héchstens zweier einfacher Bogen, welche auf 
dem Mantel M des Projektionskegels relativ einfach sind in bezug auf die Pro- 
jektionsstrahlen. (Natiirlich ist die Umgebung einer jeden Stelle der C, relativ 
einfach.) 

Zum Beweise beachte man: Ein Bogen auf M ist relativ einfach zu den 
Projektionsstrahlen, wenn seine Projektion nur einfache Punkte besitzt — 
unter Zugrundelegung der in Nr. 1, 2 festgesetzten Vielfachheitsdefinition —, 


2) Der Fall, da& L Doppelpunkt der C, oder daB ZL nicht differenzierbar ist, 
wird ausgenommen. 
#1) Vgl. FuBnote %°), 
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wenn also insbesondere die Projektion wieder ein einfacher Bogen ist; ent- 
sprechendes gilt fiir den Fall einer Kurve. Nun ist aber die Projektion ein 
ebener Bogen bzw. eine ebene Kurve héchstens dritter 2,-Ordnung im Sinne 
dieser Vielfachheitsdefinition, besitzt also héchstens einen zweifachen Punkt 
und ist folglich immer darstellbar als Summe zweier einfacher Bogen (héchstens 
dritter 2,-Ordnung). Damit ist die Behauptung bewiesen. 


1,5. Vermittelst unserer Projektion lassen sich noch weitere Eigen- 
schaften der ebenen Kurven bzw. ebenen Bogen dritter Ordnung fiir Zwecke 
der gegenwartigen Untersuchung nutzbar machen. Man weiB, daf jeder 
beschrankte Bogen dritter 2,-Ordnung (in der euklidischen Ebene) darstellbar 
ist als Summe einer beschrankten Anzahl, nimlich von héchstens vier Konvex- 
bogen*). Entsprechendes gilt, wie ohne weiteres zu sehen, fiir Bogen und 
Kurven in der projektiven Ebene. Um auch in diesem Falle méglichst rasch 
und ohne Benutzung der Satze von Juel**) eine (wenn auch nicht genaue) 
obere Schranke fiir die Mindestanzahl der Summanden (d.h. der Konvex- 
bogen) zu finden, bemerke man, da8 jeder nicht-beschrinkte Bogen B, und 
jede (nicht-beschrankte) Kurve C, dritter 2,-Ordnung in der projektiven 
Ebene héchstens vom Index Eins sind, d.h. daB es Gerade gibt, welche 
héchstens einen Punkt P von B, bzw. C, enthalten. [Um dies einzusehen, 
betrachtet man bekanntlich etwa eine (Halb-) Tangente von B, bzw. C, 
in einem Punkte Q, welcher innerer Punkt eines konvexen Teilbogens von B, 
bzw. C, ist so, daB auBer Q noch héchstens ein Punkt von B, bzw. C, auf 
der Tangente liegt (vgl. Nr. 1,3). Enthalt diese Tangente keinen weiteren 
Punkt des Bogens (fiir die Kurve tritt dieser Fall nicht ein), so gibt es in ihrer 
Nachbarschaft Gerade, welche keine Bogenpunkte enthalten und B, ist 
projektiv aquivalent mit einem beschrinkten Bogen. Anderenfalls sei P 
ein auf B, gelegener, vom Beriihrungspunkt verschiedener Punkt der 
Tangente; dann liefert eine passende Drehung der Tangente D um P eine 
Gerade g, welche mit B, bzw. C, lediglich P gemeinsam hat.] Ohne Be- 
schrinkung der Allgemeinheit kann P als innerer Punkt eines (hinreichend 
kleinen) konvexen Teilbogens K von B, bzw. C, angenommen werden. Macht 
man g zur uncigentlichen Geraden, so kann das Komplement von K be- 
ziiglich z. B. der C, als beschriinkter Bogen dritter 2,-Ordnung aufgefabt 
werden. Daraus ergibt sich: Ein Bogen oder eine Kurve von dritter 
2,-Ordnung im projektiven R,, d.h. in der projektiven Ebene ist stets dar- 
stellbar als Summe von nicht mehr als g, Bogen der 2,-Ordnung 2, d. h. von 


#2) Fir (stetig differenzierbare) ebene Kurven dritter Ordnung gilt nach C. Juel 
genauer gq, = 3. Vgl. C. Juel, Einleitung in die Theorie der ebenen Elementar- 
kurven dritter und vierter Ordnung, K. Danske Videnskab. Selsk. Skrifter, naturv. 
og mat. Afd. (7) 11, 2 (1914), S. 136—140. — Die stetige Differenzierbarkeit ist 
entbebrlich. 
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Konvexbogen**). Dabei ist, wie man zeigen kann, g, < 5, d.h. q, ist 
nicht gréBer als 5 2"). Wir schlieBen daraus: 

Satz. Es gibt eine natiirliche Zahl gq} von folgender Beschaffenheit: Jede 
Kurve C, und jeder Bogen B, der &,-Ortinung 4 (ohne ebene Teilbogen) im 
projektiven R, ist darstellbar als Summe von nicht mehr als qj Tcilbogen, welche 
sich von einem nicht im Innern der Teilbogen gelegenen Punkte der Kurve 
bzw. von einem der Endpunkte des Bogens aus als einfache Bogen der 2,-Ordnung 2 
(d. h. als Konvexbogen) projizieren (in eine das Projektionszentrum nicht ent- 
haltende Ebene). Die (auf C, bzw. auf B, gelegenen) Urbilder dieser Teil- 
bogen sind relativ einfach in bezug auf die Projektionsstrahlen. Die einseitige 
Umgebung eines beliebigen Punktes von C, oder B, projiziert sich als Bogen 
der 2,-Ordnung 2 (Konvexbogen). 

Beziiglich g? kénnen wir behaupten: gj < gq, +- 1=< 6. Sollte namlich 
(bei der gewiihlten Zerlegung der C, in g, (oder weniger) Konvexbogen) das 
Bild P des Projektionszentrums ins Innere eines der konvexen Teilbogen 
fallen, so werden wir P als neuen Teilpunkt hinzunehmen, wodurch sich die 
Anzahl der konvexen Teilbogen um eins erhdht. 

1,6. Wir beschrinken die Betrachtung vorliufig auf solche ab- 
geschlossene **) Mantelstiicke M des Projektionskegels, welche die Projektions- 
ebene in Bogen der £,-Ordnung 2 (also in Konvexbogen) schneiden. Der 
Gesarmtmantel des Projektionskegels ist ja zufolge Nr. 1,5 als Summe von 
nicht mehr als gj solchen Mantelstiicken M darstellbar. Da wir iiberdies 
zunichst nur das Verhalten von C, ,,im Kleinen“ in Betracht ziehen, so liegt 
ferner keine Einschrankung der Allgemeinheit in der Annahme, daf der auf M 
liegende Teilbogen B von C, das Projektionszentrum nicht enthilt. Will man 
nimlich die Kurve C, auch in der Umgebung des urspriinglich als Pro- 
jektionszentrum gewihlten Punktes P untersuchen, so projiziere man von 
einem anderen Punkte der C, aus und heachte, daB sich mindestens jede 
(hinreichend kleine) einseitige Umgebung eines jeden vom (neuen) Projcktions- 
zentrum verschiedenen Punktes auf der C, als Konvexbogen projiziert. 
Das Innere eines solchen Mantelstiickes M ist topologisch aiquivalent mit 
einer offenen Kreisscheibe G. Wir haben daher, wie bereits an anderer Stelle *°) 
angegeben, in unserem Mantelstiick M mit dem auf ihm gelegenen Teilbogen 
der C, im wesentlichen (d.h. bis auf eine topologische Abbildung) den Fall 
eines einfachen Grundbogens B mit einem zugehérigen System von R,-Kurven 


23) ..Konvex“ im projektiven Sinne hei®t hier jeder Bogen, welcher einem be- 
schrankten Konvexbogen projektiv aquivalent ist. 

*4) Ein Mantelstiick heiBe ,,abgeschlossen“ oder ,,offen“, je nachdem die beiden, 
das Mantelstiick begrenzenden Erzeugenden des Kegels zum Mantelstiick hinzu- 
gerechnet werden oder nicht. 

%) Val. *), a.a. O., Nr. 7, 1. 
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in einem einfach zusammenhingenden Grundgebiet G vor uns. Um es kurz zu 
wiederholen™): Da M durch Projektion eines Konvexbogens entsteht, 
wird M von jeder Geraden, die keine ,,Erzeugende von M“ ist, d.h. mit 
keinem Projektionsstrah! zusammenfallt, in héchstens zwei (verschiedenen) 
Punkten getroffen. Durch drei verschiedene, auf drei verschiedenen Pro- 
jektionsstrahlen gelegene Punkte von M ist also eine Ebene eindeutig be- 
stimmt. Die Schnittlinien K (,,R-Kurven“) aller solcher Ebenen mit M 
sind also eindeutig bestimmt durch drei Punkte, von denen keine zwei auf dem 
gleichen Projektionsstrahl liegen. Mit den drei Bestimmungspunkten fndert 
sich K stetig. Ferner sind die K einfache Bogen, welche M in zwei getrennte 
Gebiete zerlegen. Dazu kommt vor allem noch folgendes: Sowohl B als auch 
die &-Kurven sind relativ einfach beziiglich der Erzeugenden von M; denn 
sowohl B als jede R-Kurve, mit anderen Worten, jede Ebene, die keine 
Erzeugende von M enthilt, hat mit einer Erzeugenden héchstens einen 
Punkt gemeinsam. Hat daher B mit einer R-Kurve K irgendwelche Punkte 
Q;,...,Q, gemeinsam, so folgen — bei geeigneter Durchlaufung von B 
und K — die Q,,...,Q, auf B sowohl als auf K in der gleichen Reihen- 
folge aufeinander, sie sind, wie wir sagen wollen, simultan-natiirlich an- 
geordnet (auf B und K)**). Fiir B und fiir diese R-Kurven gelten somit 
die friiher iiber die R-Ordnung gemachten Feststellungen, insbesondere 
sind die Voraussetzungen des speziellen Monotoniesatzes**) erfiillt. Es ent- 
sprechen nun aber die keine Erzeugenden von M enthaltenden Ebenen 
des R,, soweit sie Punkte mit M gemeinsam haben, ein-eindeutig den 
R-Kurven. Daher ist die 2,-Ordnung von B im R, gleich der R,-Ordnung*’) 
von B auf M und daher kénnen wir B auch auffassen als einen Bogen 
von der S,-Ordnung 4. Die fiir solche Bogen bewiesenen Sitze*®) 
gelten mithin auch fiir die in Rede stehenden Teilbogen B einer Kurve C, 
(bzw. eines Bogens B,) der 2,-Ordnung 4 im R,. Nun gehért aber, 
wie schon oben bemerkt, die einseitige Umgebung eines jeden Punktes 
einer C, einem solchen Teilbogen B an. Daher gelten die Eigenschaften, 
welche B besitzt, allgemein fiir einseitige Umgebungen auf einer C,. Wir 
erhalten so: 

Es gibt weder primitive Bogen der 2,-Ordnung 4 noch einseitige Punkte 
vierter 2,-Ordnung im projektiven R,. (Die betrachteten Bogen sollen dabei 
keine ebenen Teilbogen enthalten.) 

Da ein Haufungspunkt von Punkten der 2,-Ordnung 4 stets einseitiger 
Punkt von vierter 2,-Ordnung wire, so folgt noch: Eine C, bzw. ein B, 

26) Vgl. 7), a. a. O., Nr. 3, 2. 

27) Die &,-Ordnung von B ist die maximale Miachtigkeit des Durchschnittes 
einer R-Kurve mit B. Vgl. 7), a.a.0O., Nr. 2,1 

28) Vgl. 7), a.a.O., insbesondere § 6. 
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enthilt héchstens endlich viele Punkte vierter 2,-Ordnung, ist also dar- 
stellbar als Summe endlich vieler Bogen der 2,-Ordnung drei®). 

Uber diese Feststellung des Textes hinaus kénnen wir behaupten, da8 
eine C, sogar als Summe von beschrinkt vielen Bogen der 2,-Ordnung 3 
darstellbar ist, weil das Entsprechende fiir die Teilbogen B gilt. Der naheren 
Bestimmung einer solchen Schranke gelten die folgenden Betrachtungen 
(Nr. 1,7 bis 1, 9). 

Zusatz. Wahrend im R, (d. h. in der Ebene) eine einfache (geschlossene) 
Kurve von hoherer als zweiter 2,-Ordnung stets Punkte von mindestens 
dritter 2,-Ordnung besitzen muB, gibt es im R, einfache geschlossene Kurven 
(sogar algebraische Kurven jeder beliebigen Ordnung und vom Maximal- 
index), deren Punkte simtlich von der 2,-Ordnung 3 sind™). Anders 
ausgedriickt: Eine einfache geschlossene Kurve mit lauter Punkten von dritter 
2,-Ordnung ist nicht notwendig selbst von dritter 2,-Ordnung. Zur Be- 
griindung fiir die Verschiedenheit der Verhiltnisse im R, und R, kénnte 
unter anderem auf den Umstand verwiesen werden, da8 der spezielle Mono- 
toniesatz**) zwar im R, fiir einfache Bogen dritter 2,-Ordnung unbeschrankt 
giiltig ist, nicht aber im R, fiir einfache Bogen vierter 2,-Ordnung. 

1,7. Wie in Nr. 1, 6 gezeigt, ist jede C, im R, als Summe von beschrankt 
vielen Bogen der 2,-Ordnung 3 darstellbar. Zur Bestimmung einer oberen 
Schranke g, fiir die kleinste Anzahl solcher Summanden gehen wir von 
folgender Bemerkung aus: Der in Nr. 1,5 bewiesene Satz zieht nach sich, 
daB jede C, als Summe von nicht mehr als g3 Bogen B der in Nr. 1, 5 betrachteten 
Art darstellbar ist, also von Bogen, deren Projektion von der 2,-Ordnung 2 
ist. [Da8 hierbei das Projektionszentrum als Endpunkt solcher Bogen auf- 
treten kann, ist fiir das Folgende belanglos. Denn einerseits ist ja eine Um- 
gebung des Endpunktes sicher frei von Punkten vierter 2,-Ordnung und 
andererseits ist die Projektion einer Umgebung auch des Endpunktes konvex 
(d.h. von der 2,-Ordnung 2). Nur diese beiden Tatsachen aber sind fiir 
unsere Uberlegungen wesentlich.] Die Bestimmung der gewiinschten Schranke 
qg, reduziert sich daher auf die Bestimmung einer solchen Schranke fiir jeden 
der q; Bogen B. Fir diese Bestimmung ist nun wesentlich, da8 unsere 
Bogen B sich als Bogen B von der 2,-Ordnung 2 projizieren sollen. Daraus 
folgt nimlich, daB keine Ebene, auf welcher das Projektionszentrum liegt, mehr 
als zwei (vom Projektionszentrum verschiedene) Punkte mit B gemeinsam 
haben kann; denn jede solche Ebene liefert in der Projektion eine Gerade; 
diese hat mit B héchstens zwei Punkte gemeinsam und daraus folgt wegen 


2%) Vgl. auch *), a.a.O., Nr. 2, 2. 
%°) H. Mohrmann, Gewundene reelle Kurvenziige beliebig hoher Ordnung ohne 


reelle Singularitat, Sitz.-Ber. d. bayer. Akad. d. Wiss., math.-physikal. Klasse, 
Miinchen, 1916, S. 201 ff. 
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der ein-eindeutigen Abbildung von B auf B die Behauptung. Und aus diesem 
Umstande folgt nun, da8 im Innern eines Bogens B der in Rede stehenden 
Beschaffenheit héchstens ein Punkt der 2,-Ordnung 4 liegen kann. Der 
Beweis dieser Behauptung ist im wesentlichen der gleiche wie fiir den an 
anderer Stelle angegebenen sogenannten Expansionssatz*'). In der Tat: 
Angenommen, es lagen im Innern von B zwei Punkte S’, S” der 2,-Ordnung 4 
und es seien J”, J”’ zwei, je einer R-Kurve angehdérige, d.h. je auf einer 
Ebene gelegene, Punktquadrupel von B, welche in hinreichender Nahe von S’ 
bzw. S”’ liegen derart, daB das eine, etwa J”, sich auf B ganz oberhalb des 
anderen befindet. Weil auf B nur endlich viele Punkte der 2,-Ordnung 4 
liegen (Nr. 1,6), kénnen wir S’, S” als auf B unmittelbar benachbart (d. h. also 
durch keine weiteren Punkte der 2,-Ordnung 4 getrennt) voraussetzen. 
Da auf B fiir die Schnittquadrupel mit einer R-Kurve (oder — was das 
gleiche —- mit einer Ebene) der spezielle Monotoniesatz**) gilt, und da B 
auf M die R,-Ordnung 4 besitzt, so ergeben die gleichen Schliisse wie beim 
Beweis des Expansionssatzes, da8 bei monotoner Verschiebung der drei 
untersten Punkte 7, 73, T; von J” abwirts gegen I’ hin, der vierte 
(oberste) Punkt 7, von J” sich sicher monoton aufwirts bewegt, solange er 
sich innerhalb B befindet. Da iiberdies 7, im Innern von C, nicht verloren 
gehen kann, so mu 7, das nicht im Innern von B gelegene Projektions- 
zentrum P mindestens einmal iiberschreiten, ehe die genannten drei Punkte 
von J” mit den drei obersten Punkten von J” zur Koinzidenz gebracht worden 
sind **). Ist aber 7, = P geworden, so liegt P mit drei Punkten im Innern 
von B in einer Ebene, was nach der oben gemachten Bemerkung aus- 
geschlossen ist. Man erkennt, daB P auch in einen der Endpunkte von B 
fallen darf. 

Wir bemerken schlieBlich noch, da8 aus der Giiltigkeit des speziellen 
Monotoniesatzes fiir B und die R-Kurven auf M bzw. fiir B und die Ebenen 
im R, die Giiltigkeit auch des sogenannten ersten Existenzsatzes folgt, dem- 
zufolge B dann und nur dann die 2,-Ordnung 4 besitzt, wenn B im Innern 
einen Punkt der £2,-Ordnung 4 enthalt®*). Damit haben wir zunichst 
den folgenden 

Satz. Jeder Teilbogen B einer C,, welcher sich von einem nicht innerhalb B 
gelegenen Punkte der C, in einen ebenen Bogen der 2,-Ordnung 2 projiziert, 
besitet im Innern nicht mehr als einen Punkt Q der 2,-Ordnung 4. Und zwar 
liegt im Innern von B kein solcher Punkt dann und nur dann, wenn B von der 
2,-Ordnung 3 ist. Anderenfalls ist B darstellbar als Summe von zwei Bogen 
der 2,-Ordnung 3, deren gemeinsamer Endpunkt Q von der 2,-Ordnung 4 ist. 








31) Vgl. 7), a.a.0., Nr. 4, 8. 
32) Vgl. auch *), a.a.O., Nr. 5, 3. 
33) Vgl. 7), a.a.0., Nr. 5, 1. 
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1,8. Wie bereits in Nr. 1, 7 angedeutet, folgt aus dem letzten Satze das 
gewiinschte Endergebnis. Da nimlich B darstellbar ist als Summe von nicht 
mehr als zwei Bogen der 2,-Ordnung 3, und da C, als Summe von nicht 
mehr als g3 < q,-+- 1 Bogen B dargesteilt werden kann (zufolge Nr. 1, 5), 
so gilt der 

Satz. Jede Kurve C, und jeder Bogen B, der 2,-Ordnung 4 ohne ebene 
Teilbogen im (projektiven) R, ist darstellbar als Summe von nicht mehr als q, Bogen 
der 2,-Ordnung 3. Ferner besitzt C, und B, nicht mehr als q, bzw. (q,—1) Punkte 
der 2,-Ordnung 4. Dabei ist q, eine absolute Konstante (natiirliche Zahl), 
welche mit der entsprechenden Konstanten q, fiir den R, (vgl. Nr.1, 5) in der 
Beziehung steht q, << 2 (q2 +- 1). 

1,9. Wenn auch der genaue Wert von q, hier nicht bestimmt werden 
soll, so wollen wir doch darauf hinweisen, daB bei Beschrinkung auf 
speziellere Klassen von Kurven (nicht Bogen) der 2,-Ordnung 4 sich wenigstens 
fiir die Anzahl der auf ihnen vorhandenen Punkte von der 2,-Ordnung 4 
eine kleinere Schranke als 2 (q.++- 1) angeben laBt. Die zusiitzliche Forderung, 
durch welche diese speziellere Kurvenklasse definiert werden kann, erhilt 
man beim Riickblick auf die Uberlegungen, welche zu g, < 2 (q, + 1) fiihrten. 
Bei der Zerlegung der C, in gj Bogen B blieb es namlich dahingestellt, ob 
diejenigen Punkte Q, in welchen zwei der Bogen B zusammenstofSen, von der 
2,-Ordnung 3 oder 4 seien. Nun kénnen diese Endpunkte Q der Bogen B so 
gewahlt werden, da8 ihre Projektionen Q entweder Doppelpunkte oder aber 
Punkte dritter 2,-Ordnung auf der ebenen Projektionskurve C, werden*). 
In letzterem Falle haben die zugehérigen Urbildpunkte Q auf C, die Eigen- 
schaft, da8 durch das Projektionszentrum eine Ebene geht, welche definiert 
werden kann als Limes einer Folge von Ebenen durch drei voneinander ver- 
schiedene, zu Q beliebig benachbarte, im iibrigen geeignet gewiulte Punkte 
der C,. Wir sagten: ,,geeignet gewahite“, weil im allgemeinen der, etwa als 
,,Grenzebene“ zu bezeichnende, Limes bei beliebiger Wahl der drei Nachbar- 
punkte nicht zu existieren braucht. Fordern wir aber die Existenz dieses 
Limes in den Punkten vierter 2,-Ordnung von C,, so gibt es auf der C, nur 
endlieh viele verschiedene Punkte, durch welche derartige, zu einem Punkte 
vierter 2,-Ordnung gehérige ,,Grenzebenen‘‘ hindurchgehen (diese Grenz- 
ebenen fallen mit den Schmiegebenen in den betreffenden Punkten zu- 
sammen). Man kann alsdann das Projektionszentrum so wihlen, daB es in 
keiner der Grenzebenen liegt und daB iiberdies keiner der Punkte von der 





34) Die Méglichkeit einer solchen Wahl der Punkte Q folgt daraus, daB C, héchstens 
von der 2,-Ordnung 3 ist, bei welcher Ordnung eben die Zerlegung in Konvexbogen 
durch Markieren lediglich der ,,Wendepunkte“ und des eventuell vorhandenen Doppel- 
punktes bewirkt werden kann [jedenfalls fiir Kurven (mit stetiger Tangente) vgl. **)]. 
Zu diesen Q kommt dann noch eventuell das Bild des Projektionszentrums. 
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2,-Ordnung 4 auf C, sich in einen Doppelpunkt der C, projiziert. Man 
kann also erreichen, da8 keiner der Punkte Q ein Punkt der 2,-Ordnung 4 
ist. Dann kénnen also solche Punkte nur im Innern der beim Beweise des 
Satzes von Nr. 1,8 benutzten Bogen B liegen, und zwar kann in jedem B 
nicht mehr als einer vorhanden sein, so daB ihre Anzahl nicht gréBer als gf 
ist. Da8 die kleinste Anzahl von Bogen der 2,-Ordnung 3, als deren Summe 
sich C, darstellen lat, nicht gréBer als gf + 1 sein kann, darf aber hieraus 
nicht geschlossen werden, da wir ja wissen *®°), daB im R, eine einfache Kurve 
von hdéherer als dritter 2,-Ordnung nicht notwendig Punkte héherer als 
dritter 2,-Ordnung zu besitzen braucht. 

Wir formulieren das eben abgeleitete Ergebnis so: 

Es sei C, eine Kurve (also nicht ein Bogen) von der 2,-Ordnung 4 ohne 
ebene Teilbogen im projektiven R,; und in jedem Punkte vierter 2, -Ordnung 
existiere der Limes der Ebenen durch drei belielige (verschiedene) Nachbarpunkte. 
Alsdann liegen auf C, nicht mehr als vier Punkte der &,-Ordnung 4. 


§ 2. 
Modifikationen des Beweises tiir Bogen (nm + 1)-ter Ordnung im R,,. 

2,1. Der Beweis unseres Satzes in Nr. 1, 8 fiir Bogen der 2,-Ordnung 4 
im FR, war gegriindet auf einen InduktionsschluB, welcher fast ohne 
weiteres auf den entsprechenden Sachverhalt im R,, anwendbar ist (nm > 4). 
Wir brauchen daher nur noch einige Hinweise auf etwaige Modifikationen der 
in § 1 angestellten Uberlegungen zu geben. Im projektiven n-dimensionalen 
Raume R,, sei eine Kurve C oder ein Bogen B gegeben als eindeutiges und 
stetiges Bild der Kreisperipherie bzw. der Strecke®). Die maximale Michtigkeit 
des Durchschnittes von C mit einer Hyperebene bezeichnen wir als die 
L,,-Ordnung von C*). Vorausgesetzt wird stets, daB C keine Teilbogen enthilt, 
die ganz in einer Hyperebene**) liegen. 

Es sei C,,,, von der 2,-Ordnung (n + 1). Man beweist vermittelst des 
in Nr. 1,3 angegebenen Verfahrens, da8 in jedem Punkte Q von C,,, eine 
rechts- und eine linksseitige Tangente existiert. Sodann bemerkt man, daf 
beide Tangenten auf gleichen Geraden liegen und entgegengesetzt gerichtet 
sind, mit Ausnahme héchstens einer abzihlbaren Menge von Punkten Q 
(letztere Punkte sollen ,,nicht-differenzierbar“ heiBen und im Gegensatz dazu 
die iibrigen ,,differenzierbar“). Wir projizieren*®’) nun C,,,, von einem ihrer 


35) Soweit die Betrachtungen des Textes fiir Kurven und Bogen in gleicher Weise 
gelten, fiihren wir meist nur den Fall der Kurven an. 

86) Hyperebenen sind diejenigen Punktmengen, deren (homogene, projektive) 
Koordinaten einer homogenen linearen Gleichung geniigen (die Koeffizienten der 
letzteren sollen nicht simtlich Null sein). 

87) Auch fiir n => 4 soll das Projektionszentrum ein einfacher (und differenzier- 
barer) Punkt sein. 
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Punkte P aus zentral auf eine P nicht enthaltende Hyperebene €,_,. Als 
Bild des Projektionszentrums P definieren wir den Schnitt (jeder) der Halb- 
tangente(n) in P mit €,_,. Falls P im Innern vom C,,, gewdhlt wird, soll 
zuniichst P ein differenzierbarer Punkt sein. Jedem Punkte Q des so definierten 
Bildes C,, von C,,,, schreiben wir als Vielfachheit die Summe der Vielfachheiten 
derjenigen Punkte von C,, , , zu, welche sich nach Q projizieren. Eine Ausnahme 
tritt nur ein fiir einen Bogen B,,,, dessen beide Endpunkte das gleiche 
Bild haben; alsdann werden beide Endpunkte zusammen nur als eine Stelle 
in Anrechnung gebracht. Unter Zugrundelegung eben dieser Vielfachheits- 
definition erhalten wir als Bild C, eine Kurve von mindestens (n — 1)-ter 
und héchstens n-ter 2,,_,-Ordnung, von welcher kein Teilbogen ganz einer 
Hyperebene im R,_, angehért. Der Beweis verliuft ganz entsprechend 
wie im R,. 

Da C,,,; mit einer die Tangente in P nicht enthaltenden Projektionsgeraden 
nur dann mehrere Stellen gemeinsam hat, wenn die Projektion mehrfacher 
Punkt von C, ist, und da andererseits C,, héchstens einen mehrfachen (und 
zwar héchstens zweifachen) Punkt besitzt, so ergibt sich wieder: O,,, ist 
auf dem Mantel M des Projektionskegels relativ einfach in bezug auf die 
Projektionsstrahlen, ausgenommen héchstens einen Projektionsstrahl, auf 
welchem zwei verschiedene Stellen von C,,,, legen, und unter Umstanden ab- 
gesehen von den zu den Endpunkten eines B,,, gehdrigen Projektions- 
strahlen. Wir nehmen jetzt an, dap fiir C,, in €,,_, wnser Satz bereits bewiesen 
sei, wie es fiir nm — 1 = 2 und fiir n — 1 = 3 bereits der Fall ist (§ 1). Alsdann 
ist C,, darstellbar als Summe von héchstens | Yn—y (einfachen) Bogen B= B,_, 
der 2,,_,-Ordnung n — 1 in €,_, (denn €,_, ist ja ein R,_,). Sei nun M 
ein Mantelstiick des Projektionskegels, welches sich nach €,_, in einen 
B,_, = B projiziert. Der entsprechende, auf M gelegene Teilbogen von 
Cy41 sei B; die Abbildung von B auf B ist ein-eindeutig. Jetzt kénnen wir 
wieder das Verhalten eines solchen Bogens B im Kleinen untersuchen 
(vgl. Nr. 1,6). Wir diirfen alsdann voraussetzen, daB der jeweils betrachtete 
Teilbogen B von C,,,, das Projektionszentrum nicht enthalt. Da B von der 
£,,_,-Ordnung n —1 ist, so wird eine Hyperebene im R,, eindeutig bestimmt 
durch Vorgebe von n verschiedenen Punkten von B, welche sich in ver- 
schiedene Punkte von B projizieren. (Anderenfalls namlich wiirden diese 
n Punkte einer (n — 2)-dimensionalen linearen Mannigfaltigkeit €,,_, des R, 
angehéren, also wiirden sie auch auf einer durch das Projektionszentrum 
gehenden Hyperebene liegen, und die Projektionen unserer » Punkte 
wiirden daher einer Hyperebene in €,_, angehdren im Widerspruch damit, 
daB B von der 2, _,-Ordnung n — | sein soll.) Nun folgt wieder (vgl. Nr. 1, 6), 
da8 C,,, darstellbar ist als Summe von beschrinkt vielen Bogen der 
2,-Ordnung n. Zwecks Bestimmung einer zugehérigen Schranke kehren wir 
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zuriick zur Darstellung der C,,,, als Summe von nicht mehr als 1 + q,_, 
einfachen Bogen B, welche sich in (einfache) Bogen B der 2,,_ ,-Ordnung n—1 
in €,_, projizieren und deren keiner das Projektionszentrum im Innern 
enthalt. Dann zeigen wir, daB keine Hyperebene im R,, auf welcher das Pro- 
jektionszentrum P liegt, mehr als n—1 vom Projektionszentrum verschiedene 
Punkte mit B gemeinsam haben. [Denn jede solche Hyperebene /7,,_, wiirde 
in der Projektion eine Hyperebene /7 = /7,,_, in €,,_, liefern (nimlich den 
Durchschnitt von J7,_, und €,_,), welche wegen der ein-eindeutigen Ab- 
bildung von B auf B mit dem Bilde B von B mindestens n verschiedene 
Punkte gemeinsam hatte, wihrend doch B als von der 2,,_,-Ordnung n —1 
vorausgesetzt war. ] 


SchlieBlich folgt wieder der Satz, daB keiner unserer Bogen B mehr als 
emmen Punkt Q der 2,-Ordnung n-+- 1 im Innern enthalten kann und daB B 
von der 2,,-Ordnung n oder n +- 1 ist, je nachdem kein oder ein solcher Punkt Q 
wm Innern von B liegt; ferner daB, im letzteren Falle, B darstellhar ist als 
Summe von zwei Bogen der 2,,-Ordnung n mit Q als gemeinsamem End- 
punkt. Die iibrigen Folgerungen sind jetzt klar. Zusammenfassend haben 
wir daher den 


Satz. Jeder Bogen B,,,, und jede Kurve C,,, der 2,-Ordnung n+ 1 
im n-dimensionalen projektiven Raum R,, ist darstellbar als Summe von nicht 
mehr als q, (einfachen) Bogen der 2,-Ordnung n. Dabei ist gq, eine natiirliche, 
nur von n abhiingige Zahl (n > 2). Es gibt weder primitive Bogen noch einseitige 
Punkte der 2,-Ordnung n+-1. Vorausgesetzt ist, daB keine Teilbogen auf- 
treten, welche ganz einer Hyperebene des R,, angehiren. 


Zusatz. Eine Abschatzung von gq, erhalt man durch vollstindige In- 
duktion zu 2 (7 .2"-*— 1) fiir n> 3. Dagegen lassen sich die in Nr.1, 9 
angestellten Uberlegungen nicht auf den Fall des R,, fiir n > 4 iibertragen. 
Die in Nr. 1.9 gemachten Schliisse beruhten nimlich wesentlich auf der 
Tatsache, daB bei der Zerlegung der ebenen (Projektions-) Kurve C, von 
dritter £2,-Ordnung in Bogen der 2,-Ordnung zwei die Endpunkte dieser 
letzteren Bogen stets in die Punkte dritter 2,-Ordnung von C, und in deren 
allenfalls vorhandenen Doppelpunkt gelegt werden kénnen. Die entsprechende 
Tatsache gilt aber fiir den Fall des R,, wobei n > 4, d.h. fiir die C,,-, und 
n— 1 >= 3, nicht mehr (vgl. Nr. 1, 6; Zusatz). 


2,2. Die Existenz von Kurven und Bogen der 2,,-Ordnung » + 1 im R,, 
wird bewiesen durch das bekannte Beispiel: 


& = et’), wal, ..., Bi May = ORT, 


wo die z, (reelle) homogene projektive Koordinaten im R,, bedeuten, ¢ den 
(reellen) Kurvenparameter, o + 0 einen reellen Proportionalititsfaktor 
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(n => 3). Fiir endliche ¢ erhalten wir einen (offenen) Teilbogen B. Die auf der 
Hyperebene 

n+1 nti 

Dja,2%,=0 (mit J |a,|> 0) 

=1 r=1 
gelegenen Punkte von B werden geliefert durch die reellen Nullstellen der 
Gleichung 

@,+ a,t+...+a,—'+4,,,°T' = 

Daher ist B héchstens von der 2,,-Ordnung n +- 1, aber auch genau von dieser 
Ordnung, weil unsere Gleichung als Normalform der Gleichung (n -+- 1)-ten 
Grades aufgefa8t werden kann und weil es Gleichungen (n + 1)-ten Grades 
mit lauter reellen verschiedenen Wurzeln gibt. (Der einzige) Punkt (n +- 1)-ter 
£,-Ordnung von B ist der der Stelle t = 0 entsprechende Punkt P, [weil 
nimlich die Summe der Nullstellen unserer Gleichung immer Null sein muB, 
kénnen in beliebiger Nahe (nur) von P, alle n-+ 1 Nullstellen liegen|. 


(Eingegangen am 10. 5. 1932.) 














Bestimmung einer geschlossenen konvexen Fliche durch 
die Summe ihrer Hauptkriimmungsradien. 


Von 


Wilhelm Siiss in Greifswald. 


1. Von Christoffel stammt der Satz, daB sich eine Eiflache (geschlossene 
konvexe Fliche) durch die Summe ihrer Hauptkriimmungsradien bestimmen 
laBt*). Diese Summe s muB dabei wegen der Geschlossenheit der Fliche der 
Bedingung geniigen, daB bei Integration iiber die gesamte Einheitskugel & 


(1) f€s(é)do = 


ist. Im iibrigen geniigt es, s(&) als abteilungsweise stetige Funktion an- 
zusetzen, die iiberall positiv ist. An singularen Stellen darf sie auch unendlich 
werden. Bei den in der Literatur vorliegenden Beweisen*) werden allerdings 
von der eben genannten abweichende Voraussetzungen gemacht, die an die 
Funktion s starkere Anforderungen stellen. Indessen soll es gerade die Auf- 
gabe dieser Arbeit sein, zu zeigen, daB der Satz in der hier ausgesprochenen 
Form richtig ist. Dabei wird der hier gegebene Beweis auch insofern von 
Interesse sein, als er im Gedankengang die vollstindige Parallele des Beweises 
ist, den ich vor kurzem®) fiir den mit dem obigen verwandten, aber wohl 
viel tiefer liegenden Satz von Minkowski gegeben habe, wonach eine Eiflaiche 
durch ihre GauSsche Kriimmung bestimmt wird. Die Hauptschritte des 
Beweises werden wie dort darin bestehen, da8 ich zunichst die Behauptung 
mit einem Variationsproblem in Verbindung bringe, da8 dann durch ein- 
fachste Betrachtungen im Raum der Stiitzfunktionen von Eiflichen der 
Existenzbeweis fiir die eindeutige Lésung des Variationsproblems erbracht 
wird und schlieBlich gezeigt wird, daB der Lésung auch eine Eifliche mit der 
verlangten Eigenschaft entspricht. Die Grundtatsachen aus der Theorie des 





1) Ges. math. Abh. I, S. 162ff. 

2) AuBer dem Beweis von Christoffel nenne ich die Beweise von Hurwitz (Ecole 
normale (3) 19 (1902)) und Hilbert (Integralgleichungen, 8. 251). Ein auf die Hilbertsche 
Theorie gegriindeter anderer Beweis fiir eine allgemeinere Tatsache findet sich in einer 
hm Téhoku Math. Journ. 1932 erscheinenden Arbeit. 

*) Sitzungsber. d. Preuss. Akad. d. Wiss. 1931, XXXI. Die hier fast wértlich 
iibernommenen Stellen aus dieser Arbeit sind durch Hinweis auf diese FuBnote kenntlich 
gemacht. 
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benutzten Funktionenraumes werde ich hier nicht noch einmal entwickeln, 
sondern verweise ihretwegen auf die genannte Arbeit. Im iibrigen liegen die 
Verhaltnisse in diesem Raum formal-logisch so sehr denen des iiblichen 
parallel, da8 der Leser, auch ohne a. a. O. nachzusehen, dem Gedankengang 
folgen kann. — Die gleichen Methoden gestatten eine nicht ganz triviale 
Ausdehnung des Ergebnisses auf mehrdimensionale Eiflichen, worauf ich 
am Schlu8 hinweise. 

2. Zunichst sei das Variationsproblem genannt, das sich dem Christoffel- 
schen Satz zuordnen la8t. Entwickelt man das Volumen eines durch Linear- 
kombination aus anderen Eikérpern gebildeten Eikérpers in der Form 

V(S tp) = JL Vinrtstets, 

i i,k,t 
so sind die hier auftretenden Koeffizienten V;,, die gemischten Volumina 
Minkowskis: 

Vent V (Dis Pus Prd 
Sind p, q und k die Stiitzfunktionen zweier Eikérper bzw. der Radius der 
Einheitskugel um den Ursprung, so ist insbesondere 
(2a) V (Pp, P; P) V (p) 
das Volumen von (p), 
(2b) 3 V (p, p, k) O (p) 
die Oberfliche von (p) und es gilt die allgemeinere Darstellung‘): 


, if 
(2) V (p,q, k) 7 qs (p)do [q, 8]. 
Die Integration ist dabei stets iiber die gesamte Einheitskugel zu erstrecken. 
s(p) ist die Summe der Hauptkriimmungsradien der Flache (p). An der 


zuletzt genannten Stelle habe ich auBerdem bewiesen, daB 


(3) 3V(p,9q,k) => VO (p) O(q) 
ist und daB hierin das Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn die 
Flichen (p) und (q) einander ahnlich und zueinander ahnlich gelegen sind. 
Beschriinken wir uns auf solche Eiflaichen (q*), deren Oberflache den Wert 1 hat, 
(4) O (q*) — 3 V (q*, q*, k) = 1, 
so ist im Falle des Gleichheitszeichens in (3) 
VO(p) 

Aeon tak i 
Wenn es also tiberhaupt eine Eiflache (p) mit der vorgegebenen Funktion s (p) 
als Summe der Hauptkriimmungsradien gibt, so kann sie folgendermaBen 
bis auf Translationen eindeutig bestimmt werden*): Das Integral 
*) W. Siiss, Zu Minkowskis Theorie von Volumen und Oberfliche. Math. 
Annalen 101, insbesondere (3) und (4). 











Bestimmung konvexer Flichen durch Hauptkriimmungsradien. 145 


[q, 3] = V (p,q, &) im (2) erreicht fiir die bis auf Translationen eindeutig 
bestimmte Flache (g,) sein Minimum, wenn nur Flachen zur Konkurrenz 
zugelassen werden, die der Nebenbedingung (4) geniigen. Dann ist die ge- 
suchte Flache bis auf Translationen durch die Stiitzfunktion py = [9p, 8] go 


eindeutig bestimmt. Es soll nun zunichst gezeigt werden, da8 das Variations- 
problem 


(VY) {¢3] = i fas ()do = Minimum bei der Nebenbedingung (4) 
stets eine bis auf Translationen eindeutig bestimmte Lésung besitzt. 

3. Von allen zu betrachtenden Eiflichen (q) fordern wir zunichst, daB 
ihr Schwerpunkt in den Ursprung fallt. Die Allgemeinheit der Untersuchung 
wird dadurch wegen der Form des Grundintegrals in (V) nach (1) nicht ein- 
geschrinkt. Im Raum Q der so bestimmten nirgends negativen Stiitzfunk- 
tionen g untersuchen wir nun die Teilmenge R von Stiitzfunktionen r, welche 
auBerdem noch den folgenden Bedingungen geniigen: 

A. Die Oberfliche von (r) sei mindestens 1, 


(5) O(r) = 3 V (rr, k) >1. 
B. Ist e der Radius der Kugel von der Oberfliche 1, so sei 
(6) [r, 8] — [e, 8] == 6. 


MiBt man den Abstand zweier Punkte p, g im Raume der Stiitzfunktionen 
in bekannter Weise durch Max |p —q]|, so folgt aus B., daB die Menge R 
©) 


in Q beschrinkt ist. Dazu miissen wir nur zeigen®), daB alle r in R gleich- 
maBig beschrinkt sind, als Funktionen auf der Kinheitskugel betrachtet. 
Zunichst ist nach Voraussetzung m = Mins (é) > 0. Fiir eine beliebige der 


Funktionen r sei &’ eine Stelle mnidihaben Wertes von r (&) auf &. Ist ferner 
é” eine Stelle auf & mit 

—($-9)<9 = AGE) < 5-9 
wobei g eine feste Zahl zwischen 0 und 2/2 ist, so wird 

r(&") > r(é')cosm > r(é) sing > 0, 
also ist nach (6) 
6e = e{sdo > r(é’)sing|sdo => r(é’)msing®, 

(@) 

r (') < m ein g’ 
Nach Blaschkes Auswahlsatz®) lat sich also aus jeder unendlichen Menge 
von Funktionen aus R stets eine gegen eine Stiitzfunktion gleichmaBig kon- 
vergente Folge auswihlen. Die Menge R ist also kompakt. 


d. h. 





w. z. b. w.4). 


5) Kreis und Kugel, 8. 62. 


Mathematische Annalen. 108. 10 
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4. Wir behaupten weiter, die Menge R sei abgeschlossen und konvex*). 
Ist r,; eine gegen r gleichmaBig konvergente Folge aus R, so ist von einem 
gewissen Index i an fiir ein beliebig klemes vorgegebenes « > 0 
%< f+ &, 
nach (5) also 


1=O(r,) = 3 V (7, 7%, k) < O (r) + 6 V (r, &, k) + 3 V (e, €, b), 


woraus fiir « + 0 das Bestehen von A. fiir r folgt. 
Da fiir geniigend groBe « auch 


[r,s] < [r,,8] + < | sdo 


ist, gilt auch B. fiir r. R ist also abgeschlossen und nach (3) in sich kompakt*). 
Die Wurzel aus der Oberfliche eines Eikérpers einer linearen Schar 
r, = (l—t)r, + tr, (0<t< 1) ist bekanntlich eine nach oben konvexe 
Funktion 

(7) VO(r,) => (L—t) VO(r,) + tVO(r,), 

wobei das Gleichheitszeichen wieder fiir ahnliche und zueinander dhnlich 
gelegene Flachen (r) und (r,) kennzeichnend ist*). Hiernach ist A. und wegen 
der Linearitat von [r, s] in r ist B. auch fiir die Zwischenfunktionen r, erfiillt, 
R ist also auch konvex. Fiir die Randfunktionen von R gilt in mindestens 
einer der Ungleichungen (5) oder (6) das Gleichheitszeichen, fiir die zu R 
gehérige Kugel (e) gelten sogar die Gleichheitszeichen in beiden. 

5. Innerhalb der Menge R ist [r,s] ein iiberall stetiges und nach den 
fiir r und s gemachten Voraussetzungen nach unten beschrinktes Funktional. 
In der in sich kompakten Menge R erreicht also [r, s] fiir mindestens eine 
Funktion r, ihr Minimum, so da fiir alle r aus R 


(8) [r, 8s] > ["%, 8] = 6 
ist. AuBerdem ist fiir jede Minimalfunktion r, 
(9) O (7) = 1, 


da sonst fiir eine geniigend nahe bei 1 gelegene Konstante c < 1 die in R ge- 
legene Funktion cr einen kleineren Wert fiir das Grundintegral lieferte. 
Wire r, nicht eindeutig bestimmt, etwa 


[ro, 8] = [r,, 8] = 8, 


[r,, 8] = 6. 


so ware offenbar auch 


Es miiBte also auch O(r,) = 1 sein, in (7) miiBte also das Gleichheitszeichen 
gelten, was nach der obigen Annahme iiber die Lage der Schwerpunkte die 
Identitat von r, und 7, zur Folge hat. Das Variationsproblem (V) besitzt also 
in R und nach (3) und (5) auch in Q eine einzige Lésung ry, die wegen (9) der 
Nebenbedingung (4) geniigt. 
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6. Wir zeigen jetzt, daB die Eiflache mit der Stiitzfunktion 


Po = [To $] To 
die Funktion s (€) zur Summe der Hauptkriimmungsradien besitzt. Dabei 
ist nach (2) zu zeigen, da8 fiir beliebige Stiitzfunktionen q 


; Ft 
(10) V (po, 9,%) = [9,8] = z \qsdo 


ist. 
Im Raum Q der Stiitzfunktionen q betrachten wir nun die Funktionen 
in den beiden ,,Ebenen“ 


(11) [9,8] = [7 8] = 6 
und 
(12) V (q, To, *) = & | 98(re)do = > 


Nach 5 liegt auBer r, kein Punkt von R in (11). Wegen (2b) und (9) liegt 
r, auch in (12). Nach (3) ist ferner fiir jedes r aus R wegen A. 
V (7,1) SO >? 

worin die Gleichheitszeichen nur fiir r = r, gelten. Die beiden Ebenen (11) 
und (12) sind also Stiitzebenen an die abgeschlossene konvexe Menge R in Q, 
die mit R nur den einen Punkt r, gemein haben. Es soll jetzt gezeigt werden, 
daB die Ebenen (11) und (12) iiberhaupt miteinander identisch sind, indem 
namlich auBer in einer Punktmenge auf der Einheitskugel vom Integral Null 
8 (75) = 8 (€)/3 b ist. 

Ware dies nicht der Fall, so miiBte es auf & eine Stelle &* geben, an der 
s (r, (&*)) > s (€*)/3 6 ist. Da, wie zuvor gezeigt, 


| 0°35 40 == | ros (ra) do 


ist, so lieBe sich iiber der der Stelle &* auf (r,) entsprechenden Stelle r} wegen 
der vorausgesetzten Stetigkeit der Funktion s (£) eine so kleine Kegelkappe 
anbringen, da8 fiir das von dieser Kegelkappe iiberdeckte Gebiet auf (r,) 


(a) [ #(re)do = (2 do 


ist. Den durch Aufsetzen der Kappe auf (r,) entstandenen Kappenkérper 
verkleinern wir ahnlich zu sich selbst, bis seine Stiitzfunktion 7 wieder (11) 
befriedigt. Dadurch wird erreicht, daB 


(b) V (7, 1%, k) = 5 | F() do > 5 | FYpedo = ; 


ist, da nach (a) fiir den Kappenkérper vor seiner Verkleinerung auch das 
GréBerzeichen in (b) gilt. Wegen der Invarianz der gemischten Volumina 
gegeniiber Translationen der Eikérper und (1) andert sich an diesen Ver- 
10* 
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hiltnissen nichts, wenn wir den Schwerpunkt von (7) durch eine Translation 
in den Ursprung bringen. Nachtriglich wollen wir den Kappenkérper in 
dieser Lage wieder mit (7) bezeichnen. 

Fiir geniigend kleine Werte ¢ > 0 ist nun nach (b) und (9) 

O((1—t) r+ tr) = (1 — 2)? 0 (r,) + 6 (1 — 28) tV (7, 9, &) + #O(r) > 1. 
Fiir 7 ist also die Bedingung A. erfiillt. Nach der Definition von 6 und der 
Bestimmung von ¢ ist aber auch B. erfiillt, so daB r der Menge # angehért. 
Nach 5 besteht aber nur fiir r, das Gleichheitszeichen in (8). Es miiBte also 
der Kappenkérper iiber einem zu (r,) ahnlichen Eikérper mit diesem identisch 
sein, was offenbar widerspruchsvoll ist. Die Ebenen (11) und (12) sind somit 
miteinander identisch. Hiermit ist aber unsere Behauptung (10) bewiesen. 

7. Bei anderer Gelegenheit werde ich zeigen, wie sich die von uns be- 
nutzten Ergebnisse der unter *) genannten Arbeit derart auf mehrdimensionale 
Eiflachen verallgemeinern lassen, da8 man auf analoge Weise wie hier erkennt: 
Unter der Nebenbedingung (1) gibt es zu der vorgegebenen Funktion s (&) 
stets sowohl Eihyperflichen, die s zur Summe der Hauptkriimmungsradien, 
wie auch solche Eihyperflachen, die s zur elementarsymmetrischen Kriimmungs- 


funktion R, Ry... Ry #7 haben. 
1 i 


Greifswald, 19. Marz 1932. 


(Eingegangen am 16. 4. 1932.) 

















Zur Theorie der stetigen zufilligen Prozesse. 
Von 


A. Kolmogoroff in Moskau. 


Es sei S ein physikalisches System mit n Freiheitsgraden; die még- 
lichen Zusténde z von © bilden also eine n-dimensionale Riemannsche 
Mannigfaltigkeit R. Der ProzeB der Verinderung des Systems S heiBt 
stochastisch definit, wenn bei beliebiger Wahl des Zustandes x, des Gebietes 
€ (in R) und der Zeitmomente ¢’ und ¢” (t’ < t’’) die Wahrscheinlichkeit 
P(t’, x, t’, €) bestimmt ist, daB — unter der Hypothese des Zustandes z 
in dem Zeitmoment t’ — einer der Zustinde aus € im Zeitmoment t’’ 
stattfindet. Es wird weiter vorausgesetzt, daB die Wahrscheinlichkeit 
P(t’, x, t’, ©) durch die Formel 


(1) P(t’, x, t”, © = (f(t, x, t’, yaV, 
é 


darstellbar ist, wobei dV, das Volumenelement bezeichnet. Die Funktion 
f(t’, x, t’, y) soll dabei den folgenden Funcamentalgleichungen geniigen: 


(2) (ft, wt’, yydV, = 1, 
R 


(3) f(t, z, ts, y) _ {f(t z, to, 2) f (te, z, te, y)d Vos t ~ by <= ty. 
R 


Die Integralgleichung (3) wurde von Smoluchowski und nachher von 
mehreren anderen Autoren behandelt*). In der Arbeit Uber die ana- 
lytischen Methoden in der Wahrscheinlichkeitsrechnung’ (Math. Ann. 104 
(1931), S. 415—458, weiter als A. M. zitiert) habe ich unter gewissen 
Nebenbedingungen bewiesen, daB die Funktion f(t’, z, t’, y) gewissen 
Differentialgleichungen vom parabolischen Typus geniigt'*). In A. M. wurde 
jedoch die Darstellung nur fiir den eindimensionalen Fall vollstaindig 
durchgefiihrt. AuBerdem bleibt in A. M. die Frage unbeantwortet, in 
welchem MaBe die Funktion f(t’, z, t’, y) durch die Koeffizienten A (t, z) 





1) Vgl. eine Bibliographie bei Hostinsky, Méthodes générales du Calcul des 
Probabilités, Mémorial des Sciences Mathématiques, fsc. 52 (1931). 

1a) Diese Differentialgleichungen wurden unabhingig von der Smoluchowski- 
schen Integralgleichung von Fokker und Planck eingefiihrt. Vgl. A. Fokker, Ann. 
d. Phys. 48 (1914), 8.812; M. Planck, Sitzungsber. d. Preuss. Akad., 10. Mai 1917. 
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und B(t, z) eindeutig bestimmt ist*). In der vorliegenden Arbeit wird die 
Theorie im Falle der allgemeinen Riemannschen Mannigfaltigkeit R ent- 
wickelt und die Eindeutigkeitsfrage im Falle einer geschlossenen Mannig- 
faltigkeit R im positiven Sinne gelést.. 


§1. 
Die erste Differentialgleichung. 

Es sei also ® eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit. Die 
Funktion / (¢’, x, t’”, y) ist wegen der friiheren Voraussetzungen fiir t’ < t”’ 
und jedes Punktepaar z, y definiert. Es wird ferner vorausgesetzt, daB 
f(t’, x, t’, y) stetige Ableitungen bis zur dritten Ordnung nach alien Ar- 
gumenten (¢’, ¢” und den Koordinaten 2, 2, ..., Zn, Yy, Yo, ---» Yn Ger 
Punkte zx und y) besitzt und der Stetigkeitsbedingung 


[re z,t-+ A, z) 9* (2, z)dV, 
(4) 





= —— +0, 4-0, 
[ f(t, 2, t+ A, 2) (2, 2)dV, 

a 
geniigt, wobei 9 (z, z) die geoditische Entfernung von x und z bezeichnet’). 
In einer Umgebung U des Punktes z sei ein Koordinatensystem 


z = (%, 2%, ..., 2) gewahit. Wir setzen dann 

(5) [fe z,8+ A, 2)(,—2)dV, = a,(s, x, A), 

(6) J f(s, 2, 8 + A, 2) (2,— 2) (2,—2,) dV, = by(s, x, A), 
(7) Jte, z, 8+ A, 2) Q(z, 2)dV, = B(s, z, A), 

(8) Jit, z, 8+ A, 2) @(z, 2)dV, = v(s, 2, A). 


Unser Ziel ist, zu beweisen, daB die Verhiltnisse 
a, (s, x, A) b,, (s, z, 4) 
° ition ? ia 





bei 4 +0 zu den von der Umgebung U unabhingigen Grenzwerten A, (s, z) 
und B,,(s, z) konvergieren. Dies wird im folgenden unter der Bedingung 


bewiesen, daB die N = n+ eS aa Funktionen 





5z,1( a, t, y), Ta *- ts, az, t, y) 





9) Vgl. A. M. §15. 
8) Vgl. A. M. §13, Formel (112). 
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von y und ¢ (bei festen s und z) linear unabhingig sind, d.h. da8B man 
die t,, ¥, te, Yo, ---» tx, Yx, ---» tw, Yw 80 wahlen kann, daB die Determinante 


| @ 
laa, /(, z, tx, Yx) 


ee 
| Ox, Ox, 


(9) D*(s, x) _ 





f (8, @, tx, Yx) | 
von Null verschieden wird‘). 
Man hat in der Umgebung U 
0? (x, z) = Lis (%s — 2) (2; — 2%) + OG (2,2), |O| SC; 
auBerhalb der Umgebung U gilt aber offenbar 
e(z,2) =O e(z,2), |\O'| SC, 


wobei C’ ebenso wie C eine von z unabhingige Konstante ist. Es gilt 
folglich 


B(s, x, 4) = { f(s, x, 8+ A, z) o* (x, z)dV, 
¥ 


= 2 9:5 { f(s, z, s+ A, z) (2; — 2) (2, — 2) dV, 
(10) i 


+f (s, 2, 8 +A, 2)O¢8 (x, 2)dV, +] f(s, 2, 8 +4, 16’ o (2, 2)dV, 
R—uU 


t 
= » 913 5:5 (8, z, A) + 0” v(s, 2, 4), |e"; = &. 
Da aber nach der Stetigkeitsbedingung (4) 








B(s, z, A) dl 
(11) a. =: A 5 + 00, A+, 


ist, folgt aus (10) die Relation 


X45 Ogg (4 2, 4) 
v(8, z, A) 


(12) +> + ©, 4+ 0, 

Wir betrachten jetzt bei festen z, y, s, t, 1, s <r <¢ nur so kleine 4, 
daB s+ 4 <r ist. Die Funktion f(s + A, z, t, y) und ihre Ableitungen 
bis zur vierten Ordnung nach z sind dann in der Umgebung U gleichmaBig 
beschrinkt und stetig (man setzt immer voraus, daB U kompakt ist). Ks 
gilt folglich fiir jeden Punkt z von U 


(13) (s+, z,t, y)—f(s+4, 2, t, y) = Elu— a) Feb + 4, zx, t, y) 


+42 (e—2) (;—2,) A — f(s +A, 2, t, y) +O0*(2, 2), || SC, 


Ox, On, 


4) Vgl. A.M. §13, die Determinante (119). 
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wobei die Konstante C von 4 und z unabhingig ist. Andererseits folgt 
aus der Fundamentalgleichung (3) die Gleichung 


(14) f(s, x,t, z) =f. r,s +A,2z)f(s+A,z,t, y)dV, 





= fit, 2,8+A,z)f(s+4,2,t,y)dV, 
+ Ife, z,8 +A, 2) (f(s 4-4,z,t, y)—f(s+4,2,t,y)}dV, 


+ [fls, z, 3 +A, 2) (f(s +4,z,t, y)—f(s+A, 2,t, y)\ dV, 
R—U 


= 1,+1,4+1s. 
Es ist wegen (2) 
(15) I, = ff (s, z,s+A, z)f{(s+ A, 2, t, y)dV, 
4 


= f(s +A, 2, ¢, y) | f(s, z,s+A,z)dV, 

= 
= f(s + A, a, t, y). 

Aus (13), (5) und (6) folgt weiter 


(16) J, = Jil, z, s+ A, 2) {f(s + A, z, t, y) —f(s+ 4, 2, t, y)\ dV, 
= [10 z,8+A,2){ >" (,—2) —f (s+, 2, t, y) 


2 ‘ 
+4 DS) —Ws—a) ari et 4,21, y) +O 0 (x,2)\dV, 
= D’ a, (s, z, A) <1(s +A, z, t, y) 
= o 
+4 D'buls, 2 A) saz Ie + 4, 2 t, ) 
+{f(s, z, 8+ A, z)Oo*(z, z)dV,. 
u 
Da endlich in R — U 
e(z,z)>K>0 
bleibt, wobei K von z unabhangig ist, kann man in R — U 


f(s + 4, 2, t, y)—f(s +4, a, t, y) = Oe (z, 2) 


setzen. Dann gilt 


(17) I, = ffs, z, 8+ A, z) (f(s + A, z, t, y)—f(s +4, 2, t, y)\ dV, 
R—uU 


= [0s z,8+A,z)@'@(z,z)dV, |A'|<C’ = z 


R-—uU 








; 
é 


| 
| 
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Nach der Einsetzung von (15), (16) und (17) in die Gleichung (14) ergibt 
sich endlich 


(18) f(s, 2, t, y) = f(s +A, z, t, wat J - 2, A) =— (s+, 2, t y) 
+3> bi; (8, 2, 4) >—— Hey az, t, y) 
+ te. z,s+A, ne" ¢ (x, 2)dV,, |O"| <0". 
Zieht man noch die selbstverstindliche Gleichung 
[ f(s, 2, 8 +, 2)0" g(x, 2)dV, = a” [I z, 8+ A, 2) 9° (2, z)dV, 
; = 6" »(s, 2,4), |\0"|< C”, 


in Betracht, so kann man der Relation (18) folgende Form geben: 











f(s+A, x, t, y)—f(s, 2, t, y) ze ya,(8, x, A) @ 
(19) i = — Sale taaty 
b ~t z, 4) @ (8, x, A) 
éj j eer VALS, Zs 
—) dz,02,f8 +4, «, t, y)—O ar peat 


Die linke Seite von (19) konvergiert mit 4 +0 gegen ~ ts, az, t, y). 


Es sei fiir ¢,, ¥,, te, Yo, ---» tw, yw die Determinante D”(s, z) von 
Null verschieden. Dann ist bei hinreichend kleinem A auch D*(s + A, z)+0. 
Man kann folglich solche 4,(4), K = 1, 2,..., N, finden, daB 


| Dr» (4) 55 f(s +A, @, te, yx) = % 
(20) : a 
Dx (Aaa tl +A, 2, tx, yx) = dy 
— 


wird. Wenn man die Gleichung (19) fiir ¢ = ty und y = yx mit A, (4) 
multipliziert und die so entstehenden N Gleichungen addiert, erhalt man 


(SHA, 2, te, Ye) —F(8, 2 tgs Yx) 
(21) 2'4x(4) . iE 


oe ya 2 An S% b, eed x (A) 6% 7 ie 4) 
= — —_—_—_ — ) adi wy bib Ba Rot. 
i 


Wenn A gegen Null cassia konvergieren die GréBen Ag (4) als 
Lésungen der Gleichungen _ gegen die Lésungen A, (0) der Gleichungen 





7,1 2, tx, Yx) = % 





(22) 
| ; Ag (0) _— f(s, z, tx, Yx) = Ayy- 
K ‘ 4 
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Die linke Seite von (21) besitzt folglich bei 4 +0 einen endlichen Limes 
7 7] 
(23) A = » Ax (0) = f(s, Zz, tr, Yx)- 
= 


Setzt man insbesondere a, = 0, a, = g,,, 80 ergibt sich 


Ag (4) 6% 2224) LA, A->0. 


(24) D G45 4s (4% 2, 4 Sy c 


2A 





Nach der friiher bewiesenen Relation (12) ist das zweite Glied von (24) 
unendlich klein im Vergleich mit dem ersten (denn die Ax (A) bleiben 
beschrinkt). Es gilt folglich 


b , 4) 
(25) ag SS 4 A+0. 


Aus (25) und (12) folgt aber 


(26) B22 6, A+0. 
A 
Wenn man jetzt alle Koeffizienten «, und «,, in (21) bis auf einen 
einzigen gleich Null setzt, so ergibt sich unter Heranziehung von (26) 
mittels eines analogen Grenziiberganges, da8 alle Grenzwerte 


.(8s, z, A 

(27) A,(s, 2) = lim = A+, 
b _ 2% 4 

(28) By(s, 2) = lim? A+0 


existieren und von der Wahl der Umgebung U unabhingig sind5). Bereits 
aus (27), (28), (26) und (19) folgt unmittelbar die erste fundamentale 
Differentialgleichung 


(29) zl (* 2 ty) = — SAd(s, 2) 5-H (8, % fy) 


aa 
mm? B,;(s, x) Tz, dz,! (* a, t, y). 


Die Bedingung, daB D*%(s, x) nicht identisch verschwindet, kann 
selbstverstindlich durch die direkte Forderung der Existenz der Grenz- 
werte (27) und (28) ersetzt werden, da aus (28) die Existenz des end- 
lichen Limes (25) und mithin auch die Relation (26) folgen. 





5) Vgl. A. M. §13, Formeln (122). (123) und (124). 














ee 
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Da8 in einigen Ausnahmepunkten die Grenzwerte (26) und (27) nicht 
zu existieren brauchen, wurde in A. M.*) durch das folgende Beispiel ge- 
zeigt: R ist die gewohnliche Zahlengerade und 





2y? _.F- 
30 » @, @, = ——— st—a) ; 
°°) H(s “ y) 2Vn(t—a)- 
fir « = 0 ergibt sich leicht 
(654), + 0, A +0, 


so daB kein endlicher Limes B(s, z) existiert. 


§ 2. 
Die zweite Differentialgleichung. 

Wir setzen jetzt voraus, daB in einer Umgebung U von y, bei ge- 
gebenem ¢ die Grenzwerte A,(t, y) und B,,(t, y) gleichmaBig existieren 
und daB rey 4) in U gleichmaBig gegen Null konvergiert. Es sei ferner 
R(y) eine auBerhalb U verschwindende nicht negative Funktion mit be- 
schrinkten Ableitungen bis zur dritten Ordnung. Man hat dann fiir 
ycu,zcu - 

u? a nn, . oy 0 
(31) R(y) = Riz) +) (w— dg, Ble) + 3», (yi—*)(—*9) 5, Ge BE) 


+O eH(y,2), |P|SC, 
wahrend fiir yc R—U und zcu 


(32) R(y) = Riz) +O" ly, 2), |O"| SC", 
ist, endlich fir yc R—U, zc R—U 

(33) R(y) = 0 

gilt. 


Ersetzt man in den entsprechenden Bereichen R(y) durch die Aus- 
driicke (31), (32) und (33), so ist 


| Bodgtte %4 wa, 


= fi] Rone x,t, y)aV, = i| Ry) f(s, 2, t, y)aVy 


lim 5 R(y) (f(s, z, + 4, y)—f(s, 2, t, yd V, 


im 5 {| Bw | f0 zt, aft, t+4, ya¥.aV, 


— | Bute z, t, y)aVy} 





*) Vgl. A. M. $13, Formel (126). 
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ROFL 24 WaT, 


u 


nN 


i im 5 (|r eta | R(y)f (t, z, t+, y)dVyaV, 
a 
=f R(z) f(s, 2, t, z)dV,} 


= lim mil [te 2, t, z) | R(z) f(t, z, t+ A, y)dV dV, 
_ au se % 6,3 | LS iy ys —%) s— R(2) 


+3 S29 ¥1—*) = ‘aides Mioaribei 
+ | f(s, 2, t, 2) je" o* (y, z) f(t, z, t+A, y)dV, dV, 

| R(z) f(s, a, t,z)dV, | 
- wtf x, t, 2) R(z)d} 


+ [10 z, t, )[ Dd’ a, (¢, z, A) 5; Rl) 


oe a 
+5 > bult, 2, 4)5-G- RAV, 


+ol ts, gz, t, z) w(t, z, 4)av.—|t¢, a, t, z) R(z)d VI 


u 


- [10 2, t, a)[ S'Ac(t, 2) R(2) 
i q 


+ a 
+ > B,, (t, z) Oz, dz, R(z)|d V, ' 


Nach der Ersetzung von z durch y in der rechten Seite dieser 
Gleichung erhalt man die Formel 


(4) RW Ze atwaV, =l16 26 N[ YA nz RW 
u 


u 
+ S'Bult, 5.9; ROA. 


Es sei jetzt vorausgesetzt, daB A,(t, z) und B, (t, z) in U zweimal 
stetig differenzierbar sind. Wir bezeichnen dann 


Q(t, y) = |gas(t, y)| 
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und erhalten nach einer partiellen Integration 


(35) | 1(s, 2,4») & RMA, 
U 


= |i. 26 WA y) Q(t, y) 7, Rwdnd x -. dy, 


7 
) 
= —| ZH, a, t, YAr(t, y)Q(t, YI R(y)\dydys --- yn 
f 
F 
Eine zweifache partielle Integration ergibt (da alle Ableitungen auf dem 
Rande von UU verschwinden) 


(36) |te. x, t, 9) Bult peg 
=|54 oy, f(s, 2, t, y) Bult, yQ(t y Ry)dyid yz... dyn. 
u 
Aus (34), (35) und (36) wc" unmittelbar 
| R( (VQ (t, WI4(s, 2 t ydyrdye...d yn 
a 
Bis ere lt, NOG WES, % & y] 


Ae an, "Ts, [Bu(t, Qt, yf(s, 2 t, W]e yidyy... dyn. 


Da R(y) bis auf die obenerwaihnten Bedingungen willkiirlich ist, schlieBt man 
leicht, daB fiir die inneren Punkte von U auch die zweite Differentialgleichung 


=~ Hat *t a= — 2) ay, y)Q(t, y) f(s, 2, t, y)] 
+ - 77, 3y,(Bu (t, y)Q(t, y)f(s, @ ¢t y)) 


Wenn fiir einen Zeitmoment ¢, eine differentiale Wahrscheinlichkeits- 
verteilung, d. h. eine der Bedingung 


(38) fot, y)dV, =1 
R 


geniigende nicht negative Funktion g(t), y) von y gegeben ist, so wird die 
Verteilungsfunktion g(t, y) fiir beliebige ¢ > ¢, durch die Formel 


(39) g(t, y) = | 9 (to, 2) f (to, x, t, y)dVe 


gilt. 


gegeben. g(t, y) geniigt dabei der Gleichung 
0 1 @ oe 
(40) O53 = — D5, 4099 + D ay ay, (Bu0o)”?- 


7) Vgl. A.M., §18, Formeln (169) und (170). 
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§3. 
Die Eindeutigkeit. 


Bei der Anderung des Koordinatensystems transformieren sich die 
Koeffizienten A,(s, z) und B,,;(s, z) folgendermaBen: 


, YAz’ ‘ ~y # x; 
(41) Ay = D155 40+) aaa, Bu 
“— . Ox; Oz; 


Dabei ist immer 
b.. (8, zx, 4) l 


(43) B, = im—\—— = lim 


aA ra) 1 z,8+A, z)(z,—2z,)*dV,>0, 


folglich ist die quadratische Form 
(44) 2X Bis & 
nicht negativ. Diese Tatsache ist fiir den Beweis des folgenden Satzes 
entscheidend : 

EindeutigkeitssatzI. Wenn & geschlossen ist, besitzt die Gleichung 
(40) fiir ¢ > t héchstens eine einzige Lésung g(t, y) mit den gegebenen 
stetigen Anfangswerten g(t,, y) = g(y)*). 

Offenbar geniigt es, die Anfangswerte g(t,, y) = 0 zu betrachten und 
zu beweisen, da dann g(t, y) auch fiir ¢ > 4 gleich Null ist. Die Gleichung 
(40) la8t sich auf die Form 


Og 7 0g 
(45) = D Buses oy, +> eae + 79 
transformieren. Wir setzen jetzt 


v(t, y} = gt, ye. 
Die Funktion v(t, y) geniigt =e Gleichung 


av 

(46) 7 =)>2 Uap Fy, ay, +s (gp + To—ew. 

Bei festen ¢, und ¢, kann c so groB gewahit werden, daf 
T(t, yy—e <0 


fir alle y und ¢ t, =< t¢< +, wird. Unter diesen Bedingungen kann die 
Funktion v(t, y) in keinem Punkte (t, y), 4, < ¢ <4, ein positives Maximum 
haben, denn man hatte in einem solchen Maximum 


dv dv Av 
a = 0, oy, == 0, > Bu, ay, = (T—c)v <0, 


8) Vgl. E. Rothe, Uber die Warmeleitungsgleichung, Math. Annalen 104 (1931), 
8. 353—354 (Eindeutigkeitsbeweis). 
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was der Gleichung (46) widerspricht. Ebenso ist in den gegebenen Grenzen 
ein negatives Minimum von v(t, y) unméglich. Da bei t = t, 
v(t, y) = 0 
ist, erhalten wir also fiir 4, << t << t, 
v(t, y) < maxv(t,, y) = e~°" max g(t, y), 
g(t, y) <e-*¢—) max g(t, y). 
Da c beliebig groB war, folgt daraus, daB g(t, y) = 0 ist. 
Eindeutigkeitssatz II. Es sei ® geschlossen; dann existiert héch- 
stens eine nicht-negative stetige Lésung f(s, z, t, y) der Gleichungen (2) 
und (3), welche der Gleichung (29) mit den gegebenen zweimal stetig 
differenzierbaren Koeffizienten A,(t, y) und B,,(t, y) und der Stetigkeits- 
bedingung (4) geniigt. 
Die Stetigkeitsbedingung (4) kann dabei durch die folgende schwichere 


ersetzt werden: 


(47) Ji 6 Werle, eV, +0, ts. 


Beweis. Wir setzen voraus, daB zwei verschiedene Funktionen /, (s, x. t, y) 
und f,(s, z, t, y) allen unseren Bedingungen geniigen. Dann kénnte man 
ein s und eine solche stetige Funktion g(z) wahlen, daB die Funktionen 


nt, y), = fg(z)h(s, 2, t, y)aV,, 
R 


go(t, y)s = J9(@) hale x, t, y)dV,y 


ebenfalls verschieden sind. Wegen der Bedingungen (2) und (47) kon- 
vergieren g,(t, y) und g,(t, y) mit ts gegen g(y). Da die Funktionen 
g, (t, y) und g(t, y) der Gleichung (40) geniigen, widerspricht das dem 
ersten Eindeutigkeitssatz. 


§ 4. 
Ein Beispiel. 
Folgendes auch fiir die Anwendungen interessante Beispiel zeigt, da8 
die quadratische Form (44) nicht notwendig positiv definit sein muB8: 
R ist die gewdhnliche euklidische Ebene und 





5 _p»  3[m-a- 0-9 BEAL 
(48) f (8, 2, Xa, t, yy, Ya) =") aan | ~~ = mr 
Man berechnet leicht, daB 
By = 1, 
B, = 0, 
B,, = 0, 
A, = 0, 


A,(s, z) = % 
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§ 5. 
Die Grenzlésung. 

Es seien ® geschlossen und f(s, x, t, y) immer positiv und nur von 
der Differenz t —s abhingig: 
(49) f(s, x, t, y) = p(t—s, 2, y). 
Dann folgt schon aus allgemeinen Ergodensitzen®) die Existenz einer Grenz- 
verteilung der Wahrscheinlichkeiten. Mit anderen Worten fiir jede durch 
die Gleichungen (38) und (39) definierte Verteilung g(t, y) und jedes Gebiet 
€ gilt die Relation 


(50) Jolt, y)dV,-P@®, t+ +e, 
€ 


wobei P(€) von der Wahl der Funktion g(t, y) unabhingig ist. Man 
beweist leicht, daB g(t, y) bei groBen ¢ gleichmaBig stetig ist. Man schlieBt 
daraus auf 

(51) P(®) =] 9(y)aV,, 


(52) g(t, y)> gly), t+ + c%). 
Dabei ist offenbar die Funktion g(y) ebenso wie P(€) von g(t, y) un- 
abhangig. 

Es sei jetzt g(y) eine Lésung der Gleichungen 


(53) — YF (Ac wQW)9 wll +) Jy gy, (Bu WO (w)9(u)] = 0, 
(53a) [omar, = 1. 


Wenn man g(t, y) = g(y) setzt, so iiberzeugt man sich leicht, daB 
g(t, y) = g(y) auch fiir ¢ > ¢t, bleibt (vgl. die Gleichung (40) und den 
Eindeutigkeitssatz I). Man schlieBt daraus, daB die Lésung der Glei- 
chungen (53) und (53a) (wenn sie iiberhaupt existiert) eindeutig bestimmt 
und mit der Grenzfunktion g(y) identisch ist. 

Aus (52) folgt als Spezialfall 


(54) f(s, x, t, y)~g(y), t+ + o, 


Kljasma bei Moskau, den 12. IV. 1932. 





%) Vgl. A. M., §4, Satz IV. 
10) Vgl. Hostinsky, Méthodes générales, § 36. 


(Eingegangen am 23. 4. 1932). 
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In den Acta Mathematica Bd. 54 hat Herr A. Hammerstein") Kriterien 
dafiir aufgestellt, wann eine nichtlineare Integralgleichung der Form 


u (s) —|K (s, t) f (u, t) dt = h(s) 


(nihere Prizisionen siehe in § 2) bei positiv definitem Kern K (s, t) mindestens 
eine reelle Lésung besitzt, und auch die Frage untersucht, wann nur eine 
Lésung vorhanden ist. Die Beweismethoden beruhen in der Lésung gewisser 
endlicher Extremumsaufgaben und Aufgaben der Variationsrechnung. In 
der vorliegenden Arbeit soll die gleiche Frage untersucht werden rein unter 
Benutzung von Hilfsmitteln der Theorie der linearen und der nichtlinearen 


1) A. Hammerstein, Nichtlineare Integralgleichungen nebst Anwendungen, 
Acta mathematica 54 (1930), S. 117—176. 
Mathematische Annalen. 108. 11 
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Integralgleichungen*), indem aus den Schmidtschen Umgebungs- (Ver- 
zweigungs-) Satzen mit Hilfe eines Fortsetzungsprozesses Schliisse iiber die 
Existenz mindestens einer Lésung oder héchstens einer Lésung ,,im GroBen“ 
gezogen werden. Die Benutzung dieser Schmidtschen Satze macht die gegen 
die Untersuchungen von Herrn Hammerstein speziellere Voraussetzung not- 
wendig, daB / (u, ¢) eine in u analytische Funktion ist. Dafiir gestalten sich 
aber die Beweise der von Herrn Hammerstein ausgesprochenen Sitze ein- 
heitlicher, und die Methode ist nicht mehr an die Voraussetzung eines positiv 
definiten Kernes gebunden. Wie schon die vorstehende Inhaltsangabe zeigt, 
ist die Arbeit so angelegt, daG in den einzelnen Paragraphen 3 bis 10 
Existenzfragen behandelt werden unter jeweils gewissen Voraussetzungen 
iiber den Kern K (s, t). §11 enthalt dann noch drei Eindeutigkeitssitze 
(nebst den zugehérigen Existenzsitzen), fiir die /(u,t) nicht mehr not- 
wendig als in u analytisch vorausgesetzt werden mu. Da alle Resultate 
durch Schrigdruck hervorgehoben sind, eriibrigt sich eine Zusammenstellung 
an dieser Stelle. In §1 wird die schon erwihnte Methode der Fortsetzung 
von Lésungen an dem einfachen Beispiel der ersten Randwertaufgabe von 

u’’(s) + f(u, 8) = g(s) (@ax<s< bd) 
geschildert, um an diesem Beispiel erst einmal die Methode klar und ohne 
anderweitigen Ballast herausarbeiten zu kénnen. § 2 enthilt die allgemeine 
Methode. Vielleicht lassen sich die Uberlegungen dieses Paragraphen spiiter 
einmal vereinfachen. — Bei der Zusammenstellung der Existenz- und Ein- 
deutigkeitssitze ist nirgends auf die gréBte Allgemeinheit der Resultate hin- 
gestrebt worden. So setze ich z. B. in dieser Arbeit stets K (s, t) als symmetrisch 
voraus, wahrend einige der bewiesenen Satze wortgetreu auch fiir unsym- 
metrische Kerne Giiltigkeit haben. Auch leuchtet unmittelbar ein, daB die 
benutzte Beweismethode fiir weit allgemeinere Typen nichtlinearer Integral- 
gleichungen mit Erfolg angewandt werden kann. 


§1. 
Ein Beispiel zur Erlauterung der Idee der analytischen Fortsetzung. 
Es sei das erste Randwertproblem 
‘ d2 
(1) Ta thls) = 9(8) (@<s<b) 


auf reelle Lésungen zu untersuchen. / (u, s) sei in s stetig, in u analytisch; 
g(s) etwa stiickweise stetig. Unter Kinfiihrung der iiberall nicht negativen 





2) Von letzterer Theorie wird im wesentlichen nur die Kenntnis der folgenden 
grundlegenden Arbeit als bekannt vorausgesetzt: Erhard Schmidt, Uber die Auflésung 
der nichtlinearen Integralgleichung und die Verzweigung ihrer Lésungen, Math. Annalen 
65 (1908), S. 370—399. 
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Greenschen Funktion G(s, t) 1aBt sich (1) ersetzen durch die Integralgleichun, 


b 
(2) u(s) —{ G(s, t)f(u, t)dt = h(s) 
mit ¢ 
(3) h(s) = —[ G(s, t)g (t) dt. 


Es sei nun bekannt, daS 
b 
(4) v (8) — (G(s, t) F (v, t)dt = H(s), 
wo F(v, t) gleichfalls in v analytisch, in ¢ stetig ist, eime ungerade Anzahl von 
Lésungen besitzt. Man bilde unter Einfiihrung eines von 0 bis 1 laufenden 


Parameters t 
b 


(5) u.(s)— \@ (s, t) [tf (ur, t) + (l— t) F (u,, th] dt = rh(s) + (1—r) H(s). 
Fiir tr = 0 hat diese Gleichung eine ungerade Anzahl von Lésungen, fir 
t = 1 geht sie in (3) iiber. 

Es sei jetzt weiter bekannt, daB jede Lésung u,(s) von (5) zwischen 
zwei festen Schranken — U und + U liegen muf. Dann behaupte ich: 
Gleichung (5) besitzt fiir jedes t, also auch fiir t = 1, eime ungerade Anzahl 
von Lésungen, bei richtiger Zahlung der Vielfachheit; also mindestens eine. 

Beweis: Eine Anderung der Lésungsanzahl kann bei einem Durchgang 
durch einen Wert t* nur eintreten, wenn es eine mehrfache Lésung uw, (s) 
gibt, fiir die dann notwendig 


(6) p(s) —[ G(s, t) [e* fy (mee, t) + (1—t*) Fy (ues, t)] pdt = 0 


genau eine (bis aufs Vorzeichen bestimmte) normierte Kigenfunktion ¢(s) 
besitzen mu8; denn (6) ist gleichwertig mit dem ersten Randwertproblem 
einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung, und es kann daher 
nicht mehr als eine Eigenfunktion vorhanden sein. Da die iiber die Lésungs- 
anzahlen entscheidende zugehérige Verzweigungsgleichung reelle Koeffizienten 
aufweist, bleiben fiir t-Werte in der Umgebung von t* die Lésungsanzahlen 
mod. 2 kongruent, sofern in der Verzweigungsgleichung mindestens eine von 
Null verschiedene Schmidtsche L-GréBe auftritt. Bei unserem speziellen 
Problem kann nun aber der Fall, da8 simtliche Z-GréBen verschwinden, 
nicht vorliegen. Denn dann miiBte (nach 8. 394 der Schmidtschen Arbeit) (5) 
fiir den Wert r* eine einparametrige Lésungsschar u,+(s; @) besitzen, die 
analytisch von 9 abhingt und fiir gewisse reelle Werte von o definiert ist. 
Nun sind alle Lésungen von (5) gleichmaBig beschrinkt und gleichgradig 
stetig. Also muB es eine in einer einparametrigen Lésungsschar eingebettete 
11* 
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Lésung %,+ (8; 09) geben, die als Funktion von 0 betrachtet bei einem gewissen 
festen Argument s, einen maximalen Wert besitzt. (Um die Ausnahme- 
stellung des unendlichfernen Punktes der o-Ebene aufzuheben, kann man 
etwa durch stereographische Projektion die funktionentheoretische o-Ebene 
auf eine Kugeloberfliche abbilden.) Die Betrachtung der Umgebung von 
u,+(8; @9) mit Hilfe der zu diesem u,+(s; 99) gehérenden Verzweigungs- 
gleichung lehrt nimlich, daB 9, keine singulare Stelle des Parameters 0 sein 
kann. Es mu mithin 


du. (89: Oy) 


dy 
verschwinden. Nun ist aber 


d u, (a: 0) 


— C y(s; @), 


d. h. eine Eigenfunktion der zugehérigen homogenen Gleichung (6), wie man 
durch Differenzieren der fiir die Lésungsschar aufgeschriebenen Gleichung (5) 
nach dem Scharparameter o findet; dabei ist wegen 


@ (8; 0) [ur-(s; 0 + 40) —u,~ (8; o)]) ds = Ao 
— diese Gleichung ergibt sich nach Gleichung (96) der Schmidtschen Arbeit, 
wenn man zur Aufstellung der Verzweigungsgleichung als Kerntransformations- 
funktion g (t) die Eigenfunktion @ (t; 0) benutzt — C + 0. Es miiBte also 
@ (89; Qo) verschwinden. Da8 dies bei beliebigem s, nicht méglich ist, kann 
man etwa so einsehen: 9, (#; 99) erfillt mit gp, (a; e,) = 0 die Differential- 
gleichung 


Re = 


d® @,. (8; 9) 


d qc si [z* he (u, (8; Qo), 8) es (l—r*) F, (u, (8; Qo); 8)] Pr (8; Qo) = 0. 





Daher verschwindet 9,+(s; 0) hinter a zum ersten Male erst hinter der ersten 
Nullstelle s, der bei a verschwindenden Lésung von 


ot 7 A® = 0 mit A = |z*f,, (u, ’ 8) +- ai— t*) F, (tU,+, 8)|. 


Die Auffindung eines solchen A ist wegen | t+ (s; 09)| < U méglich. Wahlt 
man nun s,< 8,, so erhalt man einen Widerspruch. 

Es ware nun noch denkbar, daf fiir t+ t die Anzahl der Lésungen 
von (5) unendlich groB wird. Dann kénnte man aber aus den unendlich vielen 
zu t gehérenden Lésungen eine Folge herausgreifen, die gegen eine Grenz- 
funktion u; (s) konvergiert, von der leicht zu sehen ist, da8 sie von unendlicher 
Vielfachheit sein miiBte, d. h. da8 in der zugehérigen Verzweigungsgleichung 
simtliche Z-GréBen verschwinden miiften. 

Damit ist gezeigt, daB (5) fiir alle Werte von t eine ungerade Anzahl von 
Lésungen besitzt; insbesondere existiert also mindestens eine Lésung von (2). 
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Auf eine Kleinigkeit sei noch hingewiesen. Die hier immer benutzten 
Umgebungssitze der Schmidtschen Theorie gelten bei der Gleichung (5) 
sicher dann, wenn 

[t fu (ur, t) + (1—rt)F, (ur, t)] = 0 


ausfallt. Verschwindet dieser Ausdruck identisch, so liegt der Schmidtsche 
Hauptfall vor; man braucht in diesem Falle nicht einmal den lésenden 
Kern einzufiihren, da die Integralgleichung (5) selbst schon in nach 4, (s) 
aufgeléster Form eracheint. 


§ 2. 
Die allgemeine Methode. 
In der nichtlinearen Integralgleichung 


(7) u(s)— (K (s, t) f(u, t)dt = h(s) 


. 


sei der Kern K (s, ¢) symmetrisch und brauchbar unstetig, h(s) z. B. stetig, 
/ (uw, t) sei in wv analytisch fiir alle reellen u, in ¢ etwa stetig, das Integral 
werde wie alle folgenden, die keine Grenzbezeichnung tragen, iiber einen 
gewissen abgeschlossenen ganz im Endlichen gelegenen Bereich 8 erstreckt, 
der von beliebiger Dimension sein kann. Es sei bekannt, daf 


(8) v(s)— | K(s,t) F(v, t) dt = H(s), 


wo F die gleichen Eigenschaften hat wie /, H die gleichen wie h, eine 
ungerade Anzahl reeller Lésungen besitzt. Wir betrachten wieder die 
Gleichungsschar 


(9) te (8) — [ K(s, t) [ef (ur, t) + (1-1) F (te, t)] dt = th (s) + (1-1) Hs) 


bei von 0 nach 1 laufendem reellen Parameter t. Es sei bekannt, daB alle 
vorhandenen reellen Lésungen von (9) dem Betrage nach beschrinkt sein 
miissen: 


(10) | w,(s)| < U. 

Behauptung: Fiir jedes t besitzt (9) eine ungerade Anzahl von Lésungen 
(oder unendlich viele) **). Mithin besitzt dann auch (7) mindestens eine 
Lésung. 

Dieser Satz wird in §§3 bis 10 in der Weise angewandt werden, daB 
stets eine Vergleichsgleichung (8) so gewahlt wird, daB man ihre simtlichen 


2a) Zusatz bei der Korrektur: Herr J. Leray teilte mir frdl. mit, daB er 
| in einer im Journ. d. Math. pures et appliquées erscheinenden Arbeit auf einem 
anderen Wege zu Resultaten gelangt ist, die wesentlich der gleichen Art sind wie 
der Hauptsatz des §2. Herr Leray hatte die Freundlichkeit, die Korrektur meiner 
Arbeit zu lesen, und ich bin ihm fir einige Verbesserungsvorschlige in diesem § 2 
zu besonderem Dank verpflichtet. 
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Lésungen angeben kann; im allgemeinen wird man fiir (8) eine lineare Integral- 
gleichung ansetzen. Dann braucht nur noch fiir alle Lésungen von (9) der 
Beschranktheitsbeweis erbracht zu werden. 


Die Richtigkeit unserer Behauptung ergibt sich in folgender Weise: 
Eine Anderung der Lésungsanzahl kann wieder nur beim Durchgang durch 
einen Wert r* eintreten, fiir den es eine mehrfache Lésung u,-(s) gibt, fiir 
die dann notwendig 


(11) p(s) —[ K(s, t)[r* fu (ter, t) + (1—t*) Fu (ee, ] g(thdt = 0 


gilt. Hat diese homogene lineare Integralgleichung nur eine normierte Eigen- 
funktion, so schlieBt man wie in §1, daB in der Umgebung von diesem t* 
die Anzahlen der Nachbarlésungen zu diesem u,-(s) untereinander mod. 2 
kongruent sind, falls nicht alle Z-Gréfen in der Verzweigungsgleichung ver- 
schwinden. Jetzt ist dieser Beweis auszudehnen auf den Fall, daB 
Gleichung (11) eine n-parametrige Schar von Eigenfunktionen besitzt. Daf 
dabei m eine von vornherein beschrinkbare Zahl ist, folgt aus der Tatsache, 
daB wegen (10) die eckige Klammer in (11) beschrinkt ist*). Im folgenden 
soll dieser Beweis fiir m = 2 skizziert werden, fiir allgemeines n verliuft 
er genau so. 


Sei ¢,(s) und @,(s) eine Basis des Systems der Eigenfunktionen von (11). 


An die Stelle der Verzweigungsgleichung im Falle einer einparametrigen 
Schar von Eigenfunktionen tritt jetzt ein System von zwei Gleichungen ‘) 


O= J Luge t+ SF MVS uw =H, (A, Ap B) 
a, B a, Bin 
(12) F a ye 4 
O= DL Wt FS AMV uw =H (Ay Ay ms 
a, p 


a, fn 


wo die L, L,V,V_ gewisse angebbare Konstanten sind, 4 = 1r—rt*. Die 
Anzahl der geniigend kleinen reellen Lésungspaare ,, A, liefert bei geniigend 
kleinem yw die Anzahl der zu u,-(s) benachbarten Lésungen. Falls nun in 
einer Gleichung (oder in beiden) sich eine gemeinsame Potenz yu” heraus- 
ziehen lat, so denke ich mir die Gleichungen (12) dadurch gekiirzt; denn im 
folgenden kommt es vor allem auf die Betrachtung der Werte +0 an. Dann 
entstehen wieder Gleichungen der Form (12), in denen aber die L,, und | 8 
nicht mehr notwendig die bei E. Schmidt eingefiihrte Bedeutung zu haben 


8) Vgl. Erhard Schmidt, Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integrai- 
gleichungen, I. Teil, Math. Annalen 68 (1907), S.433—476, insbesondere S. 445. 

*) Vgl. neben § 10 der Schmidtschen Arbeit auch: Rudolf Iglisch, Zur Theorie 
der reellen Verzweigungen von Lésungen nichtlinearer Integralgleichungen, Journ. 
f. d. reine und angew. Math. 164 (1931), S. 151, insbesondere § 2. 
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brauchen. [In letzterem Falle ist u,-(s) notwendig von unendlicher Vielfach- 
heit.] — Durch eventuelle lineare Transformation der Variablen 


AP = 4,4, +424 || @, |) +0 
kann man erreichen, daB, wenn «+ 8 = m das niedrigste in der ersten 
Gleichung (12) auftretende Gewicht der Gréfen L,, ist [analog m in der 
zweiten Gleichung (12)], 
Lio, Lin, It, und Le 
von Null verschieden ausfallen. Wir wollen dies der Einfachheit halber 
gleich fiir die Gleichungen (12) als erfiillt ansehen. Diese Gleichungen kann 


man dann fiir geniigend kleine A,, A, und « nach dem WeierstraBschen Vor- 
bereitungssatz so umschreiben: 


fi = a, (A,, Ht) + a, (A,, ) A, Tf cee + Gm (A,, w) AP = 0, 


(13) Arty: ev 2 = oo 
fF = G,(A,, uw) + G, (A, w) Ag t ... + Gud, w) AB = Y: 


Nach dem Kroneckerschen Eliminationsverfahren setze man nun 


(14) 4; = E=—2S: z=yi,+2A, 


z 


mit verainderlichem y und z. Es geniigt hier, die Werte |y|<¢ und 
|z—1| < e zu betrachten mit geniigend kleinem ¢; y und z kénnen komplex 
sein. Mit den héchsten dann in ff und f} auftretenden Nennern multipliziere 
man hinauf: 


9; (A,, a, B; Y; z) S z™ f? (4,, zo¥h, u) — 0, 

(15) 
= —yi 

Jo (A, Zu; Y, 2 = z” ft (4, et, u) = 0. 


Die Lésung hiervon ist (wieder nach dem WeierstraBschen Vorbereitungssatz) 
gleichbedeutend mit der Lésung eines Gleichungssystems der Form 


gt = b,+5,4, +... +b dm = 0, 


(16) gti mya 
gf =b,+5,A,+... + beim =0, 


wo die b, und 6, Potenzreihen in z, mw, y und z sind. Zu diesen beiden 
Gleichungen fiir A, bilde man die Resultante 


(17) Ros, og (2, wi; y, 2) = 0 


und fasse sie als Gleichung fiir z auf. Jedenfalls hat die Resultante fiir reelle y 
und z reelle Koeffizienten. Jetzt sind folgende Fille méglich: 

a) Sicher gibt es bei u~ = 0 in (17) niedrigste Potenzen 2°, deren 
Koeffizienten fiir alle y und z verschwinden. So ist z. B. kein Glied mit 
o = 0 vorhanden, da x = 0 fiir 4 = 0 Lésung sein muB. Es kann nun bei 
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ps == 0 einen kleinsten Exponenten o geben, derart, da8 sich dazu ein Werte- 
paar ¥, 2) aus unserem Bereich fiir die y- und z-Werte so bestimmen JaBt, 
daB der Koeffizient c, (yo, z)) von z¢ in (17) nicht verschwindet. Man sieht 
zunichst, daB dann die Anzahl der kleinen Lésungspaare /,, A, von (13) bei 
geniigend kleinem y sicher kleiner ist als 9, also sicher endlich; auch fiir 
#=0. Denn man kann ja jedem Lésungspaar /,, A, vermége (14) ein z 
zuordnen, und zwar gibt es in der Nachbarschaft von y, z, Parameterwerte y, z, 
fiir die die verschiedenen Wurzelpaaren /,,A, zugeordneten «-Werte ver- 
schieden sind. Man kann sich also von vornherein auf so kleine A, und A, 
beschrinken, daB 4, = A, =: 0 fiir 1 = 0 einzige Lésung ist. Man kann also, 
indem man nur Parameterwerte y,z in der Nachbarschaft von yo, z, be- 
trachtet, jedem geniigend kleinen reellen Wurzelpaar A,, A, von (13) (nur die 
reellen interessieren uns ja) eine Vielfachheit beilegen, namlich die Viel- 
fachheit, die die Resultante (17), als Gleichung mit variablen Koeffizienten 
aufgefaBt, dem zugehérigen z-Wert zuschreibt. Da8 diese Vielfachheit fiir 
alle wenig von ¥, 2 verschiedenen reellen y,z die gleiche ist, folgt leicht 
daraus, da8 man mit Hilfe komplexer y,z stets zwei Parameter y,,z, und 
Ye, %, fiir die die verschiedenen Wurzelpaaren /,, A, von (13) zugeordneten 
z-Werte verschieden sind, so stetig ineinander iiberfiihren kann, daB auf dem 
ganzen Wege die entsprechenden z-Werte verschieden sind. Man setze dazu 
etwa mit reellem von 0 nach 1 laufenden Parameter + 


y =(l—t)y, + ty, +o(l—Pr)tA, 
z= (1l—rt)z,+ tz, + @(1—r’*)1; 


dabei ist @ eine beliebige geniigend kleine reelle Zahl, ebenso sei A reell und 


wenn M, eine obere Schranke fiir die in den Wurzelpaaren /,, A, von (13) 
auftretenden Zahlen A, ist, d, der Absolutbetrag der kleinsten Differenz 
zweier verschiedener A,-Werte. — Es ist jetzt zu zeigen, daB diese Vielfach- 
heiten nicht von den Parameterwerten y,z abhaingen, wenn man diese nicht 
mehr auf die Umgebung von yo, z, beschrinkt. Das ersieht man aus der fol- 
genden Uberlegung an der Resultantengleichung fiir « = 0: Ist darin z. B. 
Co (¥g, %3) = 0, 80 gibt es in beliebiger Nahe von y5, z, ein Parameterpaar y,, z, 
mit ¢,(y,,2,) + 0. Fiir y,,z, ist c= 0 Wurzel von (17) mit der Vielfach- 
heit o, fiir ys,z, mit gréBerer (eventuell unendlicher) Vielfachheit. Es 
mu8 also fiir y,,z, und ~=0 noch Wurzeln +0 geben, die mit 
Ya % > Yg,% nach 0 streben. Diesen von 0 verschiedenen Wurzeln z 
entspricht sicher nicht das Wurzelpaar A, = 0, A, = 0 von (13), sondern 
ein anderes, das ein gréBeres 4, oder A, besitzt. Das Nullwerden von 





en 
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Cy (Ys, 23) macht daher nichts aus; aus 2,=0, 4, =0 bei u = 0 gehen 
nach wie vor reelle Lésungen der schon oben charakterisierten Vielfachheiten 
hervor. — Nun entspricht bei reellem y und z einem reellen Wurzelpaar 
A,, 4, von (13) sicher eine reelle Wurzel x von (17), andererseits wegen (14) 
aber auch jedem reellen « ein reelles Wurzelpaar /,, A,, sobald (17) als 
in y und z identisch geltende Gleichung aufgefa®t wird. Daher folgt in 
unserem eben betrachteten Falle sofort der Satz: Die Anzahl der zu u,- (s) 
benachbarten Lésungen u,(s) von (9) unterscheidet sich bei geniigend 
kleinem j« nur um eine gerade Zahl. Dabei kommt u,-(s) selbst die Viel- 
fachheit 9 zu. 


b) Fiir «4 = 0 verschwindet die Resultante (17) identisch in y und z. 
Man kann aber (17) durch eine geniigend hohe Potenz von yu durchdividieren, 
sodaB dann fiir alle geniigend kleinen «+0 nach der Division eine 
Gleichung (17) iibrigbleibt, die die unter a) behandelte Eigenschaft besitzt. 
Dann gilt wie friiher: Die Anzahlen der zu wu,.(s) benachbarten Lésungen 
u,(s) von (11) unterscheiden sich bei geniigend kleinem « + 0 nur um eine 
gerade Zahl und sind endlich. Fiir « = 0 erhalt man eine Lésungsschar; 
u,+(s) selbst ist von unendlicher Vielfachheit. 


c) Es ist noch der Fall denkbar, daB (17) fiir alle y, z und yw identisch 
verschwindet (dem entspricht iibrigens im Falle nm = 1 das identische Ver- 
schwinden der Verzweigungsgleichung selbst). Nach der Grundeigenschaft 
der Resultante ist dies ein Zeichen dafiir, daB die Gleichungen (12) einen 
Faktor in A, und A, fiir alle geniigend kleinen «~ gemeinsam haben; denn 
z. B. mit y = 0, z = 1 ist stets « = A, willkiirlich; von den endlich 
vielen Wurzelfaktoren in A, aus (16) mu8 daher mindestens ein Paar 
identisch in A, in beiden Gleichungen iibereinstimmen. Durch Nullsetzen 
eines solchen gemeinsamen Faktors bekomme ich Lésungsscharen. Um 
die Einzellésungen zu erhalten, befreie ich das System (16) von gemein- 
samen Faktoren und verfahre dann wie friiher. Durch diese Uberlegung 
sind die Lésungen endlicher Vielfachheit von den Lésungsscharen reinlich 
getrennt; ihre Anzahl ist in der Umgebung von A, = 0 = A, (zu yp = 0) 
mod. 2 kongruent. 


Die vorstehende Betrachtung zeigt zuniichst, daB sich beim Durchgang 
durch einen Verzweigungspunkt endlicher Ordnung die Lésungszahl nur um 
eine gerade Zahl andern kann. Die folgende Zusatzbetrachtung wird diese 
Aussage auch bestitigen, wenn der Verzweigungspunkt von unendlicher 
Ordnung ist, d. h. wenn bei einem Wert r* Gleichung (9) eine r-parametrige 
Lésungsschar besitzt, wobei r héchstens gleich der Anzahl der unabhangigen 
Eigenfunktionen von (11) ist, also sicher eine beschrinkte Zahl; denn in den 
Verzweigungsgleichungen treten ja nur so viel Variable auf, als es unab- 
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hingige Eigenfunktionen von (11) gibt. Der Fall mehrerer Lésungsscharen 
wird weiter unten behandelt’). 


Zunichst sei einmal angenommen, da8 die Schar nur einparametrig ist. 
Der Parameter o, fiir den man geeignet den in den Verzweigungsgleichungen 
auftretenden Parameter wabit, lauft dann irgendwie auf der reellen 9-Achse 
oder, um die ausgezeichnete Stellung des unendlich fernen Punktes auf- 
zuheben, nach Ausfiihrung einer stereographischen Projektion auf einem 
GroBkreis der Kinheitskugel. Es ist sofort zu sehen, da8 unsere Lésungs- 
schar fiir jeden Punkt o dieses GroSkreises als analytische Funktion von 0 
definiert sein muB, falls sich die Lésungen nicht iiberhaupt, wie bei dem 
Beispiel in Anm. °), periodisch wiederholen. Denn geht 9 - 09, so sind 
zwei Fille méglich: a) Entweder geht fiir alle o u,+(s; 0) gegen ein u,+ (8; 09), 
das gleichfalls Lésung von (9) fiir tr = t* ist. Stellt man fiir dies u,-(s; 09) 
die Verzweigungsgleichung auf, so sieht man sofort, da8 unserer analytischen 
Funktion u,-(s; ) (mit dem Parameter s) ein iiber 0, hinausfiihrendes 
Funktionselement zugefiigt worden ist. Man beachte dazu, da8 fiir ein 
geniigend dicht an g, gelegenes o sicher u,+ (8; 0,) + Ur+(s; 0) ist, da 
sich sonst die Lésungen periodisch wiederholen wiirden, was gegen unsere 
Annahme verst6Bt. Eine Betrachtung ebenderselben Verzweigungsgleichung 
fiir u,+(s: @9) liefert auch, daB u,-(s; 99) genau in einer einparametrigen 
Lésungsschar eingebettet ist. b) Oder es gibt mindestens zwei gegen 9, 
strebende Folgen 0} und o?*, derart dab 


U,+(8; OF) > Ut+(8; 0.) und wu,«(s; oF*) + ut*(s; 9.) = Ut (s; 0) 


strebt. Stellt man nun etwa fiir ut. (s; 9,) die Verzweigungsgleichung auf, 
so sieht man wie oben, daB ut. (s; g,) in einer einparametrigen Lésungsschar 
von (9) (fiir tr = t*) eingebettet sein mu8 und da man bei geniigend kleiner 
Anderung dieses Scharparameters unendlich viele der Funktionen u,« (s; 0%) 
herausbekommen mu. Es gibt also notwendig zwei Parameterwerte 0, 
und g,, zwischen denen ein 9%" liegt, dessen zugehdriges u,«(s; 0°*) nur 
wenig von ut? (s; o,) abweicht, dab 


Urs (8; 0.) = Ur+ (8; Oy) = Ure (8; Oy) 
5) Ein einfaches Beispiel fiir das Auftreten von nur aus beschrankten Funk- 
tionen bestehenden Lésungsscharen liefert die Pendelgleichung 
d* u 
=n > on of — 
7a + sin u — 0 
unter den Bedingungen der Periodizitét: u(0)— u(22), u'(0)—wu' (2). Fir «? 
wenig gréBer als 1 gibt es hier eine Schar von freien Pendelschwingungen, die 
periodisch vom Scharparameter abhangt; fiir a? > »? gibt es deren sogar » 
(o= 1, & & ..p 
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ausfallt und daB fiir passende beliebig klein vorgegebene Zahlen 6 und e 
fiir zwei gewisse Funktionen u,«(s; 0%) und u,+(s; oF) gilt: 
[ttre (8; Qn) — tee (83 Qui < & ler—eul < 4, 
|Ure (8; OF) — Ue (8; o)| << e, le?—o,| <4. 
Andert sich unser Parameter 9 von op, nach g,, so ist also wieder die 
gleiche Lésung unserer Integralgleichung (9) erschienen, und dies bedeutet, 
daB sich diese Lésungen periodisch wiederholen. Man kommt also im 
Falle b) sicher mit endlich vielen Funktionselementen aus. — Ich zeige 
jetzt, daB dies auch bei dauerndem Vorliegen des Falles a) méglich ist. 
Die Fortsetzung von u,+(s; 0) mit iiber den GroSlzeis laufendem o kann 
dann niemals aufhéren. Jetzt ist aber leicht zu schlieBen, daB man, etwa 
von 9 = @, mit u,+(s; 9,) ausgehend, nach einer endlich-oftmaligen Um- 
laufung des GroSkreises wieder zu dem alten u,+(s; g,) zuriickkommen muB. 
Anderenfalls gibe es niimlich unendlich viele Lésungen 
Uy 1+ (8; 0,), User (8; 0,)---- 

Daraus kann man eine Teilfolge u, ,+(s; 0,) auswahlen, die gegen eine Grenz- 
funktion u,+(s; 0,) strebt. Man stelle nun fiir %,+(s; 9,) die Verzweigungs- 
gleichung auf. Diese zeigt, daB, falls man nicht nach endlich vielen Um- 
laufungen zu der Ausgangsfunktion zuriickkommt, %,+(s; 9,) in einer 
mindestens zweiparametrigen Lésungsschar liegen muB; denn erstens liegen 
in der Umgebung von #,+(s; 9,) unendlich viele Funktionen aus der Folge 
der u,,+ (8; 0,), und zweitens kann ich den Parameterwert 0, aindern. Damit 
miiBten auch die geniigend dicht bei %,+(s; 0,) liegenden u, + (s; 0,) einer 
zweiparametrigen Schar angehéren, was gegen die Voraussetzung ist. Diese 
Betrachtung zeigt, daB ich mit endlich vielen Funktionselementen, von 
denen sich je zwei aufeinanderfolgende iiberdecken, in jedem Falle von 
einem t,+(s; 9,) wieder zu dem gleichen u,+(s;0,) gelangen kann; ihre 
Anzahl sei N. Es gibt nun zum »-ten Funktionselement, das den Mittel- 
punkt u,,+(s) [das soll heiBen: Das Element ist durch den Geltungsbereich 
der zu u,,+(s) gehédrenden Verzweigungsgleichung bestimmt] haben médge, 
zwei Zahlen M, und e,, daB fiir |~| < M, die Anzahl der nicht einer Lésungs- 
schar angehérenden Lésungen u, (s) von (9), fiir die | u,(s) — u,< (s)| < , ist, 
stets endlich und mod. 2 kongruent ist. Offenbar gibt es zwei Zahlen ¢ und M, 
daB dafiir die Aussage gleichzeitig fiir alle N Funktionselemente richtig ist. 
Es ist auch leicht zu sehen, da8 man die Funktionselemente so wihlen kann, daB 


| ty 4 1, 1* (8) — ty, «¢ (8)| << 
ausfallt. Man beachte nun, da8 man durch Einfiihrung unserer endlichen 
Kette von Funktionselementen nur fiir endlich viele Funktionen 4, + (s) 


die Verzweigungsgleichungen zu untersuchen braucht (da sich die Giiltigkeits- 
bereiche dieser Verzweigungsgleichungen iiberdecken); man beachte ferner, 
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daB jede zu betrachtende Lésung u,(s) von (9) entweder dadurch charak- 
terisiert werden kann, zu welchem «,+(s) sie bei 4 — 0 hinliuft, oder ob sie 
bei einem u +0 nicht mehr weiter nach absolut kleineren u-Werten zu 
fortgesetzt werden kann (fiir dieses letzte ist sie dann notwendig Lésung 
von einer endlichen geraden Vielfachheit). Dann folgt unmittelbar, da8 
auch beim Durchgang durch eine Stelle r*, fiir die (9) eine einparametrige 
Lésungsschar besitzt, die Anzah] der keiner Schar angehérenden Lésungen 
von (9) sich nur um eine endliche gerade Zahl andern kann. 

Der vorstehende Beweis iibertrigt sich in einfachster Weise auf den Fall 
zwei- und mehrparametriger Lésungsscharen. 

Gibt es nun fiir ein t* statt einer Lésungsschar eine endliche Anzahl 
von Lésungsscharen [verschiedene Lésungsscharen kénnen keine Funktion 
u,+ (s) gemeinsam haben, wie man sieht, wenn man die Verzweigungen um 
dieses u,+(s) betrachtet], so gilt beim Ubergange iiber dieses r* der gleiche 
Satz wie oben. — Eine Schwierigkeit kénnte nur eintreten, wenn an einer 
Stelle t unendlich viele verschiedene Lisungsscharen vorhanden wiren. 
Dann giibe es also unendlich viele unabhingige Scharparameter. DaB dies 
nicht méglich ist, kann man etwa so einsehen: Nimmt man aus jeder Schar 
eine beliebige Lésung heraus, so sind das unendlich viele u,+(s), aus denen 
man dann eine Teilfolge aussuchen kann, die gegen ein u,+(s) konvergiert, 
in dessen Nachbarschaft dann unendlich viele Parameter variabel sein 
miiBten, da ja dort Funktionen u,+(s) liegen, die zu unendlich vielen ver- 
schiedenen Lésungsscharen gehéren. Wir wissen aber schon, daB in der 
Nachbarschaft von jedem «,+(s) héchstens eine beschrinkte Anzahl von 
Parametern variabel sein kann. 

SchlieBlich sei noch bemerkt, da8 ein unendliches Anwachsen der 
Lésungsanzahl etwa bei wachsendem 1 — 1’ nicht dadurch eintreten kann, 
da8 sich fiir t — rt’ Verzweigungsstellen endlicher Ordnung hiufen. Denn 
fiir r’ gibt es dann endlich viele Lésungsscharen, und in der Umgebung von ¢’ 
ist nach dem Vorstehenden die Lésungsanzahl mod.2 kongruent und 
endlich. 

Wir haben also als Resultat: Gleichung (9) hat stets eine ungerade 
Anzahl von Lésungen endlicher Vielfachheit; auBer diesen kénnen eventuell 
noch Lésungsscharen existieren. — Insbesondere erhalten wir also fiir 
t = 1: Gleichung (7) besitat mindestens eine Lésung. 

Man sieht iibrigens leicht ein, daB die Voraussetzung (10) durch die 
folgende ersetzt werden kann: WeiB man von einer Lésung u,(s) von (9), 
da8 sie endlich ist, so soll daraus folgen, daB sie der Bedingung (10) geniigt 
mit einem endlichen fest angebbaren U. Man kann also ruhig Lésungen von (9) 
zulassen, die Unendlichkeitsstellen besitzen. Durch die eben ausgesprochene 
Bedingung ist jedenfalls erreicht, daB8 beim Durchlaufen simtlicher t-Werte 
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die endlichen Lésungen (die wir nur zu betrachten brauchen) sich nicht mit 
den nichtendlichen Lésungen zu mehrfachen Lésungen zusammensetzen. 

Die Uberlegungen dieses Paragraphen zeigen gleichzeitig folgendes: 
sind die zu (7) und (8) gehérigen Lésungsanzahlen inkongruent mod. 2, so 
kénnen unméglich simtliche Lésungen von (9) fiir jedes rt beschriinkt sein; 
es muB also lings dieses t-Weges unbeschrinkte Lésungen geben, sei es, 
da8 Lésungen ins Unendliche verschwinden, sei es, daB fiir einen t-Wert eine 
Lésungsschar eintritt, die unbeschriinkte Lésungen enthilt. Dieselbe Aus- 
sage bleibt erhalten, wenn man Gleichung (7) in Gleichung (8) durch Ein- 
fiihrung eines anderen stetig sich andernden Parameters irgendwie iiberfiihrt, 
wobei auch in beiden Gleichungen verschiedene Kerne auftreten kénnen, 
die aber dann gleichfalls stetig ineinander iibergehen miissen. 


§ 3. 
Positiy definiter beschrinkter Kern: 


Sei jetzt der symmetrische brauchbar unstetige Kern K (s,¢) positiv 
definit und beschriinkt. Dann hat (7) mindestens eine Lésung, wenn es eine 
endliche postive Zahl V gibt, derart daB fiir |u| > V 

f(u. 8) —f (Qs = 4 
(18) ae Sad 


“ — ! 
gilt, worin A, den kleinsten Eigenwert von K (s, t) bezeichnet. Dieser Satz ent- 
spricht im wesentlichen dem Hammersteinschen Satz 1. Dariiber hinaus kann 
man, wie auch in den spiteren Paragraphen, feststellen: Alle vorhandenen end- 
lichen Lésungen liegen dem Betrage nach unter einer angebbaren Schranke. 


Zum Beweise betrachte man die Gleichungsschar 
(19) u,()— [Ko t)| rf (ur, t) + (1— rt) a u, [dt = h(s) 


bei von 0 bis 1 wachsendem rt. Fiir r = 0 hat (19) genau eine Liésung; es 

braucht also nur noch gezeigt zu werden, daB jede etwa vorhandene endliche 

Lésung von (19) einer Bedingung (10) geniigt. Ich schreibe (19) so um: 
j (u_. t) —f (0, ft) 


(20) u,(s)— | (s, t) [z ences +(1—1)4]u, (t)dt = h, (s), 
wo jedenfalls A,(s) mit /(s) zusammen eine beschrinkte Funktion ist, 
(21) | h, (s)| < H. 


Die eckige Klammer in (20) sei zur Abkiirzung k,(u,, ¢) genannt. Es ist fiir 
jul >V 


(22) k, (u, t) = k, <4, mit k, = Max (k, 4); 
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fiir |u| = V ist k,(u,, t) beschrinkt. Nun ist wegen (20) fiir eine Lésung u,(s) | 
(23) u, (s) —h, (8) = Lc, g,(8), 


wenn die @, (s) das System der Eigenfunktionen von K (s, t) bedeuten. Ich 
bezeichne 


(24) | ke (te, t) ue (t) po(t)dt = d, 
und bilde den Ausdruck 


(25) j (kee (ter, t) — A,) the (t) (tee (t) — hi, (t)) dt. 
Es bedeute 
(26) W = Max(V, #). 


Falls u,(s) nicht von vornherein dem Betrage nach unterhalb W liegt, teile 
ich nun mein Integrationsgebiet B in zwei Teile S und T: In S sei|u,| < W, 
in T sei |u,| > W. Um die Berandungen von S und T zu verbessern, kann 
man iibrigens zu S noch gewisse Punkte, etwa mit W < |u,| < 2 W, hinzu- 
rechnen. — In T ist dann jedenfalls der Ausdruck (25) negativ, und zwar nicht 
groBer als 


— (A, —k,) | ute (0) (ue (t) — A, (0) at. 
t 
Daher hat man aus (25) 


Dc.d,—k, { ue (t) (un (t) —h, (t)) dt = B— P, 
£ 


wo E eine gewisse endliche von u,(t) unabhingige Zahl bedeutet, P irgend- 

einen positiven Ausdruck, der natiirlich von u,(s) abhingt. Da nach (20) 
d 

(27) ¢,—~ = 0 


4 


ist, wird weiter mit einer endlichen Zahl £, 


Tac? = E,—P+ ky | (t) (ut, (t) —h, (t)) dt, 


Tae? = E,—P+ ky | (ue) —h, (t))? dt +k, [ h,(t) (u(t) —A, (0) dt, 
& 


a (A,—k,)e? = BE, —P+k, Sb,c, 
mit 


(28) b, = [h,(t) g(t)dt, also k,|b,| <p. 


7 


Daher wird weiter 

Z((4,—k,) | ¢r| —B]|¢r] = B,— Py, | 
wo P, wieder einen positiven Ausdruck bezeichnet. Jedenfalls ist also 
(29) 2 [(4,—,)|¢,|—A]|o| S #,, 
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d.h. nach oben beschrinkt durch eine von u,(s) unabhangige angebbare 
endliche Schranke. Die Glieder der vorstehenden Summe teile ich in zwei 
Klassen: Klasse I enthalt alle Summanden, fiir die 


(Ay — k,) | Cy | > 28 
ist, Klasse II die iibrigen: 
(Ay: — k,) lov | << 28. 


Fiir die c, der Klasse II folgt sofort 





daher 
’ oe 7 
d) ley | < 26 P: } ey =A und d» Awe?) a B, 


wo A und B endliche Zahlen sind. Jetzt ergibt sich aus (29) 
Ella —k) |r| — Ale | << E, +84 
und 


+ 
fmm p — ( 
’ ’ 


Ay —k,) 3 < 2(E, + BA). 


Da 4, —k, >A, — k, ist, folgt hieraus sofort eine Schranke fiir ¥ A, c? 
5 
und daher auch im ganzen eine Schranke fiir 5 A,c?. Nun ist 


’ 





, 


u,(s)—h,(s)|< Y yale,|- 
~ Va 


also beschrinkt, wie man durch Anwendung der Schwarzschen Ungleichung 
einsieht, da nach dem Mercerschen Satz 


7 92 (8) 
> ; < K (s, s) 





gilt). 


Herr Hammerstein beschiftigt sich noch insbesondere mit solchen 
Funktionen f (u, ¢), die fiir positiv oder negativ unbeschrinkt wachsendes u 

6) Es ist vielleicht ganz niitzlich zu bemerken, daB der hier benutzte Beweis- 
gedanke fiir die Theorie der linearen Integralgleichungen (wie aus § 4 folgt, auch, wenn 
die Voraussetzung der Beschrinktheit von K(s, ¢t) fallen gelassen wird) sehr einfach 
folgendes liefert: Die Gleichung 


u(s) — { K (s,) f (t) u(t) dt = h(s) 


ist unter der Voraussetzung /(#) < k < A, stets lésbar; ferner kann man fir diese 
Lésung auf dem eingeschlagenen Wege Schranken finden. 
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beziiglich des Unbeschriinktwerdens fiir alle ¢ aus 8 das gleiche Verhalten 


zeigen. Diese Funktionen kann man mit Herrn Hammerstein durch folgendes 
Schema charakterisieren: 





Verhalten von f(u, 0 fiir 





soo « “o— +o | Beispiel 
- i a 2 
1. Dem Betrage nach| Dem Betrage nach | In u periodische Funktionen 
beschrankt beschrankt 
2. Dem Betrage nach — occ —e" 


beschrankt 
3. Dem Betrage nach 1. oc P 
beschrankt 
4. oo Dem Betrage nach g* 
beschrankt 
5 oc ~- oc Polynom geraden Grades mit neg. 
Koeffizienten der héchsten Potenz 
6. -0o + o< Polynom ungeraden Grades mit pos. 
| Koeffizienten der héchsten Potenz 
i. + co Dem Betrage nach ” ita 
beschrankt 
8. 1 og —« Polynom ungeraden Grades mit neg. 
Koeffizienten der héchsten Potenz 


9. | oc + co Polynom geraden Grades mit pos. 
Koeffizienten der héchsten Potenz 














Aus unserem zu Anfang aufgestellten Satz folgt nun fiir jeden brauchbar 
unstetigen positiv definiten und beschrankten Kern: Jn den Fallen (1), (2), 
(7) und (8) hat Gleichung (7) mindestens eine Lésung. Fiir die iibrigen Fille 
zeigt Herr Hammerstein an einfachen mit Hilfe eines Kernes mit nur einem 
Kigenwert gebildeten Beispielen, daB die Integralgleichung (7) nicht stets 
lésbar sein kann. Wir werden darauf in §9 einzugehen haben. 


§ 4. 
Positiv definiter unbeschrinkter Kern. 


Ist der brauchbar unstetige positiv definite Kern K (s,¢) nicht mehr 
beschrankt, so kann man nur das folgende Ergebnis sicherstellen, das dem 
Hammersteinschen Satz2 entspricht: Gilt neben der Bedingung (18) fiir 
u| > V noch die zusitzliche Einschriinkung 


(30) \f(u, s)| <Cju|+D 


mit beliebigen Konstanten C und D, so besitzt Gleichung (7) mindestens eine 
Lésung. 


————— ee 
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Zum Beweise kniipfen wir wieder an Formel (29) an, die wir jedoch 

(vgl. (28)) so verbessern: 

(29’) 2 [(4,— &,) || —k, || ]l¢o|S #,, 


wo £, eine endliche Zahl bezeichnet. Die Glieder der vorstehenden Summe 
werden so in zwei Klassen geteilt: Klasse I enthalt alle Summanden, fiir die 


(Ay —k,) |e, | = 2k, | by| 
ist, Klasse II die tibrigen: 
(Ay — ky) JO" | <2 ky | bv». 
Fiir die c, der Klasse II folgt 
2k [by | 
nine k,’ 


7 b3, 
D>) [de —k,) |e" | — ky [bv flee | < y |by»| [om |< 2k, >“ <A 


y" 


jew < 


wo A eine endliche Zahl bedeutet, wie man durch Anwendung der Bessel- 
schen Ungleichung auf (28) sieht. Ebenso folgt mit einer endlichen Zahl B 


DS Ane < B. 


Jetzt folgt fiir die c, der Klasse I 


E [lav —k,) [ev | — ky [by I ev| SB, + 4, 
k, Z|by| |e] SB, +A, 
» (Av — k,) c} 'S2 (Z,+ + A), 


daher wegen A,,— k, > A, —k, mit einer endlichen Zahl C 
dL Aver <= C. 
SchlieBlich 
LDAc?< B+C 
und damit hat man die Beschrinktheit von f (u (t)—A, (OY dt. 
Aus (20) folgt nun 





u,(s)| < yj K? (s, t)dt. { k? (uz, t) u2(t) dt + |, (8) 


also wegen (30) und der Beschrinktheit von {x (s, t)dt eine Schranke 
fiir |u,(s)|. Damit ist unser Satz bewiesen. 


Es gibt zu denken, daB die hier geschilderte Beweismethode bei un- 
beschrianktem Kern ebenso wie die Methode von Herrn Hammerstein die 


Zusatzvoraussetzung (30) benétigt. Es wiire interessant zu wissen, ob eine 
Mathematische Annalen. 108. 12 
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derartige Voraussetzung in der Natur des Problems begriindet ist oder nur 
zufallig durch die bisher ausgearbeiteten Beweismethoden zum Vorschein 
kommt. 
§ 5. 
Positiv definiter positiver Kern. 
Fiir den positiv definiten Kern K (s, t) gelte jetzt noch 


K (s, t)>9. 
Ich erbringe hier den Beweis des Hammersteinschen Satzes3. Die Gleichung 
(32) v (s) —{ (s, t)g(v,t)dt = 0, 


in die (7) durch die Substitution 

v(s) = u(s) —h(s) 
iibergefiihrt wird, besitzt mindestens eine nichtnegative Lésung, wenn fiir 
v>00< 4 (ev, t) und fiir geniigend grobe v >V gigs sk<, 
gilt, und mindestens eine nichtpositive Lésung, wenn fiir v= 0 0 => g(v, t) 


und fiir geniigend stark negative v << —V gi 9” 


<k<A, gilt 
mit einer passenden positiven Konstanten V. Der zweite Teil des Satzes 
geht durch die Substitution w = —v in den ersten iiber, der also allein 
zu beweisen ist. 
Zu diesem Beweise zeige ich, daB die Gleichungsschar 

(33) w, (8) —{K(s, t) (1 — 1) Aw, (t) + rg (w,, t)]dt = (1 — 1) C(s) 
mit 

C(s)>0O und O<A<A 
mindestens eine nichtnegative Lésung besitzen mu8; fiir t + 1 sogar eine 
Lésung, die im Innern von $ nicht verschwinden kann. 


Hilfssatz. Die Lésung y(z) der linearen Integralgleichung 
(34) y (2) —A{ K (a, &) y (&) dé = f (2) 
mit K(x, €)=>0O und f(z) >0 im Innern des Integrationsbereiches ist fiir 
0<A< 4A, wo A, den kleinsten positiven Eigenwert bedeutet, im Innern 
des Integrationsbereiches positiv. Dieser Hilfssatz la8t sich auf ganz elemen- 
tarem Wege so beweisen: Da die zu K(z, &) iterierten Kerne gleichfalls 
positiv sind, folgt sofort aus der Neumannschen Reihe 


y (2) = f(z) +f Sa K(x, & FO aég, 


da8 fiir geniigend kleine positive A y(x) > 0 im Innern des Integrationsbereiches 
ausfaillt”). Man lasse nun A bis 2, wachsen und nehme an, da8 bei einem 


7) Weil die Neumannsche Reihe bis zum ersten Eigenwert konvergiert, folgt hieraus 
sofort der Beweis fiir positiv definite Kerne. Da der Satz spiter noch fiir allgemeinere 
Kerne gebraucht wird, mu8 man anders weiterschlieBen. 


| 
| 
| 
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Zwischenwert 2, zum erstenmal y(z) im Innern des Integrationsbereiches 
eine Nullstelle aufweise, etwa y(z))= 0. Schreibt man die Integral- 
gleichung (34) fiir den Punkt z, auf, so ergibt sich sofort ein Widerspruch. 
Ich kehre wieder zu (33) zuriick. Fiir r = 0 hat nach dem Hilfssatz (33) 
genau eine im Innern von % positive Lésung. Bei der Anderung des Para- 
meters t will ich nur auf positive Lésungen achten. Eine durchweg positive 
Lésung kann bei Anderung von 1 aus den gleichen Griinden wie bei dem 
Hilfssatz fiir r < 1 im Innern von $ nie Null werden; ferner bleiben wegen 
gv. 98) —% fie pV 


v 


nach den Uberlegungen von §§3 und 4 alle positiven Lésungen von (33) 
beschrinkt. Nach den allgemeinen Uberlegungen von § 2 besitzt daher (33) 
fiir jedes rt + 1 eine ungerade Anzahl von im Innern von 8 positiven Lésungen 
(oder unendlich viele); daraus folgt die Existenz mindestens einer nicht- 
negativen Lésung von (32). 
Durch die Substitution 
w(s) = v(s) +C ( K(s, t)dt 


mit einer positiven Konstanten C erhaltman noch folgenden Satz: Gleichung (32) 
besitzt mindestens eine Lésung v(s), fiir die 


v(s) [>—C[K(s, t) dt 
gilt, wenn fiir alle v(s), die dieser Ungleichung geniigen, 
—Csg r,t) 
besteht und fiir geniigend groBe v > V 


g (v. t) —q (0; t) 


WA 


k< A, 


- 
ist. Einen entsprechenden Satz liefert dann uoch die Substitution u = — v. 
Auch dieser Satz ist im wesentlichen im Hammersteinschen Satz 3 enthalten. 

Aus diesen Satzen folgt die Existenz mindestens einer Lésung von (32) 
in den Fiillen (1), (2) und (7) der Hammersteinschen Tabelle. 


§ 6. 
Stetiger Kern mit endlich vielen Eigenwerten. 


Von dem symmetrischen Kern K(s,¢t) sei jetzt vorausgesetzt, daB er 
stetig sei und endlich viele EKigenwerte besitze, also 


n 


YT gy, (8) w, (t 
(35) thaws 228. 


r=1 "' 
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Dann gilt: Gleichung (7) besitzt mindestens eine Lésung, wenn f (u,t) ein 
Polynom ungeraden Grades (gréfer als 1) wst, dessen héchster Koeffizient einerlei 
Vorzeichen besitzt: 
f (4, t) = Game. (u?™t? () + dam (w(t) +... +4,(0) 

mit Gan+i(t)=0 oder 4gm4i( <9; 
dabei sei noch iiber ay + ,(t) vorausgesetzt, daB es eine Konstante « derart gibt, 
dap fiir jeden Teilbereich € von B mit dem Inhalt C 


[2m .i()dt>a0 
& 


gilt mit einem gewissen Exponenten vy. 
Zum Beweise betrachte man mit beliebigem o die Gleichungsschar 
(37) ue(s) —f K(s,t) [ef (wet) +(1—t) (ams s(t)” ** (4 oue(t)|] ae 
= th(s). 

Nach § 2 braucht nur gezeigt zu werden, daB bei Anderung von 1 zwischen 0 
und 1 keine Lésung ins Unendliche verschwinden kann; denn da8 fiir tr = 0 
die Anzahl der Lésungen von endlicher Vielfachheit ungerade ist, folgt daraus, 
da8 dann neben u, (¢) auch — u, (t) eine Lésung von gleicher Vielfachheit ist, 
auBerdem u, = 0 Lésung von ungerader Vielfachheit, z. B. einfache 


(36) 


Lésung, wenn oe + A, (vy = 1, 2,...m). Sei also U, das Maximum des 
Absolutbetrages einer Lésung von (37) und 

u, (8) - 
(38) w,(’) =——, also {w,(s)| <1. 
Nun ist 
(39) w, (8s) = >" e,, gy (8) + 7 A(s) 

‘=1 : 

mit 
(40) > oS B+ 3. 


wenn B den Inhalt von % angibt und C, eine passende Konstante be- 
zeichnet. Auch y A, (c,-)* ist beschrinkt, ebenso wie die Funktion 


v=1 
W (s) = ZX Avera (s). 


Multipliziert man (37) mit W,(s) und integriert iiber 8, so folgt fiir geniigend 
groBes U, mit einer passenden Konstanten A 


farm sr(out™**nae <p. 


Daraus ersieht man, daB |w,(s)| bei unbeschrankt wachsendem U, beliebig 
schnell von 1 auf ganz kleine Werte abfallen mu8, was wegen (39) und (40) 
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nicht geht, da die endlich vielen ¢,(s) gleichmaBig stetig sind. Damit ist die 
Behauptung bewiesen. 

Der gleiche Satz und Beweis hat auch dann noch Giiltigkeit, wenn sich 
von [{ (u,t) eim Summand F(u,t) abspalten lapt, der fiir positiv und negatw 
sehr stark anwachsende Werte von u den Ausschlag gibt, stirker als linear wiichst, 
fiir geniigend groBes \u| (|u| > V) das gleiche Zeichen wie u besita und fiir 
den die Gleichung 
(41) v(s)—{ K(s, t) [oF (v, 2) + gu] dt = 0 
bei irgendwelchen reellen Werten 9 und o eine ungerade Anzahl endlicher 
reeller Lésungen besitzt, was z. B. der Fall ist, wenn F(u,t) eime ungerade 
Funktion von u ist. Hierzu gehért etwa 

f (u, t) = a(t) Sinu + P(u, t), 
wo P(u,t) ein beliebiges Polynom in u bedeutet mit von ¢ abhingenden 
Koeffizienten und a (t) die gleichen Eigenschaften besitzt wie friiher a ,, ,; (¢). 

Im iibrigen kann man feststellen, daB die Anzahl der Lésungen von (7) 
der Anzahl der reellen Lésungen von (41) mod. 2 kongruent ist. 

Die Voraussetzung, daB a,,,.,,(¢) einerlei Zeichens ist, oder eine andere 
mu8 man fordern, um den Beschranktheitsbeweis fiir die Lésungen von (37) 
fiihren zu kénnen; denn z. B. die Gleichung 

u(s) — f p(s) op (O(a, (u(t) +4, (tu (H]dt = 0 
mit 
j Pa, (t)dt =1 und fa,(@) g*(t)dt = 0 
hat die Lésungsschar 


i u(s) = @. y(8) 
mit beliebigem g. 


Andererseits gilt die Beschrinktheit der Lésungen nicht, wenn f (u, t) 
in u ein Polynom geraden Grades ist mit z. B. positivem Koeffizienten der 
héchsten Potenz. Ein Gegenbeispiel kann man wie eben konstruieren: 
u(s) = @- p(s) ist bei beliebigem o Lésung von 

« (8) —{ p(s) 9) (a, u(t) +4, ()u* (Q] dt = 0 
mit a,(t) > 0, wenn nur fir 


f oa, (de =1 und fa, g*dt =0 


gesorgt wird, was sicher méglich ist, wenn y(t) Werte beiderlei Vorzeichens 
annimmt. 

Man braucht hier also noch eine Zusatzvoraussetzung iiber K (s, t). 
So gilt z. B. folgender Satz: Ist wnter den endlich vielen Eigenfunktionen von 
K (s, t) eine positiv®) (sind Nullstellen vorhanden, so fordere man etwa fiir 


*) Dies ist z. B. fir einen positiven Kern K (s, t) erfillt. Vgl. den Hilfssatz in § 9. 
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diese Eigenfunktion die gleiche Bedingung wie friiher fiir a,,,,,,(¢)), so hat (7) 
emme gerade Anzahl von Lésungen (bzw. tiberhaupt keine), falls 


(42) f (u, t) = agq (t)w?™ + .... +4, (0) 
ist mit dz.,(t) von einerlei Vorzeichen. (Fiir a,,,(t) soll die gleiche Integral- 
bedingung gelten wie friiher fiir a,,,, , (t).) 


Es kann z. B. a,,,(t)=>0 angenommen werden. Man betrachte mit 
beliebigem g(s) und 6,,,(¢) > 0 (Integralbedingung wie bei ay,,(t)) die 
Gleichungsschar 


(43) wu, (s)- [ K(s, t) [xf (u,, t) + (1— t) by m (t) ur ™ (t)]dt= th{s) + (1—1)g(s). 


Multiplikation mit der positiven Eigenfunktion g,(s) und Integration 
lefert mit der Bezeichnung (38) 


Gu (t) [tay m(t) + (1—t) bam ()] we™ (dt < vr 


mit passender Konstante A, woraus wie vorhin die Beschranktheit aller u,(s) 
folgt. Man betrachte nun (43) fiir r = 0: 


(44) v(s) —{K(s, t) by m (t) v2 ™ (t)dt = g(s). 


Es braucht also nur noch gezeigt zu werden, da8 diese Gleichung eine gerade 
Anzahl von Lésungen besitzt (bzw. keine). Das folgt sofort aus der analogen 
Betrachtung der Gleichungsschar 


Tr Gq (8) Galt) ey" ep, (*) ) 2m 
1, (8s) — | | ——* —.—_— | by » (t) v," (t) dt 
us) (5 +e)’ so —| bem (t) 08" (0 
= eg (s) + (1 — ee gals) 
fiir von 0 nach 1 laufenden Parameter o mit einer beliebigen Konstanten c. 
Fiir o = 0 ist eine gerade Anzahl von Lésungen vorhanden, da jedes 


U (8) =C Po (8) 
ist. Damit ist unser Satz bewiesen. 


Auch dieser Satz liBt sich genau wie der friihere dahin verallgemeinern, 
daf / (u,t) eine derartige Funktion sein darf, daB sich ein Summand F (u, ¢) 
abspalten laBt, der fiir positiv oder negativ stark anwachsende Werte von u 
den Ausschlag gibt, stirker als linear anwichst, fiir |u| > V stets einerlei 
Vorzeichen besitzt und fiir den die Gleichung 


2—+| Pa (t) F (x .epi(t), thdt =a 


bei irgendeinem a eine gerade Anzahl reeller Wurzeln besitzt, was z. B. fiir 
eine in u gerade Funktion F(u, ¢) erfillt ist. (Ist die Wurzelanzahl dieser 
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Gleichung ungerade, so hat (7) eine ungerade Anzahl von Lésungen, also 
mindestens eine). Ein Beispiel einer solchen Funktion ist 
f(u, t) = a(t)Cofu + P(u, 0), 
wo I (u,t) ein beliebiges Polynom in u bedeutet mit von ¢ abhingenden 
Koeffizienten und a(t) von einerlei Zeichen ist (Integralbedingung wie friiher 
bei a, » +, (t)). 
§ 7. 
Beliebiger Kern. 
Wird iiber den (symmetrischen) Kern K(s,¢) nur vorausgesetzt, daB 
er brauchbar unstetig ist, daB also 
(46) {| K(s, t)|dt = k(s) 
beschrinkt ist, so sei hier nur das folgende Resultat sichergestellt: 
Gleichung (7) besitzt mindestens eine Lésung, wenn 
(47) |f(u,t)| << C\|u|+D, C-Maxk(s) <1 
gilt mit einer beliebigen Konstanten D*). 
Zum Beweise betrachte man die Gleichungsschar 
(48) u, (8) —|K(s, t) (rf (ur, t) + e(1—r1)u,)dt = h(s) 
mit irgendeinem geniigend kleinen |c| < C. Es braucht wieder nur bewiesen 
zu werden, daB (48) nur beschriinkte Lésungen besitzen kann. Mit |h(s)| << H 
erhalt man aus (48), wenn 
U, = Max| uu, (s) | 
gesetzt wird, 
U, <H+(CU, + D)-Maxk(s), 
woraus sofort wegen (47) eine Schranke fiir U, folgt. 
Dem angegebenen Satze entsprechen z.B. Funktionen / (u,t), die 
schwicher unendlich werden als u bzw. iiberhaupt beschrinkt bleiben. 


§ 8. 


Positiver Kern. 
Setzt man noch 


K (s,t)>0 
voraus, so gelangt man unter Benutzung des in §5 angefiihrten Beweis- 
gedankens zu folgendem allgemeineren Resultat: Die Gleichung (32) besitet 
mindestens eine nichtnegative (bzw. im zweiten Fall nichtpositive) Lésung, wenn 
entweder fir v>0 Os g(v,t) und g(v,t)<Cv+D 
oder fir v= 0 OSglv,t) und giv, t)>Cv+D 


*» ‘Vel. J. Leray, Sur certaines classes d’équations intégrales non linéaires. 
C. R. Acad. Sci. Paris 194 (1932), S. 1627—1629. 
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gilt mit einer beliebigen Konstanten D und 
C - Max k(s) < 1, 
wobei k(s) die Bedeutung (46) hat. 

Ein weiteres Resultat ist das folgende: Gleichung (32) besitzt mindestens 
eine Lisung, wenn g(v,t) > —C|v|+ D, und fiir positiv stark anwachsende 
Werte von v g(v,t)< Cuv-+ D,. Dabei sind D, und D, beliebige Konstanten 
und C >0 unterliegt der Bedingung 

C-{ K(s,t)dt <1. 

Der Beweis ergibt sich durch Betrachtung der Gleichungsschar 
(49) v, (8) — j K(s,t) [rg(v,,t) +(1—rt) Av,Jdt = 0 
mit geniigend kleinem A nach den in §2 dargelegten Gedanken. In der 


Tat kann keine Lésung von (49) iiber jede Schranke wachsen. Sei z. B. —V, 
der kleinste Wert von v,(s). Dann ergibt sich aus (49) 


—V.>—V,C{ K(s,t)dt—|D,| {K(s,t)dt—V,|A|[K (s,t) dt, 


woraus bei geniigend kleinem A eine Schranke fiir V, folgt. Da jetzt v, nach 
unten beschrinkt ist, folgt wegen g(v,t) < Cv-+- D fir groBe positive v 
ebenso leicht, daB v, nach oben beschrinkt ist. 

Durch die Substitution w= —v erhilt man aus dem vorigen Satz 
den folgenden: Gleichung (32) besitzt mindestens eine Lésung, wenn 

g (v,t) < Cl|v| + D, 
und fiir negativ stark anwachsende Werte von v g(v,t) > Cv-+ D, gilt, wo C 
und die D, die obigen Bedeutungen haben. 

Die beiden letzten Satze enthalten das Resultat: Jn den Fiillen (1), (2) 
und (7) der Hammersteinschen Tabelle (8. 176) besitzt Gleichung (7) mindestens 
eine Lésung. 

§ 9. 
Einige nicht lésbare Integralgleichungen. 

Umfassendere Beispiele fiir Klassen nicht lésbarer Integralgleichungen 
lassen sich am leichtesten unter der auch im vorigen Paragraphen benutzten 
Voraussetzung K (s, t) > 0 aufstellen. Der Einfachheit halber sei hier noch 
angenommen, da8 fiir s im Innern von 8 K (s,t) >0 ausfallt. Ich be- 
ginne mit einem 

Hilfssatz aus der Theorie der linearen Integralgleichungen. 
Die lineare Integralgleichung 
(50) p(s) —A | K(s,t) p(t)dt =0 mit K (s,t) > 0 


im Innern von $ besitzt eine im Innern von $ positive Eigenfunktion ¢, (s) 
zu dem kleinsten positiven Eigenwert 4,. — Da8 zunichst mindestens ein 
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positiver Kigenwert vorhanden sein muB, folgt leicht aus dem Hilfssatz in § 5. 
Sonst hatte naimlich 


y(s)—Aj K(s,) y(dt =1 


fiir beliebig groBe positive A eine in 8 samt Rand positive Lésung y(s). 
DaB dies nicht méglich ist, folgt sofort aus der Betrachtung von 7 = Min y(s)+0. 
Denn die Beziehung 


n2a1+An{ K(s,t) de 


kann nicht fiir beliebig groBe Werte von A bestehen. (Sollte fiir einen Wert s, 
K (s,, t) = 0 méglich sein, so gilt der analoge Schlu8, wenn man statt 7 
einen endlichen Wert y(s,) benutzt, fiir den K(s,,t) + 0 ist.) Sei A, 
jetzt der kleinste positive Eigenwert. Angenommen, die zugehérige Eigen- 
funktion g,(s) nehme Werte beiderlei Vorzeichens an. Dann gibt es 
jedenfalls eine Lésung y(s) von 


y(s) — A, | K(s,t) y(t)dt = A (s), 


die Werte beiderlei Vorzeichens annimmt; dabei sei H(s) eine fiir alle s 
aus $ positive stetige Funktion mit 


{ H(s) , (8) ds = 0. 
Demnach gilt 


y(s) — (4, — e) { K(s,t) y() dt = H(s) + e [ K(s,t) y() dt 


wobei die rechte Seite bei geniigend kleinem ¢ noch immer positiv ist. Da y(s) 
auch negative Werte annimmt, widerspricht dies dem Hilfssatz in §5. Da8 
9, (s) im Innern von % nicht verschwinden kann, folgt jetzt sofort aus (50) 
fir A = A4,. Hiermit ist unser Hilfssatz bewiesen. 

Gleichung (32) besitet keine Lésung, wenn g(u,t)=>0 und fiir 
u>0 g(u,t) > A,u ist, wo A, den kleinsten positiven Eigenwert von K (s, t) 
bezeichnet. (Oder, wenn g (u,t)< 0 und firw=0 g(u,t)< A,u)™). 

Zunichst ist sofort zu sehen, daB alle etwa vorhandenen Lésungen 
von (32) im Innern von % gréBer als Null sein miissen. Man betrachte jetzt 
noch die Gleichung 


(51) gp! (8) — at | K,(8,t) pf () dt = 0; 
dabei stimme XK, (s, ¢) mit K(s, t) tiberein fiir alle s und ¢ aus einem beliebigen 


Gebiet %,, das ganz in $ enthalten ist und dessen Rand R, von dem Rand R 
von $ um weniger als eine gewisse geniigend kleine Zahl 6 abweicht und 


um mehr als etwa 6/2. Liegt entweder s oder ¢ oder beide in 8 — B,, so sei 


10) Vgl. die in Anm. °) zitierte Note von J. Leray. 
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K,(s,t) = 0. Der kleinste positive Eigenwert 2* von K,(s, ¢) ist dann bei 
kleinem 6 wenig gréBer als A, *'), so daB noch 


g(u,t)>Atu fir u>0d 


gilt. * (s) ist iibrigens nach dem Hilfssatz im Innern von 8, iiberall positiv; 
der noch freie Faktor werde so gewahlt, daB * (s) gerade die als existierend 
angenommene Lésung u(s) von (32) von unten beriihrt, etwa im Punkte 
8 << %,. Subtraktion von (32) und (51) liefert 


u (s) — gt (s) = | [K(s, t)9(u, t) — K, (s, t) Af yf (di. 
11) Das kann man iibrigens im Rahmen unserer Betrachtungen so einsehen: ¢,(s) 
sei positive normierte Eigenfunktion von 9, (8) — A, [xe t) p, (t)dt = 0. Den in gf (s) 
noch freien Faktor wahle man so, daB in $8, gf(s) gerade g,(s) von unten berihrt, 
etwa im Punkte s,. Die hierbei benutzte Voraussetzung der Endlichkeit von g}(s) 
ist z. B. erfallt, wenn (Ke, t) —K (6, t))*dt gegen Null strebt, sobald #, + 
geht. Es ist also o,(s)— qgf(s)=>0 in B. Jetzt gilt 


1 (8) — ot (s) — iy | Ki(.) (p, (t) — pf it) dt 
= dy | (K (a, t) — K,(s,t)) p(t) dt + (A, — Af) { K, (8,t) oP (t}dt 


oder mit der Abkiirzung 0< P(s) = dy | (Kis, t)— K,(s, t)) p, (t) dt, wenn nur 
Punkte s aus 8, beachtet werden, 








: . , 2, — Ff 
(*) 91(8) — pt (8) — A, | Ki (8,8) (gi (t) — pt) dt= P(s) + L a - p¥ (8). 
8, 
Setzt man hierin s = 4), so folgt sofort Af > 4,. Nimmt man nun an, daB fiir 6 > 0 
ee a rr , 4,—A? 
nicht Af? /, strebt, so gabe es eine positive Zahl ce, daB fiir beliebig kleine 6 1 <-eé 


‘1 
ausfallt. Da aber P(s) mit abnehmendem 6 gegen Null strebt, wire dann fiir geniigend 
kleines 6 die rechte Seite von (*) negativ (s. unten), woraus vermdge des Hilfssatzes 
von §5 ,(s)— gf(s) <0 folgen wiirde, was ein Widerspruch ist. Zu dem SchluB, 
da8 unter unserer Annahme die rechte Seite von (*) fiir alle s negativ ist, mu8 man 
noch wissen, daB g}(s)- e fiir jedes s gréBer als P(s) gemacht werden kann, wenn 6 
geniigend klein ist. 

Ich will dies fiir den Fall zeigen, daB K(s,t) in 8 mit EinschluB des Randes 
positiv ist; sei etwa K(s,t)>k,. Daraus folgt sofort, daB g,(s)>m> 0 sein muB, 
wenn m das Minimum von 9¢,(s) bezeichnet. g}(s) ist nun sicher tiberall nicht kleiner 
als diejenige Eigenlésung @f(s) von 
(**) PF (9) — A [ Ky (8.1) P(N at =0, 
die das Maximum m besitzt. Ich schitze von dieser Funktion das Minimum m* ab. 
Da f K,(s, t)dt in ® gleichmaBig stetig in s ist, gibt es eine positive Zahl y derart, 
daB iv einem Teilbereich von mindestens der GréBe y 


= m 
Ww*“2z5 


gilt. Aus (**) kann ich dann abschatzen, wenn B, den Inhalt von %, angibt. 
m* m 
rl > kym* (By, —y) + Avs ° 
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Nach unseren Voraussetzungen ist die eckige Klammer nie negativ, sodaf 
sich fiir s = 8, ein Widerspruch ergibt, da die linke Seite verschwindet, die 
rechte aber positiv ist. Demnach kann keine Lésung u (s) von (32) existieren. 

Damit ist gezeigt, daB Gleichung (7) in den Fallen 3, 4, 5 und 9 der 
Hammersteinschen Tabelle (S. 176) nicht immer lésbar ist. Eine nicht lésbare 
Gleichung fiir den Hammersteinschen Fall 6 ist natiirlich die lineare Integral- 
gleichung bei Vorliegen eines Eigenwertes und willkiirlicher rechter Seite. 
Ob man auch nicht lésbare nichtlineare Integralgleichungen des Falles 6 
aufstellen kann, scheint mir besonders im Hinblick auf die Untersuchungen 
des §6 im Augenblick nicht so leicht entscheidbar. 


§ 10. 
Randwertaufgaben. 


Selbstverstandlich kann man weitergehende Aussagen machen, als bisher 
angegeben wurden, wenn man iiber die gestellten Probleme mehr weif als 
allein die bisher iiber den Kern K(s, ¢) gemachten Voraussetzungen. Ich will 
hier etwa nur den folgenden, einem schon von Herrn Hammerstein (Satz 4) 
aufgestellten ahnlichen Satz erwihnen: Jst B ein zweidimensionaler Bereich, 


: ; m. 
Daraus folgt, falls nicht von vornherein schon m* > 7 ist, 


m l 1 

m* > byt: [eh (B —e)|, 
wobei sich die eckige Klammer als positiv erweist. Damit ist die stetige Anderung 
des ersten Eigenwertes gezeigt fiir einen in 8 samt Rand iiberall positiven Kern. — 
Verschwindet K(s, t) auf dem Rande von %,, so kann man das gleiche Resultat aus 
den bisherigen Uberlegungen ableiten durch Betrachtung der Gleichungsschar 


@, (8) — #2 | (Ks (8,t) +c) y, (t)dt =0 


fir kleine positive ¢: 4* bedeute dabei immer den kleinsten positiven Eigenwert. Bei 
c+ 0 folgt die stetige Abhangigkeit von 2* von c wie eben. Aus der Normierungs- 
bedingung und der Integralgleichung fiir ,(s) errechnet sich leicht eine obere 


Schranke fiir die g,(s), wonach dann aus der gleichmaBigen Stetigkeit von [K(s, t) dt 


unmittelbar ihre gleichgradige Stetigkeit ersichtlich ist. Man kann nun eine gegen 
Null strebende Folge von c-Werten finden, daB die zugehérigen y,(s) gegen eine 
Grenzfunktion go(s) streben; die zugehérigen 4* wachsen standig und gehen gegen 
eine endliche Zahl 7%, da wir nach einer eben benutzten SchluBweise schon 
wissen, daf fir alle nichtnegativen c-Werte die kleinsten positiven Eigenwerte 
nach oben beschrinkt sind. Da 


Po (8) — do { Ky (3,0) Po (t) dt = 0 
8, 


gelten muB, ersieht man leicht die Richtigkeit unserer Behauptung. 
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fiir den die gewbhnliche Greensche Funktion besteht, so hat die elliptische Diffe- 
rentialgleichung 


L (u) =X (pu) +X (Pu) =f (us 2, y) mit p(z,y) 20 


bei vorgegebenen Randwerten mindestens eine Lisung, wenn es zwei Konstanten 
U, > 0 und U, < 0 gibt, von denen die erstere die gegebenen Randwerte tiber-, 
die zweite untertrifjt und fiir die 
(52) {(U,;27,y)=0 und /(U,;27,y) 50 
in B erfiillt ist. 

Der Beweis ergibt sich sofort nach dem Gedankengang von §2 durch 
Betrachtung der Gleichungsschar 
(53) L (ux) = tf (ur; 2, y) + (1—t) eu 
mit beliebigem positiven 9. Fiir t = 0 liegt namlich die Lésung zwischen 
U, und U, und bei wachsendem rt kann es keine erste Lésung geben, die die 
Ebenen u = U, bzw. u = U, beriihrt. Denn z. B. an einem Berihrungs- 
punkt mit uw = U, wire bei tr < 1 die rechte Seite von (53) > 0, die linke < 0, 
was nicht angebt. 

In der gleichen Weise foigt der von Herrn Hammerstein ausgesprochene 
Satz, bei dem nur an die Stelle von (52) die Ungleichungen 

#(U, +v(2, 9); 2,y)20 und f(U,+0(z,y); 2, y) <0 

treten, worin v (z, y) die zu den gegebenen Randwerten gehérende Lésung 
von L (v) = 0 ist. 

Ahnliche Sitze lassen sich natiirlich noch weit mehr aussprechen. Sie 
gelten iibrigens analog auch beim ersten Randwertproblem gewoéhnlicher 
Differentialgleichungen. 


§ il. 


e 


Eindeutigkeitssitze. 


Bei der Frage der Eindeutigkeit einer Lésung von (7) erhilt man natur- 
gemaB weit weniger allgemeine Resultate. Der naheliegende Beweisgedanke 
zur Aufstellung von Eindeutigkeitssitzen ist der folgende: Gleichung (8) 
habe genau eine Iésung; von Gleichung (9) sei bekannt, da8 fiir alle rt 
zwischen 0 und 1 mit Einschlu8 der Grenzen fiir eine etwa vorhandene 
Lésung u,(s) die homogene Gleichung 


9 (8) —[K(s, t) (the (te, t) + (1—1) Fu (ue, #)) pdt = 0 
nur die triviale Lésung ¢(s) = 0 besitzen kann. Da in diesem Falle auf dem 
ganzen t-Wege (9) keine Verzweigung aufweisen kann, hat dann (7) notwendig 
eine und nur eine Lésung. Mit Hilfe dieses Beweisgedankens erhalt man 
leicht die folgenden drei Satze, wobei jetzt nicht einmal vorausgesetzt zu 
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werden braucht, da / (u,?) und F (u, t) analytisch in u sind, sie brauchen 
etwa nur einmal stetig nach u differenzierbar zu sein: 
Ist K(s,t) positiw definit, so hat Gleichung (7) eine und nur eine Lésung, 
wenn fiir alle u und alle s aus B 
he (u, 8) < A, 
wobei 4, den kleinsten Eigenwert von K (s, t) bezeichnet. Zum Beweise betrachte 
man die Gleichungsschar (19). Die zugehérige homogene Gleichung lautet 


9()—[K(.0 [thle +—x) 2] pat =o, 


und diese Gleichung besitzt nach der FuBnote *) auf 8.175 nur die Lésung 
gy (s)=0. Dieser Satz enthailt die Hammersteinschen Sitze 5, 6 und 7. 

Ist K(s,t) ein beliebiger Kern, so besitzt Gleichung (7) eine und nur eine 
Lésung, wenn fiir alle u und alle s aus 8 


ah lta (u, 8)| << 

gilt mit 

(53) C -Max {| K(s, t)|dt <1. 

Zum Beweise betrachte man die Gleichungsschar 

(54) u, () — | K (s, t)[ef (ue, t) + (1—t) gue] dt = h(s) 
mit geniigend kleinem 9. Die zugehérige homogene Gleichung 
(55) y(s)— [ K(s, t) [tha (ue, t) + (1—1) 9] p(t)dt = 0 


kann nach der SchluBweise von §7 nur die Lésung ¢(s) = 0 besitzen. 

Gleichung (7) hat bei K(s, t) > 0 eine und nur eine Liswng, wenn fiir alle u 
und alle s aus 8 

0S fy (u, 8) <A, 

gilt, wo A, den kleinsten positiven Eigenwert von K(s, t) bedeutet. Zum Beweise 
betrachte man wieder die Gleichungsschar (54). DaS dann (55) nur die 
Lésung ¢(s)=0 hat, folgt aus den Betrachtungen des §9, an die sich 
Fu8note ™) anschlieBt. 


(Eingegangen am 7. 7. 1932.) 








Einige Analoga zum Schwarzschen Lemma. 
Von 


Helmut Grunsky in Berlin. 


Das Schwarzsche Lemma besagt: Ist /(¢) in |¢| <1 regular und 
gilt daselbst 


(1) f@| <1 


und ist ferner {(0) = 0, so ist =f (ke) mit k <1 eine ebensolche Funk- 
tion. (1) gilt fiir sie sogar im abgeschlossenen Einheitskreise, es sei denn, 
daB {(¢) = ef war mit |e¢|=— 1. Im folgenden sollen einige ahnliche 
Satze bewiesen werden, in denen die Voraussetzung (1) ersetzt wird durch 
gewisse andere Beschranktheitsvoraussetzungen’). 

1. In der ¢-Ebene (¢ = pe’? = +n) sei ein von den konzen- 
trischen Kreisen K, und K, um den Nullpunkt mit den Radien r, und 
t, <. t, begrenzter Kreisring gegeben; er trage méglicherweise noch einige 
konzentrische Schlitze K,, ..., K, mit den Radien r,,...,1,. Dieser 
Bereich heiBe B. g(¢) = u + iv sei eine beliebige eindeutige und regulare 
Funktion in $*). Dann ist nach der Cauchyschen Integralformel 





‘ (¢) 
(2) i“ dt = 0, 
Z 
wobei unter K die Gesamtheit aller K,(y = 1, ..., m) zu verstehen ist, 


und bei der Integration jedes K, so zu durchlaufen ist, daB $ zur Linken 
liegt. Wir kénnen (2) auch so schreiben: 


fo)dige =0 


k 


1) Der erste Teil der vorliegenden Arbeit schlieBt sich eng an an meine In- 
auguraldissertation: ,,Neue Abschatzungen zur konformen Abbildung ein- und mehr- 
fach zusammenhangender Bereiche, Schriften des mathematischen Seminars und 
des Instituts fiir angewandte Mathematik der Universitat Berlin 1, 3 (1932). 

2) Wir setzen der Einfachheit halber g(¢) und ebenso nachher F (¢) und f (¢) 
als stiickweise regular auf dem Rande voraus. Inwieweit man sich von dieser 
Einschrankung befreien kann, dariiber siehe §4 meiner Dissertation. 
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oder wegen |¢| = const auf jedem K, 
Jo@a 0=0. 
Durch Abspalten des Realteiles folgt: 
(3) jude = 0. 
i 


Das ist eine gewisse Verallgemeinerung des Satzes vom arithmetischen 
Mittel einer Potentialfunktion auf einem Kreise, der aus (3) hervorgeht, 
wenn man r, + 0 gehen laBt und die Schlitze tilgt. 

Wir benétigen ferner die Greensche Identitat: 


(4) [| (42 nN Aj)dw; = —|| 44 Ado,—| 4 Aas, 

8 8 : 
Hier bedeutet A(¢) eime reellwertige Funktion, fiir die die in Betracht 
kommenden Ableitungen und Integrale existieren und eindeutig sind; 


. <a IA P ) , 
dw: ist ein Flichenelement der {-Ebene, A; = oT A, = oo. 22% 


Ableitung nach der inneren Normalen. Setzen wir 
A (¢) = Ig|F(¢)| = lg B, 


wobei F (¢) = Re‘* eine in $ regulire, eindeutige und nullstellenfreie 
Funktion ist, so fallt das erste Glied auf der rechten Seite von (4) weg; 
ferner ist dann 





On g On 


° . \2 jig R )@ 
A} +A? =|“ igFQy|, —= = 


on Os 
und man erhilt: 


e d : . . 
\| ale? @){' dex = | lg Rae. 
B 


iw 


Also ist 
(5) figRd@> 0 
z 

und das Gleichheitszeichen gilt nur, falls F-(¢) = const (+ 0). 

Nun bedeute 

{(¢) = re" 

eine in % eindeutige und regulire Funktion, die 8 so abbildet, daB die 
Umlaufszahl jeder Randkomponente um den Nullpunkt erhalten bleibt. 
Dann setzen wir 


FQ ="@. 


Da ¢ = 0 nicht zu 8 gehért, so ist diese Funktion daselbst regular; sie 
fiihrt auBerdem jede Randkurve in eine Kurve der Umlaufszahl Null um 
den Nullpunkt iiber, und ist also in 8 auch nullstellenfrei. Damit erfiillt 
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sie die vorhin iiber F(¢) gemachten Voraussetzungen. Wir erhalten zu- 
nachst 


(6) [ieeao— S" |g dy—| igre. 
K r=azi kK ’ K 


Das letzte Integral verschwindet wegen (3), wo man u = lg R zu setzen 
hat. Es folgt daher aus (5) und (6) 
” 1 f 
(7) : zz) erty = let, len, 
F 

und hier gilt das Gleichheitszeichen nur fiir /(¢) = const{. Es gilt also 

Satz 1. Wird ein eventuell lings konzentrischer Kreisbogen auf- 
geschliteter Kreisring mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt durch eine ein- 
deutige regulire Funktion abgebildet, so daB die Umlaufszahl jeder Rand- 
komponente um den Nullpunkt unverdndert bleibt, so erfahrt die GréBe 
L= 5 | Igrd p*) einen Zuwachs, der nur dann gleich Null ist, wenn { (C) 


K 
eine Drehstreckung vermittelt. 


Ferner folgt: 
Satz 2. Ist {(¢) regular im Einheitskreise, und ist auf dem Rande 


l 
so ist 


f(k-C) mit O<k<1 


| 


eine ebensolche Funktion, und fiir sie gilt in (8) das Gleichheitszeichen nur, 
falls {(¢) = ef mit |e| = 1. 

Der Beweis ergibt sich sogleich aus (7), wenn man diese Formel be- 
ziiglich der Funktion /(¢) auf den Ring zwischen |¢| = 1 und |¢| =k 
anwendet und das Integral links zerspaltet in die Integrale iiber diese 
beiden Kreise. 


2. Einem weiteren Satz vom Typus des Schwarzschen Lemmas 
schicken wir noch folgende Erklarung voraus: Wenn man die komplexe 
Zahlenebene in der iiblichen Weise durch stereographische Projektion auf 
die Kugel iibertriigt, so daB den Punkten Null und Unendlich die Pole, 
dem Einheitskreise der Aquator entspricht, und dann diametral gegen- 
iiberliegende Punkte als iquivalent betrachtet, so hat man es mit einer 
elliptischen Ebene zu tun. Einen Bereich nennen wir elliptisch schlicht, 


8) Uber die Bedeutung dieser GréBe vgl. §5 der in Anmerkung *) zitierten 
Arbeit. 
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wenn er keinen Punkt der elliptischen Ebene mehr als einmal bedeckt, 
wenn er also schlicht ist im gewdhnlichen Sinne und nicht gleichzeitig 
zwei Punkte w, und w, bedeckt, die durch die Beziehung 
1 

Y= ry 
verkniipft sind. Denn zwei Punkte, zwischen denen diese Relation be- 
steht, liegen auf der Zahlenkugel diametral. Eine Funktion heiSt elliptisch 
schlicht in einem Bereich, wenn sie ihn auf einen elliptisch schlichten 
abbildet *). 

Hier besteht also die in der Einleitung angekiindigte Beschrinktheits- 
voraussetzung darin, daB das geometrische Mittel der Betrige zweier 
Funktionswerte mit um 2 verschiedenen Amplituden kleiner als 1 ist. 

Nun beweisen wir den 

Satz 3. Ist w= f(t) regulir und elliptisch schlicht im (offenen) 
Einheitskreise, und ist f (0) = 0, so ist 

ri(k-t) mit OSk<1 


eine ebensolche Funktion, und sie ist sogar ellvptisch schlicht im abgeschlossenen 
Einheitskreise, ausgenommen, wenn f(t) = ef mit |e| = 1. 

Beweis: Zusammengehérige Funktions- und Argumentwerte seien 
durch denselben Index bei w und ¢ gekennzeichnet. Ist nun 
(9) [Cob ol Sk<1 


und : 
amp wv, —ampw, = 2 


dann ist nach Voraussetzung (da sonst w, und w, sich in der elliptischen 
Ebene decken wiirden) entweder 
| w,-wo| > 1 > oder |w,-w,| <1. 
Man zeigt, daB im letzteren Fall sogar gilt 
(10) | Wy * Wy | < Fe, 
womit die Behauptung bewiesen ist. 

Beweis von (10): Gilt auch nur fiir einen Punkt des Paares (9) 
das Zeichen ,<“, ist also etwa |¢,| < k, so kann man beweisen (wir 
stellen das zuriick): Es gibt ein zu &,, 0, beliebig nahe benachbartes 
Paar ¢, ¢’, fiir das gilt: 


(11) it), isk 
(12) amp w—ampw’ = 2 
(13) yo art Slot aL 

 & so So! 





4) Den Hinweis auf das Problem der elliptisch schlichten Funktionen ver- 
danke ich Herrn Bieberbach. 
Mathematische Annalen. 108. 13 
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Nun bilden aber die durch (11) und (12) zusammen mit 
(14) |w-w'| <1 
charakterisierten Paare eine abgeschlossene Menge; denn fiir jedes Haufungs- 
paar gilt auBer (11) und (12) auch wieder (14), da ja nach Voraus- 


setzung |w-w’'| = 1 nicht neben (12) bestehen kann. Auf jener Menge 


- sf stetig, nimmt also ein Maximum an; (13) besagt, daB dieses 


S | 


ist 
nicht fiir ein Paar im Innern, sondern also fiir ein Paar ¢, 0’ mit 
\¢| = |¢'| =& auftritt. Dann ist aber + . e | = <a 
wm wy) 1 


<;z- Hier darf & beliebig nahe bei Eins gewahlt werden, und 


_< > also auch 


oo Co 
daher gilt: |2-"°|< 1; das Gleichheitszeichen ist aber sofort aus- 
| &O +o 


zuschlieBen, da sonst die Ungleichung fiir das benachbarte Paar ¢, 2’: 


w w' 





<= 1 zu einem Widerspruch mit (13) fiihren wiirde. Es ist also: 


|w,-m|<|0-o/5 # 


w. z. b. w. 
Die 8. 193 gebliebene Liicke im Beweis ist noch auszufiillen. Es 
sei also: 
Col <<; [lol = &. 
DaB |¢,| << & ausgeschlossen wird, ist offenbar keine Beschrinkung der 
Allgemeinheit. Auch fiir das gesuchte Paar ¢, ¢’ sei gefordert 


(15) [| =k. 
Dann wird aus (13) 
(16) |= = w! | > | 22 - 4 |; 





~ | >0 

an Stelle des Paares ¢, ¢’ suchen wir das entsprechende w,w’. G, sei 
eine Nullpunktsgerade w,0w,, G@ eine zu ihr benachbarte, B das Bild 
von |¢’| = & in der Umgebung von w,. GemiaB (12) ist das Paar w, w’ 
auf einer Geraden G zu suchen, und nach (15) muB w’ ein Schnittpunkt 
von G mit B sein. Um nun die Forderung (16) zu erfiillen, betrachten 





wir etwas genauer die Anderung der beiden Faktoren | — 


und |’ | beim 





Ubergang von w, bzw. w, zu den benachbarten Punkten w, w’. Die 
Anderung des zweiten Faktors ist sofort an dem Verlauf von B zu erkennen. 


Zur Untersuchung des ersten ziehen wir die Entwicklung von — als Funk- 


tion von w in der Umgebung von w, heran: 


+= <? +. 6, (w—w,)’ + . 


> >0 


**, 


wobei 


» => 1, c, + 0. 








I 


-—-— = Dm Ww 
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Aus ihr ist zu entnehmen: In der Kreisscheibe |w—w,| < 0 bei hin- 


reichend kleinem go erfiillen die Punkte, fiir die Fe > sicher » Sek- 








Wo 
_ 
50 





toren S, deren Offnungen beliebig nahe bei = liegen, und deren Mittel- 


linien jeweils im Winkelabstand on aufeinander folgen. 
Sowohl bei w, als bei w, 


sind verschiedene Fille zu unter- 
scheiden; namlich bei w, (siehe KA 
beistehende Figur, in der die LAX Ce Z 
he, y-7 
Go & 


Sektoren S schraffiert sind): 
1. G, trifft einen der » Sek- 
toren S, oder auf beiden Seiten Fig. 1. 
von G, liegen solche. 
2. Nur auf einer Seite von G, liegt ein S. 
Bei w, kann, wenn der Winkel a zwischen G, und B stets von 0 


bis = gezahlt wird, gelten: 


- 


l.a=Q, &é¢<e<c =. 3.a= 


ro| a 


Liegt nun bei w, 1., bei w, 2. vor, so gibt es eine Gerade G, die B 
in einem Punkte w’ trifft, in dem |w’| > |w,|. AuBerdem trifft sie 
bei w, sicher einen Sektor S. Irgend ein Punkt w auf G in S und w’ 
bilden dann ein Paar der verlangten Art. 

Liegt bei w, 1. oder 2., bei w, 3. vor, so ist zwar méglicherweise 
im Schnittpunkt w’ von G mit B |w’|<|w,|, doch ist die Abnahme 


klein von zweiter Ordnung verglichen mit der Zunahme, die =| erfahrt, 





- 


wenn man @ so wahlt, daB es einen Sektor S trifft, und w wieder irgend- 


wo auf Gin S. Fiir 





w . . . . . 
=: w | ergibt sich somit immer noch eine Zunahme. 


Handelt es sich bei wm, um 2., bei w, um 1., so mu8 @ nach einer 
bestimmten Seite von G, liegen, damit B noch geschnitten wird. Als w’ 
wird der Schnittpunkt mit der gréBeren Nullpunktsentfernung gewihlt; 


w wahle man geeignet auf G in der Nachbarschaft von w,. Falls sich 


| 


dabei eine Abnahme von |= ergibt, so ist sie doch nur klein von zweiter 





Ordnung gegen die Zunahme von | w’ |. 

Liegt endlich bei w, 2., bei wy ebenfalls 2. vor, so gibt es entweder 
eine zu G, benachbarte Gerade G, die B in einem Punkte w’ mit | w’ | >| w, | 
schneidet, und die auBerdem den Sektor S trifft, in dem man wieder w 
irgendwo auf G wahit. Oder die Gerade G, fiir die das erste zutrifft, 
hat keinen Punkt mit S gemeinsam. Dann heiSe ihr Schnittpunkt mit B 
13* 
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w,, und w, sei ein noch naher zu bestimmender Punkt auf ihr nahe bei w,. 
Dann ist bis auf Glieder héherer Ordnung: 
i 


= “1 | * {<2 Te, (w, — wy)} {wo + (w; — w)} 
$1 it So 











w ’ 
mi 
wobei 
, ’ , 
p = ¢, (w, —,) w + é (w, — Ws). 


Nun wihle man, was sicher méglich ist, w, so auf G, daB 


. Wo ’ n 
p +0; ampp + amp (=*- w5) tz: 
Dann ist 
w, . Wo 
= Wy) ]} |= WI. 











ia fo 
Im einen Falle ist w,, w, ein Paar, wie wir es suchen, im anderen 
wahle man 
W, = W, — (Ww, — W,) 
und w, als Schnittpunkt der zugehérigen Nullpunktsgeraden mit B. Fiir 
dieses Paar ist bis auf Glieder héherer Ordnung 
| Ws 
its 
woraus zu ersehen, daB w,, w, ein Paar mit der verlangten Eigenschaft ist. 
Damit sind simtliche Fille erledigt. 
Ein analoger Satz gilt, wenn man die Voraussetzung der elliptischen 
Schlichtheit durch die andere ersetzt, daB f{(f) nie zwei Werte annehmen 


“We 








= *W —p|, 


+0 


soll, die durch die Beziehung w, = = miteinander verkniipft sind. Man 
2 


braucht blo8 im Beweis des letzten Satzes die Verlingerung eines Null- 
punktsstrahles in der w-Ebene durch sein Spiegelbild an der reellen Achse 
zu ersetzen. 

LaSt man k - 0 gehen, so folgt fiir Funktionen der in Satz 2 und 3 
sowie der eben geschilderten Art: |/’(0)| <1. Hat man umgekehrt einen 
Bereich, wie er sich durch eine solche Funktion als Bildbereich ergibt, 
und bildet man ihn durch ¢ = p(w) normiert (d. h. so, daB p(0) = 0, 
gy’ (0) = 1) auf einen Kreis ab, so ist dessen Radius kleiner als 15). 


a. . ; : : l 
®) Fir Bereiche, die nicht zwei durch w, = 4 verbundene Punkte enthalten, 


a 

hatte diesen Satz schon Herr Bieberbach bewiesen: L. Bieberbach, Uber die Koeffi- 
zienten derjenigen Potenzreihen, welche eine schlichte Abbildung des Einheitskreises 
vermitteln. Sitzungsberichte Akad. Berlin 1916, 941—955, Satz III. 


(Eingegangen am 1. 8. 1932.) 




















Uber iterative Algorithmen. II. 
Von 


Harald Geppert in GieBen. 


AnschlieBend an die in einer vorangehenden Arbeit (vgl. Math. Annalen 
107 (1932), 8. 387—399) durchgefiihrten Untersuchungen befassen wir uns 
im folgenden mit iterativen Algorithmen, die unter Verwendung zweier ana- 
lytischer Ausgangsfunktionen F(z), ®(z) zu einer analytischen Grenzfunktion 
fiihren. Wir beschrinken uns dabei darauf, die Funktionen F(z) und ®(z) 
in der Umgebung des Nullpunktes als durch regulire Potenzreihen definiert 
anzusehen und abstrahieren von der Méglichkeit, die letzteren eventuell 
iiber ihren Konvergenzkreis fortzusetzen. Wir wollen dann nach notwendigen 
bzw. hinreichenden Bedingungen dafiir fragen, daB der betrachtete Algorithmus 
in einer Umgebung des Nullpunktes konvergiert und iiberdies daselbst eine 
requlir-analytische Grenzfunktion liefert. Damit ist dann der erste Schritt 
zur Behandlung dieser allgemeinen Algorithmen gemacht, und es bleibt 
weiteren Untersuchungen vorbehalten, die Singularitaéten der Grenzfunktion 
in ihrer Abhangigkeit von denen der Ausgangsfunktionen zu studieren. Aus 
der vorangehenden Abhandlung benétigen wir nur die formalen Entwick- 
lungen des §1, die wir eingangs kurz zusammenstellen. 


$1. 


Es seien a und 6 zwei beliebige komplexe Zahlen; wir betrachten dann 
den Algorithmus 


ay = 4, by = 6, 
a, = f (a,_,, 6,- 1)3 b, = @ (a,~, 5,—1) (y = i. er 
wo f(a, b) und g(a, 6) homogene Funktionen vom Gewichte 1 in ihren beiden 


(1) 


Argumenten, nach Abspaltung des Faktors a regular analytisch in der GréBe = 
sind und iiberdies der Beziehung geniigen 


(2) f (a, a) = 7 (a, a) = ¢. 
Setzt man 


a=1;, &=1+2, 








198 H. Geppert. 


so kann man dem Algorithmus (1) hiernach die Form geben 
, =i; 6 =1+2z, 
(3) a,=Fi(z); 6, = O(z), 


a, = F(z) F(z,)F(z,)... F(z); 6, = F(z) F(z,) ... F(z—2)®(z,-1), 
ies O(z,_,)—F (z,_,) 
" iG PF (z,_,) 7; 


und die Grenzfunktion bestimmt sich, falls sie existiert, aus der Gleichung 


> 


(4) lim a, = lim 6, = M(1,1+ 2) = IT F (z,). 


Die Form des Algorithmus (3) bedingt die Voraussetzung, da8 fiir keinen 
Index » F(z,) = 0 werde. Aber dieser Ausnahmefall ist sofort zu erledigen. 
Es sei nimlich » der niedrigste Index, fiir den eine der GréBen F(z,) oder 
@(z,) verschwindet; ist dann 

1. F(z,) = 0, O(z,) +0, so wird a,., = 0, b,,.,+0 und wegen der 
Homogeneitét des Algorithmus wird 

M(1,1+ z) = M(a,.,, 5,41) = F(z) F(z,)... F(z,—1) O(z,) - M(0, 1), 
d.h. der Algorithmus kann als nach der » + 1-ten Stelle abbrechend an- 
gesehen werden und gibt einen endlichen Grenzwert, sofern M (0, 1) existiert. 

2. F(z,) +0, D(z,) = 0, dann ist a,,, +0, 6,4, = 0, also 

M(1, 1+ z) = M(a,4,, 5,41) = F(z) F(z,)...F(z,)-M(I, 9), 
und dieser Grenzwert existiert, sofern die Konstante M(1,0) existiert. 
3. F(z,) = @(z,) = 0, dann ist a,,, = b,,, = 0, also 


M(1,1 +2) =M(0,0) =0. 


Wir werden uns daher im folgenden auf solche z-Werte beschrinken, 
fiir die keine der Funktionen F(z,), (v = 1, 2,3,...) verschwindet, fiir die 
also der Algorithmus nicht abgebrochen werden kann. Nunmehr verlangen 
wir, da8 der Algorithmus (3) in einem gewissen, den Nullpunkt enthaltenden 
Gebiete R konvergieren soll; dann muB also fiir jedes z aus R die Gleichung 
gelten: 

lim a, = lim 6, = M(1, 1+ 2). 

n-> @ n-> @ 
Soll nun weiter M (1, 1-+ z) in der Umgebung von z = 0 eine regulir-ana- 
lytische Funktion von z sein, so laBt sich, da M (1,1) = 1 ist, um z= 0 
ein Kreis K angeben, in dem M (1, 1 + z) niemals verschwindet, fiir dessen 
simtliche Punkte (mit eventueller Ausnahme der oben bezeichneten z-Werte) 
gilt 


® (z,) 
F (z,) 


b 
(5) lim — = lim 


i> on a-> 2 


=], hms =0, 


n-> co 
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Aus den iiber die Funktionen F(z) und ®(z) gemachten Annahmen folgt, 
daB sie sich in der Umgebung der Stelle z = 0 in zwei regulire Potenzreihen 
entwickeln lassen der Form: 

(6) F(z) =1+a,2+a,27+...; @O(z) = 1+ f,2+ B2*+.... 
Aus (3) ist dann ersichtlich, da8 es auf die Untersuchung der z, ankommt. 


Es ist nun 
@ (z) 


(7) 4 = PQ) = Fle nett eo 
worin 
(8) %1=Pi—%, Ye= (Be—%)—m% (8, — a), --- 


zu setzen ist. ‘(z) ist in der Umgebung des Nullpunktes regular und besitzt 
nur Pole in den Nullstellen von F(z) und weitere Singularititen, die mit 
denen von F(z) und ®(z) zusammenfallen. Dann ist 


% = Y[V(2)], w= P[W(P(2)}],... 


und die Folge der z, entsteht durch Iteration der Funktion ¥(z). 

Soll also der Algorithmus in ganz K gegen die analytische Grenzfunktion 
M (1,1+ z) streben, so muB fiir jedes z aus K entweder die Folge der 
Werte z,, z.,... gegen Null streben oder fiir einen endlichen Index » die 
GréBe z, in eine Nullstelle von F(z) fallen. AuBerhalb des den Potenzreihen 
fiir F(z) und ®(z) gemeinsamen Konvergenzkreises K, verliert eine dieser 
Funktionen méglicherweise ihren Sinn, und wir miissen daher bei unserer 
Beschrinkung auf Potenzreihen vorerst den Algorithmus auBerhalb dieses 
Kreises K, als nicht definiert ansehen; demgema8 hat nur die Betrachtung 
solcher z einen Sinn, fiir die alle z, in K, fallen. Innerhalb K, hat aber F(z) 
héchstens abzaihlbar unendlich viele Nullstellen, also kann es héchstens ab- 
zablbar unendlich viele Punkte z in K geben, fiir die ein z, in eine Nullstelle 
von F(z) innerhalb K, fallt, es muf mithin fiir fast alle z in K die Beziehung (5) 
gelten. 

Wir behaupten nun, da8 dazu notwendig die Ungleichung 


(9) lv1| =| —A,|S1 
bestehen muB. 

In einer gewissen Umgebung |z| <— R von z = 0 werden namlich die 
Funktionen F(z) und @(z) regular, beschrankt, d.h. 


|F(z)| und |®(z)|<N 
und iiberdies 


|F(z)| >S>0 


sein. Daher ist im gleichen Kreise auch die oben definierte Funktion ¥(z) 
regular und beschrinkt: 


2N 
IP(2)|\<+=- 
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Infolgedessen lassen sich ihre Koeffizienten y, durch die Cauchysche Un- 
gleichung abschitzen 


> 


)< 2N 1 
\Yal <  * e 


und es ist 
| P(2)| > |lntle] —lve2*+y.2+ -..||, 


worin sich abschitzen laBt 





(10) ly2@ty2t ...| << He 


Ist also | y,| + 0 und |z| so klein, daB 








2N i|z| _ 
(11) ES Fo) </n/- 
so gilt 
; | 4 | 2N {2/3 
(12) | ¥(z)| =|z,| > "| 1271 — pe R—[z\' 


Nehmen wir nun an, es wire 
(13) ly.| > 1, 


so lieBe sich eine Umgebung |z| < r des Nullpunktes finden, in der fiir 
alle Punkte die Ungleichung 


(14) |41| > «|2), b<e<ln| 
mit konstantem « gilte. Denn dazu ist nach obigem hinreichend, dab 


, _ 2N |2| 
nl—* > Bs Ra] 


gilt; die Beziehung (14) ist also sicher erfiillt, wenn man 


R* 8 (| y,| —x) 2NR 
zi<r r= . —_. = R . 
(=! 2N+ RS (|7;|—2) 2N+ RS (|y,|—x) 








wahlt. Unsere Ableitung zeigt, daB die Bestimmung eines solchen Gebietes 
wesentlich durch die Voraussetzung (13) erméglicht wird. 


Nehmen wir nun an, es gabe einen Konvergenzkreis K unseres Algorithmus, 
und sei z ein Punkt desselben, fiir den kein F(z,) = 0 wird, so kann fiir ihn 
nicht die notwendige Konvergenzbedingung (5) erfiillt sein; denn sobald 
sich ein z, findet, fiir das |z,| < r ist, wird |z, ,,| > «|z,|, und die folgenden 
\Zu4a/, |2u42|, -.. wachsen mindestens im konstanten Verhiltnis «, bis 
sie iiber den Wert r hinauskommen, d.h. aber, unendlich viele Glieder der 
Folge z,, 22, Zs, . . . fallen auBerhalb des Kreises | z| < r. Unter der Annahme (13) 
kann also der Algorithmus in der Umgebung des Nullpunktes nicht gegen eine 
regulir-analytische Grenzfunktion konvergieren. 
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§ 2. 
Andererseits wollen wir nun zeigen, daB, wenn 

(15) In| <1 

ist, dann sich eine Umgebung des Nullpunktes abgrenzen laBt, in der der 
Algorithmus gleichmaBig gegen eine daselbst regulir-analytische Grenz- 
funktion M(1,1--z) konvergiert. Wir operieren dazu wieder im Kreise 
|z| <= R und ziehen die oben bewiesenen Ungleichungen heran; dann gilt 
im besagten Kreisgebiete 


| ¥(z)| < |y1| | 2| +o 7 ‘ane 

Gelingt es nun, um den Punkt z = 0 ein Kreisgebiet abzugrenzen, in dem 
die Ungleichung gilt: 
(16) | ¥(2)| < qlz|, 0<q<1, 
so folgert man, daB in jenem Gebiete auch die ganze Kette der folgenden 
Ungleichungen erfiillt ist: 
(17) |al<qlez|, l*l<qlal<q*z|,... w2<q’lz|, (v= 1,2,3,...). 

Ein Gebiet, in dem (16) erfiillt ist, la8t sich aber leicht angeben, denn 
dazu ist ausreichend, daB in ihm 

, Sa |z| ae 
lnl+ee Roa <9 





_|z% 
-|z|" 


sei, woraus wiederum 


-ly1l 3m 

se a ¥ ‘sy 2=eR, e= | —SyTRSq—1n 

V1 RS S 

folgt, unter der Annahme, daB die so definierte GréBe 0 positiv sei. Ist also (15) 

erfiillt und q ein beliebiger positiver echter Bruch, der gréBer als |y,| ist, 

dann sind in dem Gebiete (18) die simtlichen Ungleichungen (17) erfiillt; 

hingegen ist die Wahl eines solchen q nicht mehr méglich, sobald |y,| > 1 ist. 

In dem Kreisgebiete |z|< oR gibt es hiernach wegen der voraus- 

gesetzten Ungleichung |F(z)| >S >0 keinen Punkt z, fiir den ein F(z,) 
verschwinde. Betrachtet man jetzt das unendliche Produkt 


M (1,1 + 2) = IT F (x), 


so ist fiir dieses die WeierstraBsche Bedingung der gleichmaBigen Konvergenz 
im Kreise |z| < oR erfiillt, denn es ist nach dem Schwarzschen Lemma: 


N 1 _N 1 
[F (@)—1|< AS" | 2) < ee cwi+nee, 
und also die Tate 


¥|F()—1| 
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im genannten Gebiete gleichmaBig konvergent. Damit ist gezeigt, da, 
wenn die Bedingung (15) erfiilli ist, der Algorithmus (3) in dém Kreise 
|z| = oR gleichméafig einer analytischen Grenzfunktion zustrebt. Im Falle 
der Ungleichung (15) sind wir also in der Lage, die Potenzreihe fiir M (1, 1+ z) 
aus dem Algorithmus direkt zu gewinnen, indem wir diejenigen fiir die a,, b,, 
hinschreiben. 


§ 3. 
Schon im §1 bemerkten wir, da8 die Potenzreihe fiir Y(z) folgender- 
maBen beginnt: 
. PY (z) = (By — a) 2+ [By — ag — a (8, —m)] 27+... 
also wird 
F(z,) = 1+ 0,(8, —a,)z+..., 
O(z,) = 1+ 6, (6, —a%)2z+..., 
a, = F(z) F(z.) = 1+ 4,(1+ 6, —a,)2z+4+..., 
by = F(z) O(z) = 1+ [a + B, (6, —m)J2+.--.; 
daher wird beim niachsten Schritt 
23> Y (z,) = (B, —a)*z > oalg 


somit 


und 

a, = 1+ a [1 + (6, —%) + (8, —m)*J]2+..., 

by = 1+ [o {1+ (6, —%)} + 6, (6, —%)*] 2+ .... 
Allgemein sieht man sofort durch vollstandige Induktion, daB: 

2, = (B, —a)"2+..., 
F (2,) = 1+ a (8, —a)"24-..., Plz.) = 1+ B, (8, —a)"24-..., 
also 
Qn4, = 1+ a [1 +- (2B. —a)+...+ (B,—m)"I2+..., 
Bata = 1+ [oy (1+ (By — oy) +... + (By — a) —4} 4-8, (Bi, —ay)"] 2 4+---. 
wird. Die Koeffizientenausdriicke der a,, 5, konvergieren unter der Annahme 
a, + 0 nur dann, wenn |y,| = |«, — f,| < 1 ist; dann ist aber nach obigem 
der Algorithmus in der Umgebung des Nullpunktes gleichmafig konvergent, 
und daher wird die Potenzreihe fiir M(1, 1+ z) so beginnen: 
a 

(19) M(1,1+2) =1l+7—@oaytt-~ 


Es gibt aber in diesem Falle auch einen zweiten Weg zur Berechnung 
der Reihe fiir M(1,1-+- z). Aus der Form des Algorithmus (3) erhellt, da8 
die Funktion M(1,1-+ 2) die folgende Funktionalgleichung befriedigt: 


(20) M(1,1+ 2) = F(z): M(1,1+ 2) = F(z): M(1,1+ (2). 
Macht man hierin den Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten: 


M(i,1+ z) = 1+ 6,2-+ 427+ ...., 
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so findet man die Rekursionsformeln 


6,(1—y,) = %, 
6, (1 —y?) = a + 4,(a71 + Ye), 


6,(1 —- y8) = R(a, .. . des Yq - ++ Yar Oy --- On—s), 


worin ® eine ganze rationale Funktion ihrer Argumente bedeutet. Man 
findet auf diesem Wege die folgenden Ausdriicke 
-_ a | 
a hae 1— (B,—«a,)” 


4. = ag + ay By — % By 
. {1 —(p,- ay)) [1 — (By —a)*) 





in Ubereinstimmung mit (19). 

Man sieht hieraus, daB alle Koeffizienten 4,, 4,,... einen Nenner ent- 
halten, der sich aus Ausdriicken der Form 1—y}(v = 1,2,3,...) zu- 
sammensetzt. Andererseits sind die Koeffizienten der a,, 5, ganze rationale 
Funktionen der «,, 8,. Ist also die Konvergenz des Algorithmus gleichmaBig, 
so miissen die -ten Koeffizienten der a,, 6, mit wachsendem n in 4, tiber- 
gehen, d. h. sie setzen sich aus geometrischen Reihen mit den Quotienten y? 
zusammen, die nur dann konvergieren, wenn |y,| < 1 ist. Die Bedingung (15) 
ist also nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig, wenn die Konvergenz 
des Algorithmus gegen M({1,1-+ z) in einer Umgebung des Nullpunktes 
gleichméafig erfolgen soll und alle seine Glieder dort regular sein sollen. 

Wir wissen also jetzt folgendes: 


Ist |y,| > 1, so kann der Algorithmus iiberhaupt nicht gegen eine in 
der Umgebung des Nullpunktes regulir-analytische Grenzfunktion kon- 
vergieren. 

Ist |y,|< 1, so konvergiert der Algorithmus in einer angebbaren Um- 
gebung des Nullpunktes gleichmaBig gegen eine daselbst regulir-analytische 
Grenzfunktion. 


Es bleibt demnach noch der Fall 
(21) in| =1 


zu untersuchen. Ist zunichst das gemeinsame Konvergenzgebiet der Potenz- 
reihen fiir F(z) und ®(z) endlich: |z| < R, und der Algorithmus in einem 
Teilkreis davon: |z| << @ in unserem Sinne konvergent, so darf in diesem 
Gebiete kein z-Wert liegen, fiir den eines der F(z,) verschwindet, ohne daB 
daselbst auch ®(z,) verschwindet; denn sonst lagen in der Umgebung dieser 
Stelle Werte von z, fiir die z,,, auBerhalb des Kreises |z|< R, fallt, fiir die 
also in unserem Sinne der Algorithmus nicht mehr definiert ist. Ist daher R, 
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der Absolutbetrag der kleinsten derartigen Nullstelle von F(z), die nicht mit 
einer Nullstelle von ®(z) zusammenfallt, so miiB®ten fiir alle z im Kreise 
leisSe 


|z|< M, M = min(R,, R,) (y = 1, 2,3, ...), 
also in |z| < @ die durch Iteration von ¥ (z) hervorgehenden Funktionen 
2, Z, 23, -. . regular und gleichmaBig beschrinkt sein. Dann lieSe sich nach 


dem Vitali-Montelschen Satze aus dieser Folge eine im besagten Gebiete 
gleichmapig konvergente Auswahlfolge herstellen, die daselbst gegen eine 
regulir-analytische Grenzfunktion Q(z) strebt. Nun haben die Potenzreihen 
fiir 2,, 2», 23, ... das folgende Aussehen: 


2, =¥%,2+y%,2+ wees 
2 =yiz+y%(l+y)2+4+ ..., 
2 =yizt+yiy(lt+yty)e+..., 


m= ¥ittV Ys" I—»y, . 
und daher beginnt auch die Entwicklung von Q(z) mit einem Koeffizienten, 
dessen Absoluthetrag 1 ist: 

Q(z) =y2z+..., |y| =1. 
Andererseits miiBte die notwendige Konvergenzbedingung (5) fiir unsern 
Algorithmus erfiillt sein, d. h. es miiBte fiir alle z in |z| < o gelten 
lim z, = 0 
und demnach 2(z) = 0 sein, was der oben gefundenen Entwicklung wider- 
spricht. 

Im Falle der Beziehung (21) ist somit die Folge der 2,, 2, z3,... in 
keiner Umgebung des Nullpunktes gleichmaBig beschrinkt, und daher gibt 
es fiir endliches R, keine Umgebung des Nullpunktes, in der der Algorithmus 
in unserem Sinne definiert ist und konvergiert. 

Aber auch fiir R, = co, wo diese Betrachtung versagt, braucht unter 
der Bedingung (21) der Algorithmus nicht konvergent zu sein, wie das einfache 
Beispiel der Funktionen F(z) = 1, ®(z) = 1+ z zeigt. 


§ 4. 


Wir erwahnten schon in der vorangehenden Note (vgl. §5), daB man 


dem Algorithmus (3) auch eine symmetrische Gestalt geben kann, indem 
man setzt 


a=l+z b=1—z, 
a,=V(2), b= We) 


ee 
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V (2) = (1+ 2)F ($22) = 144,24 4,274..., 


1+z 
Ww ; —22\ : 2 
(z) = (1 - 2) ®(===) == ] + Biz os a B,z TF coe 
ist. Die Koeffizienten dieser Funktionen haingen dann mit den a, und f, 
durch die Formeln zusammen: 
A, =1—2a,; A, =4a,; A, = —4(a,+ 2a,); 
B,=1—28,; B,=48,; B, = —4(6,+ 28s); 
Schreibt man also den Algorithmus in dieser symmetrischen Form, so ist 
die oben gefundene hinreichende Bedingung dafiir, da8 er in der Umgebung 
der Stelle z == 0 gegen eine regulir-analytische Grenzfunktion konvergiert, 
die, daB 
|A,— B,| << 2 


sel. 
§ 5. 


Kinige Beispiele mégen das Vorangehende veranschaulichen. 
1. Der Algorithmus 
dy = a, b, = 6, 


: a 
arc cos b 
Hier ist also zu setzen: 


, ~ 3 yy’ 3 wae 
F (z) 71+ 352% O(2) = Pl+setzy2 =14+ 7-H + mR 


und mittels der Formel 


| 


I > 


. — 7 = es ape 3 34 ~ 
arc cos(1 —z) = V2z {1 - Pp 160° * 334 


findet sich fiir die Grenzfunktion die Entwicklung 
l l 1 


1 +—z— = 2?+ — z3—... 
4° 32 128 2 1.,, 3 . 
#0,14+9 = 5 , 43 31 " = 1+ 5?-3? T7390 960" ~ 
l1—_—z ae 9° —— aus go 
12° * 160 448 


Der Algorithmus konvergiert wie alle nachfolgenden in der z-Ebene, die 
lings der negativ-reellen Achse — oo < z <= —1 geschlitzt ist. 

1) Dieser Algorithmus findet sich in einem Briefe von J. Fr. Pfaff an C. F. GauB. 
Vgl. GauB’ Werke X, 1 (1917), S. 234, vgl. GauB, ebenda S. 236. 
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2. Setzt man 


so erhilt man als Grenzfunktion des entsprechenden Algorithmus *) 


M (a, b) = 2-Feo—* be 


26 
are cos — 
a 





jb 
arc cos [/ - 
a 


Hier hat man also zu setzen 
3 


ae Bec is A 
F(2) = Vit2=14+52—224+ de 


, geen 3 1 
@ (z) — 3 (1 +2+ ¥l+2) me l+72— get ee: 


und man erhalt in Ubereinstimmung mit unsern allgemeinen Formeln: 


, a _ 43 533 
M (1, 1+2) =— l+ 32-—Z? T 3024 * — 


3. Der Algorithmus 
= 2 a, b 


a, = jab, 64, we 1h 





fiihrt zur Grenzfunktion 
M (a, 6) = 





Ad ero ces 22 —" 
2 Vab—bd3 _ iy 


Hierzu gehéren die Funktionen und die Entwicklung 


- aw conan l 1 1 
F(z) = ¥l+2=1+52—42+52-...; 
2(1+2) aan 1 3 
@(z) = aoe = 1 + ze —— 2? + — 2 —.,,; 
(z) 1+Vl+z 4 s 64 


9 
M(1,1+2)=1+747—;27+35" 


4. Der Algorithmus 


fihrt zur Grenzfunktion 
t 


ab b 

M (a, 6) = jab arc cos [- 
Dazu gehéren die erzeugenden Funktionen 

_ 2(1+2) nS = - ? 

F(z) = a; 3 3*—7*tF? eee, 


2 = . & See Peee eee 
(2) = (1+): opi = 1+ Ge +t 


*) Ebenfalls von Pfaff angefiihrt, a. a. O., S. 235. 
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und die Entwicklung 
M(l,1+2)=1 +$s—pP + ee 


5. Zu einem eigenartigen Algorithmus, der nicht auf eine elementare 
Grenzfunktion fiihrt, bringt der Ansatz: 


1 2a,6 
a, = x (a+), bb =s 
d. h. die erzeugenden Funktionen 
ee ee ees ae ee ee 
F(z) = 1+ 32; @(z) = 7432 =1l+7zs wm? tae te 


Man findet daraus fiir die Grenzfunktion die Entwicklung*) 
M(i,1+2z)=1 +52—fet+ et... 


Die Grenzfunktion ist in der ganzen Ebene mit Ausnahme des Nullpunktes 
regular und eindeutig und besitzt auf der reellen Achse eine gegen den Null- 
punkt sich haufende geometrische Folge von Null- und Polstellen‘*). 

8) Dieser Algorithmus wurde erstmalig von GauB8 untersucht, vgl. GauB’ Werke X, 
1 (1917), S. 16. 

*) Wegen niaherer Einzelheiten tiber diese Funktion vgl. von Biltzingsléwen 
(erscheint in Mitt. des Math. Seminars GieBen). 

Anmerkung wahrend der Korrektur: Mit den Iterationen befaBt sich auch 
eine Arbeit von A. Kienast, Vierteljahrsschrift d. Naturf. Ges. Zirich 68 (1923), 
8. 228—290, in der vor allem die Konvergenz der Algorithmen im GroBen unter- 
sucht wird. Daselbst findet sich auch der Permanenzsatz fir «, = f;. 


(Eingegangen am 14. 7. 1932.) 





Zur Theorie 
der Funktionen mehrerer komplexen Verinderlichen: 
Carathéodorysche Metrik und Regularititsbiillen. 


Von 


Helmut Horstmann in Miinster (Westfalen) *). 


Zur Untersuchung der eineindeutigen und analytischen Abbildungen der 
Bereiche im Raume der n komplexen Veranderlichen z,, 2, . . ., z, . fiihrte 
Carathéodory eine gegeniiber solchen Transformationen invariante Metrik 
ein’). Der enge Zusammenhang zwischen der Theorie der Abbildungen und 
der Theorie der Singularitaten la8t von vornherein vermuten, da8 diese 
Metrik auch beim Studium der singuliren Stellen einer analytischen Funktion 
f (2, 2» «+, 2,) ein zweckmaBiges Hilfsmittel sein wird. 

Die vorliegende Arbeit zeigt nun, wie die Carathéodorysche Metrik 
insbesondere bei der Untersuchung der Struktur der Regularititsbereiche 
mit Erfolg verwandt werden kann, indem man nimlich das Verhalten der 
Distanzfunktion in der Nahe der Randpunkte solcher Bereiche untersucht. 

Bekanntlich versteht man (im Sinne der Carathéodoryschen Metrik) unter 
der Distanz Dg (A, B) zweier inneren Punkte A und B des Bereiches $*) 
die obere Grenze der nichteuklidischen Entfernungen der Punkte W, = /(A) 
und Wz, = f (B)*) des Einheitskreises der W- Ebene, wobei zur Konkurrenz 
alle in 8 reguliren Funktionen W = f (z,, zg, . . ., %,) zugelassen sind, deren 
Absolutbetriige in 8 nie gréBer als Eins sind. Carathéodory zeigt nun, daf 


*) Seminar Prof. Behnke. 

1) C. Carathéodory, a) Uber das Schwarzsche Lemma bei analytischen Funktionen 
von zwei komplexen Veranderlichen, Math. Annalen 97 (1927), S. 76—98, b) Uber die 
Geometrie der analytischen Abbildungen, die durch analytische Funktionen von zwei 
Veranderlichen vermittelt werden, Hamb. Abh. 6, S. 96—145. 

*) Alle Bereiche, die wir betrachten, werden als beschrinkt vorausgesetzt. 

*) Die Funktion /f(z,,z,,...,2n) der » komplexen Veranderlichen 2, 2», . . ., Zn 
bezeichnen wir kurz mit f. Unter /(P) verstehen wir den Funktionswert von / im 
Punkt P, unter max |/(%)| das Maximum von |/| in dem Bereiche 8. 
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“ 


es geniigt, nur diejenigen Funktionen zu betrachten, die im Punkte A ver- 
schwinden*). Man erhalt so fiir Dg (A, B) die positive (endliche) Zahl 


1+ |/(B)| 

1—|f(B)|’ 

wobei also fiir f alle in % reguliren Funktionen einzusetzen sind, fiir die 
{(A) = 0 und max |/(%)| < 1%) ist. 

Halt man den Punkt A fest und la8t man zugleich den Punkt B sich 
einem Randpunkt von $ nahern, so kénnen zwei Fille eintreten: entweder 
hat die Distanz Dg(A, B) eine endliche obere Grenze oder es existiert eine 
Folge von Punkten B, ( lim B, = P), so daB Dg (A, B,) mit wachsendem k 


k-—> 


(1) D(A, B) = obere Grenze von Flog 


iiber jede endliche Schranke wiichst. 

Dementsprechend fiihren wir folgende Klasseneinteilung der Randpunkte 
eines Bereiches ein: 

Definition 1. 8 sei ein beliebiger beschrinkter Bereich, P einer seiner 
Randpunkte. P heiBe ein endlichferner Randpunkt von %, falls es zu jedem 
(inneren) Punkt A aus 8 eine Umgebung U(P) von P und eine endliche 
(nur von A abhiangige) positive Zahl M gibt, so daB die Distanz des Punktes A 
von einem beliebigen Punkt aus 8, der in U (P) liegt, stets kleiner als M ist. 

Da fiir die Distanzen der Dreieckssatz gilt®), folgt, daB ein Randpunkt 
bereits dann endlichfern ist, wenn mindestens ein (innerer) Punkt A aus 8 
mit der oben verlangten Eigenschaft existiert. 

Definition 2. Jeder Randpunkt eines Bereiches %, der nicht endlich- 
fern ist, heiBe ein unendlichferner Randpunkt von ®. 

Zu einem solchen Randpunkte P existiert also mindestens eine Punkte- 
folge Q, aus 8 mit limQ, = P, so daf fiir jeden (inneren) Punkt A aus 8 


v—> co 
die Folge der Distanzen Dg (A,Q,) mit v iiber alle Grenzen wichst. 
Wir unterscheiden nun zwei wesentlich verschiedene Fille, je nachdem 


namlich fiir jede Punktefolge Q, aus 8 mit lim Q, = P auch lim Dg(A, Q,) = oo 


‘> oo '-—> oo 


ist, oder aber mindestens auch eine Folge Q; ( lim Q; = P) und dazu ein festes 
'-—> @ 


endliches M existiert, so daB Dy (A,Q,;)< M fiir alle ». Im ersten Falle 
heiBe P ein stetig unendlichferner, im zweiten Falle ein unstetig unendlich- 
ferner Randpunkt von 8. 

Einen Bereich, der nur stetig unendlichferne Randpunkte besitzt, wollen 
wir im folgenden einen normalen Bereich nennen. Normale Bereiche sind 
etwa der Polyzylinder 

lz;<1 (§ = 1,2,...,#) 





4) Vgl. 19), S. 78. 
5) Vgl. 19), S. 81. 
Mathematische Annalen. 108. 14 
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— 
SM 2,2? <1. 
7 


Man zeigt leicht, daB in der klassischen Theorie simtliche Bereiche der 
z-Ebene (die keine isolierten Randpunkte aufweisen) normale Bereiche sind. 

Dies gilt nun keineswegs mehr im Raume von n (n >2) komplexen 
Veriinderlichen. So besitzt z. B. jeder Bereich, der kein Regularitatsbereich 
ist, notwendig endlichferne Randpunkte (vgl. §2). Dementsprechend mu 
also ein normaler Bereich stets ein Regularitdtsbereich sein. 

Da8 umgekehrt nicht jeder Regularititsbereich normal ist, laBt sich 
an einfachen Beispielen zeigen. So werden wir in §2 einen Regularitits- 
bereich mit endlichfernen Randpunkten, in § 3 einen Regularititsbereich mit 
einem unstetig unendlichfernen Randpunkt kennenlernen. Es gilt aber der 
wichtige Satz, daB jeder Regularitdtsbereich von innen durch normale Bereiche 
approximierbar ist (vgl. § 4). 

In § 5 werden wir dann auf die sehr interessante Frage der ,,Fortsetzbar- 
keit’ der Distanzfunktion eines Bereiches eingehen, auf die man zuerst bei 
der Betrachtung der Regularititshiille § (@) eines Bereiches B st6Bt; es 
gilt naimlich fiir zwei beliebige Punkte A und B aus 8 stets Dy (A, B) 
= D5 = (A, B), d.h. also, die Distanzfunktion des Bereiches 8 ist in § (%) 
hinein ,,fortsetzbar“. Wir zeigen nun, daB unter gewissen Voraussetzungen 
die Regularititshiille § (8) mit dem ,,Existenzbereith der Distanzfunktion“ 
des Bereiches 8 identisch ist. 

Im letzten Paragraphen werden wir mit Hilfe einer Erweiterung der 
Definition der Distanz auf Randpunkte und der Einfiihrung des Begriffes 
der ,,minimalen Randdistanz“ einen neuen Beweis eines Satzes von Thullen®) 
geben, der aussagt, daB ein Bereich, in dem sich durch eineindeutige und 
analytische Transformationen in sich jeder innere Punkt in jeden anderen 
inneren Punkt transformieren laBt, stets ein Regularitatsbereich ist. 


§ 1. 
Kriterien fiir unendlichferne Randpunkte. 
Aus den Definitionen 1 und 2 ergeben sich fast unmittelbar die folgenden 
Satze: 
Satz1l. Ein Randpunkt P eines Bereiches B ist dann und nur dann 
unendlichfern (bzw. stetig unendlichfern ), wenn es zu mindestens einer (bzw. jeden ) 


6) P. Thullen, a) Die Starrheit der nicht iiberall pseudokonvexen Bereiche, Math. 
Annalen 104 (1931), 8S. 373—376, b) Die Regularitatshillen, Math. Annalen 106 (1932), 
Satz 7. 
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Punktefolge Q, aus B mit lim Q, = P eine gleichmifig konvergente Folge in B 


v—> oo 
regulérer Funktionen f, gibt, fiir die max |f,(®) |< 1 und lim |/,(Q,)| = 1, 
ohne da lim |f,| =1 in B. 
r—> oo 

Beweis. Zunichst ist trivial, daB die Bedingung notwendig ist (man 
vgl. Formel (1) der Einleitung). 

Ist andererseits die Bedingung des Satzes erfiillt, so ordnet man jeder 
Funktion f, die Funktion 


'-—} oo 


f,—1,(A) 
A, = —— 
1,(A)f,—1 
zu — A sei ein beliebiger, aber fester innerer Punkt aus 8. 


Es ist h,(A)=0O und max|h,($)|<1 fiir alle +»; ferner gilt 
lim | h, (Q,)| = 1. Nach (1) ist also lim Dg (A, Q,) oo, Ww. Z. b. w. 


> @ > @ 

Folgerung. (bt es insbesondere eine in B regulire und beschrinkte 
Funktion f, die gleichfalls im Randpunkte P noch regulir ist und dort thr 
Maximum annimmt, so ist P stetig unendlichferner Randpunkt. 


Ist naimlich max |/(%)| = M, so erfillt die Funktionsfolge y, = f 
fiir alle y die Voraussetzungen von Satz 1 fiir jede Punktefolge Q, + P. ; 

Satz 2. Ein Héufungspunkt von unendlichfernen Randpunkten eines 
Bereiches ist wieder ein unendlichferner Randpunkt. 

Beweis durch Konstruktion einer Diagonalfolge. 

Satz 3. Der Bereich B, sei ein Teilbereich des Bereiches B. Ist der stetig 
unendlichferne Randpunkt P von 8 zugleich Randpunkt von By, so ist P auch 
stetig unendlichferner Randpunkt des Bereiches Bo. 

Der Beweis ergibt sich sofort aus der Tatsache, da8 fiir zwei innere 
Punkte A und B aus % stets Dg, (A, B) > Dg (A, B)’). 

Folgerung. Jeder Bereich besitzt mindestens einen stetig unendlichfernen 

tand punkt. 

Es l8t sich nimlich zu jedem beschrinkten Bereich 8 stets ein umfassen- 
der Polyzylinder angeben, der mindestens einen Randpunkt mit 8 gemeinsam 
hat. Da ein Polyzylinder nur stetig unendlichferne Randpunkte besitzt, 
ergibt sich unmittelbar aus Satz 3 die Behauptung. 


§ 2. 
Bereiche mit endlichfernen Randpunkten. 


Wir beweisen zuniichst, daB jeder Bereich, der kein Regularititsbereich 
ist, notwendig endlichferne Randpunkte besitzt. 


7) Vgl. 18), S. 81. 
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Hierzu betrachten wir die Regularitatshiille (8) des Bereiches 8. 
Da jede in 8 regulare und beschrinkte Funktion auch in § (%) regular und 
max | ¢ (B)| = max | /(§(B))| ist, so gilt, fiir zwei beliebige Punkte A 
und B aus %, stets Dg (A, B) = D5 (A, B). 

Ist demnach P ein Randpunkt von %, der im Innern der Regularitits- 
hiille §(%) liegt — solche Randpunkte existieren sicher, falls 8 kein Re- 
gularitatsbefeich, also 8 + §(B) —, so ist die Distanz des Punktes P von 
jedem inneren Punkt A aus $ endlich, P also ein endlichferner Randpunkt, 
w. z. b. w. 

Hieraus ergibt sich unmittelbar 


Satz 4. Ist P ein unendlichferner Randpunkt des Bereiches B, so ist P 
zugleich Randpunkt des Regularititsbereiches $ (B). 


Folgerung. Besitzt ein Bereich 8 nur unendlichjerne Randpunkte, 
so ist B ein Regularitétsbereich. Insbesondere ist also ein normaler Bereich 
stets ein Regularitdtsbereich. 

DaB umgekehrt nicht jeder Regularititsbereich notwendig nur un- 
endlichferne Randpunkte besitzt, soll folgendes Beispiel*) zeigen. 

Im Raume der zwei komplexen Verinderlichen w und z sei der Hartogs- 
sche Kérper 

(Ry) |wl<1 |z|<1 w+0 
gegeben. 

K, ist sicher ein Regularititsbereich, denn es gibt zu jedem Randpunkt 
von K, eine in KR, regulare, in diesem Punkt singulaire Funktion®). Ist nun / 
irgendeine in KR, regulire und beschrdnkte Funktion, so ist fiir jedes feste z, 
mit |z,| < 1 die Funktion g (w) = f (w, z,), als Funktion der einen Verinder- 
lichen w aufgefa8t, im punktierten Eimheitskreis der Ebene z = z, regulir 
und |g(w)| < 1 fiir |w|< 1. Nach einem bekannten Satz der -klassischen 
Funktionentheorie ist dann g (w) auch im Nullpunkt reguliir und beschrinkt. 

Das Integral 


l . dy f (ns) <— 
(2zi)? fey | tas 0 (e<1) 
Ini=e ici=e 


stellt demnach fiir jedes feste z mit |z|< 9 <1 die Funktion / (w, z) dar. 
Nun ist aber das Integral eine im ganzen Dizylinder (|w|< 0, |z|< 9) 
regulire Funktion von w und z somit (da o beliebig < 1) /(w, z) in den 
ganzen Dizylinder D(|w| <1, |z| <1) analytisch fortsetzbar und 
max | f (R,)| = max|/(D)|. Da f eine beliebige in RK, regulare und be- 


8) Dieses Beispiel stammt von Herrn P. Thullen, dem ich auch sonst auBer 
Herrn Prof. H. Behnke viele Ratschlige zu danken habe. 
9) Vgl. 6»), S. 71. 




















Funktionen mehrerer Verainderlichen. 913 


schrinkte Funktion war, folgt unmittelbar, da8 fiir zwei beliebige Punkte A 
und B aus &, 

Dg, (A, B) = Dy (A, B) 
und hieraus wiederum, daS simtliche Randpunkte von 8), fiir die 
w = 0, |z| < 1 ist, als innere Punkte von D endlichferne Randpunkte von K, 
sind, w. z. b. w. 


$3. 
Ein Regularitaitsbereich mit unstetig unendlichfernem Randpunkte. 

Gegeben sei der Hartogssche Kérper 

(R,) |wl<1, |w| > lz}. 

Man erkennt leicht, da8 simtliche Randpunkte mit Ausnahine des 
Punktes (0,0) stetig unendlichferne Randpunkte sind; es existiert nimlich 
zu jedem dieser Randpunkte P + (0,0) eine im Inneren von &, und in P noch 
regulire Funktion f (w,z), die dem Absolutbetrag nach in &, kleiner als 
Eins ist, in P selbst aber den Wert Eins annimmt: namlich die Funktion 
f (w,z) = wet bzw. f(w,z) = < ef (t eime geeignete reelle Zahl), je 
nachdem P auf |w| = 1 oder |z| = |w| liegt. Aus Satz 1, Folgerung, ergibt 
sich dann, da8 alle Randpunkte héchstens auBer (0, 0) stetig unendlichfern 
sind. 

Der Punkt (0,0) selbst ist nach Satz 2 sicherlich ein unendlichferner 
Randpunkt. Wir werden zeigen, dai er unstetig unendlichfern ist. Hierzu 
betrachten wir eine beliebige, in R, regulare Funktion f, fiir die max | /(®,)|<1. 
Wie auf 8. 212 schlieBen wir, daB die Funktion g(w) = /(w,0) fiir alle 
|w| <1 regulir und beschrankt ist. 

Ist demnach g,(w) = f,(w,0) (» = 1,2,...,) irgendeine gleichmaBig 
konvergente Folge von Funktionen dieser Familie, die nicht gegen die 
Konstante Eins konvergiert, so ist die Grenzfunktion der g,(w) in w = 0 
noch regulir und nach dem Satz vom Maximum sicher dem Absolutbetrag 
nach kleiner als Eins. Es gilt also | g,(0)|< #@ < 1 fiir alle ». Hieraus 
folgt, daB — falls Q eine beliebige, gegen (0,0) konvergierende Folge von 
Punkten auf der Ebene z = 0 ist und A irgendein Punkt aus 8, — die Folge 
der Distanzen Dg,(A,Q,) beschrinkt ist, woraus sich unmittelbar unsere 
Behauptung ergibt. 

Bemerkt sei, daB der Bereich R, durch die Transformation 


w= w' z= 2 w’ 
eineindeutig und analytisch auf den im §2 untersuchten Bereich R, ab- 


gebildet wird. Da S, nur unendlichferne Randpunkte besitzt, ergibt sich 
also die interessante Tatsache, daB die Vigenschaft eines Bereiches, nur un- 
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endlichferne Randpunkte zu besitzen, nicht invariant gegeniiber eineindeutigen 
analytischen Abbildungen ist). 

Im Gegensatz hierzu gilt fiir normale Bereiche, daB sie bei analytischen 
Transformationen stets wieder in normale Bereiche iibergehen. 


§ 4. 
Approximation durch normale Bereiche. 
Satz 5. Ist B ein Regularitdtsbereich, so ist B entweder ein normaler 


Bereich oder aber es existiert eine Folge von normalen Bereichen B,, Bo, . . ., By. . . 
mit B, <B,.,") und lim B, = 8B. 
> oo 


Beweis. Ist 8 ein Regularitatsbereich, 8, ein ganz im Innern von 8 
liegender Bereich, so gibt es nach einem Satz von Cartan - Thullen**) 
einen Bereich 8; (8; < B) mit folgender Eigenschaft: 

Zu jedem Punkt P aus %, der auBerhalb von 8, liegt, existiert eine 
in $ regulire Funktion /, so daB |/(P)| > max |/(®,)|. 

Ist nun %; ein Bereich mit 8; < 8; < B, so gibt es also zu jedem 
Randpunkt P von B; eine in 8 regulare Funktion /, und eine Umgebung U(P) 
von P, so da® fiir jeden Punkt Q aus U(P) |/,(Q)| > max |/,(%,)|. 

Da der Rand von %, abgeschlossen ist, kénnen wir eine endliche Zahl 
von Funktionen /,, f,,...,/, finden, so daB in jedem Randpunkt von 8; 
mindestens eine dieser Funktionen einen Funktionswert hat, der absolut 
genommen gréBer ist als das Maximum des Absolutbetrages der Funktion 
in B,. 

By sei derjenige 8, umfassende Bereich, der aus der Gesamtheit aller 
Punkte gebildet ist, fiir die 


\fa(P)| S max | f,(B,) | (A = 1,2,..., 8). 


Bz ist nach Satz 1, Folgerung, sicher ein normaler Bereich; ferner liegt BY 
ganz im Innern von $;, also auch ganz im Innern von 8. 

Ist nun %, eine beliebige Folge von abgeschlossenen, ganz im Innern 
von % liegenden Bereichen, die nur der Bedingung geniigt, daB die dazu- 
gehérigen normalen Bereiche $f ganz im Innern von %, , , liegen (also erst 
recht BF < BP,,) und lim 8, = B, so konvergiert auch die Folge der 


> @w 
normalen Bereiche 8? gegen B, w. z. b. w. 
1) Vgl. 8). 
**) Das Symbol ,,B, < S.2,° bedeute, daB der Bereich 6, ganz im Innern 
von %, ,, liegt, d.h. daB neben den inneren Punkten auch simtliche Randpunkte 


von %, innere Punkte von Bia, sind. 


12) Vgl. H. Cartan und P. Thullen, Regularitéts- und Konvergenzbereiche, 
Math. Annalen 106 (1932), S. 617—647, insbesondere Satz 5 und Definition 8. 
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Aus Satz 5 und den Beispielen in § 2 und 3 ergibt sich, daB ein Grenz- 
bereich von normalen Bereichen nicht wieder normal zu sein braucht. Es ist 
sogar noch fraglich, ob ein solcher Grenzbereich wieder ein Regularitits- 
bereich ist }%). 


§ 5. 
Der Existenzbereich der Distanzfunktion. 


Da die Distanzfunktion eines Bereiches 8 durch die Gesamtheit der in B 
regularen und beschrankten Funktionen bestimmt ist, liegt es in Analogie 
zu der Definition der Regularitatshiille nahe, folgenden Begriff einzufiihren: 

Definition 3. & sei ein beliebig vorgegebener Bereich. Unter dem 
Existenzbereich der Distanzfunktion des Bereiches 8 verstehen wir dann den 
Durchschnitt 8 der Regularitatsbereiche aller Funktionen, die in 8 regular 
und beschrénkt sind. 

B ist als Durchschnitt von Regularitatsbereichen selbst ein Regularitats- 
bereich'*) und umfaBt sicher die Regularititshiille § ($). 

Satz 6. A und B seien zwei beliebige innere Punkte aus 8. Dann gilt 
stets Dg (A, B) = Dg (A, B). 

Beweis. Es geniigt, zu beweisen, daB jede in % regulare Funktion f, 
fiir die max |/(®)| <1 ist, auch in B regular und max |/(S)| <1 ist. 

DaB eine solche Funktion / in 8 noch regular ist, folgt aus der Definition 
von $; wiire ferner die zweite Bedingung fiir eine Funktion f nicht erfiillt, so 
gabe es in 8, auBerhalb von %, einen Punkt P, so daB |{(P)| > 1 => max | /(%)|; 


es ware also die Funktion 
1 


f—f(P) 
in $ regular und beschrankt, also auch noch in $ regular entgegengesetzt der 
Konstruktion der Funktion. Der Bereich $ erfiillt also die verlangte Be- 
dingung, er ist offenbar auch der gréBte Bereich, der diese Eigenschaft besitzt. 

Da8 nun die Regularititshiille eines Bereiches nicht immer mit dem 
Existenzbereich der Distanzfunktion identisch zu sein braucht, zeigt das in 
§2 angegebene Beispiel des Bereiches R, (|w| <1, |z| <1, w+ 0). KR, ist 
ein Regularitatsbereich, also §(R,) =, Doch erkennt man leicht, daB 
der Dizylinder D (|w| < 1, |z| < 1) (die Nebenhiille*5) von &,) der Existenz- 
bereich der Distanzfunktion ist. 

18) Vgl. H. Behnke und P. Thullen, Das Konvergenzproblem der Regularitats- 
hillen, Math. Annalen 108, 8. 91—104. 

14) Vgl. 6b) und 12), 

15) Unter der Nebenhiille eines Bereiches § verstehen wir den Durchschnitt 
der Regularitatsbereiche aller Funktionen, die im abgeschlossenen Bereich $8 regular 
sind; vgl. 3%). 


F= 
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Wir zeigen nun im folgenden, da8 unter gewissen einschrinkenden Voraus- 
setzungen die Regularitatshiille eines Bereiches stets mit dem Existenz- 
bereich seiner Distanzfunktion zusammenfillt. 


Satz 7. Besitzt der Bereich B keine Nebenhiille**), so ist die Reqularitits- 
hiille von B mit dem Evxistenzbereich der Distanzjunktion des Bereiches 8 
identisch. 

Beweis. §(%) sei die Regularititshiille von 8. Jede in einem 8 ganz 
umfassenden Bereich regulire Funktion ist in 8 und §(%) beschriankt, also 
auch noch in dem Existenzbereich ® der Distanzfunktion von %. Daher 
mu8 $ im Innern aller 8 ganz umfassenden Regularititsbereiche, also auch 
in deren Durchschnitt, enthalten sein. Da nach Voraussetzung 8 keine 
Nebenhiille besitzt, der Durchschnitt der 8 ganz umfassenden Regularitits- 
bereiche also mit §(%) identisch ist, so gilt 8 < §(%). Da andererseits 
§(B) < B, so folgt $(B) =, w. z. b. w. 

Anmerkung. Die Umkehrung des Satzes 7 gilt nicht, d.h. ist 8 ein 
Bereich mit Nebenhiille, so ist nicht notwendig der Existenzbereich der 
Distanzfunktion von $8 von der Regularititshiille dieses Bereiches ver- 
schieden. So hat der in §3 untersuchte Bereich R, als Nebenhiille den 
Einheitsdizylinder, der Existenzbereich der Distanzfunktion von 8, ist 
aber mit S, identisch. 


§ 6. 
Die minimale Randdistanz. 

Es ist nun zweckmiaBig, die Definition der Distanz zweier Punkte eines 
Bereiches auch auf die Randpunkte des Bereiches auszudehnen. 

P und Q seien zwei beliebige innere oder Randpunkte eines Bereiches 8, 
u(P) und U(Q) beliebige Umgebungen von P und Q. Die untere Grenze der 
Distanzen aller Punkte aus U(P), die im Innern von $ liegen, von allen 
Punkten aus U(Q), die innere Punkte von 8 sind, ist eine endliche Zahl d. 

d hingt von den Umgebungen U(?’) und U(Q) ab. Lassen wir diese 
Umgebungen gegen die Punkte P und Q streben, so haben die zugehérigen 
Zahlen d einen unteren Limes d, (der auch unendlich sein kann). 

Sind P und Q zwei innere Punkte aus 8, so ist dj = Dg(P,Q). Wir 
werden nun allgemein, also auch, falls P und Q Randpunkte sind, die Zahl d, 
als die Distanz Dg (P,Q) der beiden Punkte P und Q bezeichnen. 

Definition 4. Die untere Grenze der Distanzen aller Randpunkte 
eines Bereiches 8 von einem inneren Punkt A aus $ bezeichnen wir als die 
minimale Randdistanz des Punktes A. 


Aus der Invarianz der Distanzfunktion gegeniiber analytischen Ab- 
bildungen folgt: 











> 
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Satz 8. B sei ein beliebiger Bereich, B’ ein Bereich, der durch eine ein- 
eindeutige und analytische Transformation auf 8 abbildbar ist. Ferner sei A 
ein beliebiger Punkt aus 8, A’ sein Bildpunkt in 8’. Dann haben A und A’ 
die gleichen minimalen Randdistanzen. 

Aus diesem Satz ergibt sich fast unmittelbar der in der Einleitung ge- 
nannte Satz von Thullen. Es sei naimlich 8 ein Bereich, der den Voraus- 
setzungen des Thullenschen Satzes geniigt, in dem sich also jeder Punkt in 
jeden anderen transformieren la8t. Wir behaupten nun, da8 8 mit dem 
Existenzbereich 8 der Distanzfunktion von $ identisch ist. 

Wire dies nicht der Fall, so giibe es im Innern von $ einen Randpunkt P 
von %, d.h. — da Dg (A, P) = Dg(A, P), also lim Dg(A, P) = 0 — daB 


A-—>P 
die minimale Randdistanz eines Punktes A aus % beliebig klein wird, falls A 


sich dem Randpunkte P nahert. Das ist aber nicht méglich, da nach Satz 8 
alle Punkte aus $ die gleiche (von Null verschiedene) minimale Randdistanz 
besitzen miissen. Es gilt somit: 

Satz 9. Lat sich in einem Bereich B jeder innere Punkt in jeden anderen 
inneren Punkt von B durch eine eineindeutige und analytische Transformation 
tiberfiihren, so ist B mit dem Existenzbereich seiner Distanzfunktion identisch, 
also ein Regularitétshereich. 


(Eingegangen am 20. 7. 1932.) 











Untersuchungen iiber den Funktionenkalkiil fiir 
endliche Individuenbereiche. 


Von 
M. Wajsberg in Kowel (Polen). 


Einleitung. 

Die vorliegende Mitteilung behandelt gewisse Eigenschaften des engeren 
Funktionenkalkiils, so wie er in den Grundziigen der theoretischen Logik von 
D. Hilbert und W. Ackermann dargestellt wird'). Es werden hier im all- 
gemeinen die Symbolik sowie Ausdrucksweise von H.-A. gebraucht. Meta- 
logische Sitze werden im folgenden nur dann bewiesen, wenn sie auf Grund 
des I. und III. Kapitels von H.-A. nicht leicht zu gewinnen sind. 

Zum Unterschiede von H.-A. wird hier die Bezeichnung ,,Formel“ 
nur auf solche Ausdriicke (des Funktionenkalkiils) angewandt, die keine 
Zeichen fiir bestimmte Individuen und Funktionen sowie keine Aussage- 
zeichen*) enthalten. Ausdriicke des Aussagenkalkiils werden als Aussage- 
formeln bezeichnet. Formeln, in denen Funktionszeichen mit mehr als einer 
Leerstelle nicht vorkommen, nenne ich Klassenformeln. Formeln, die in 
einem Individuenbereich mit genau k*) Elementen allgemeingiiltig sind, 
werden (nach Herrn P. Bernays) als k-zahlig identisch bezeichnet, dabei 
als genau k-zahlig identisch, falls sie nicht zugleich k + 1-zahlig identisch 
sind. Zum Schlu8 der terminologischen Erklirungen sei bemerkt, daB eine 
Ausdrucksweise wie: & folgt*) aus $,€,... dasselbe bedeuten wird wie: 
fiigt man %, €, ... als neue Axiome zum Funktionenkalkiil hinzu, so 
wird & beweisbar. 

Mit obigen Bezeichnungen kénnen wir nun den Satz, dessen Beweis 
hauptsachlich hier durchgefiihrt wird, folgendermaBen aussprechen: 





*) Berlin, Verlag J. Springer, 1928; im folgenden als H.-A. zitiert. Der engere 
Funktionenkalkil wird kurz als Funktionenkalkiil bezeichnet werden. 

*) Die AusschlieBung von Aussagevariablen tragt keinen grundsitzlichen 
Charakter; vgl. H.-A. 8. 73. 

%) Die Buchstaben i, j, k, 1, m, n (auch mit Indizes) werden als Zeichen fiir natiir- 
liche Zahien (ohne Null) gebraucht. 

*) Auch: & ist ableitbar, ist eine Folge u. dgl. 
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Hauptsatz. Aus jeder genau k-zahlig identischen Formel folgt jede 
k-zahlig identische Formel. Der Beweis des obigen Satzes wird mit Hilfe der 
drei folgenden Satze erbracht werden: 

(Hilfssatz I.) Es gibt eine gewisse (im folgenden genau zu beschreibende) 
genau k-zahlig identische Klassenformel, aus der jede k-zahlig identische 
Formel folgt. 

(Hilfssatz III.) Aus einer beliebigen genau k-zahlig identischen Klassen- 
formel folgt jede k-zahlig identische Klassenformel. 

(Hilfssatz TV.) Aus jeder genau k-zahlig identischen Formel folgt eine 
gewisse genau k-zahlig identische Klassenformel. 


§1. 
Uber Verifizierung von Formeln fiir endliche Individuenbereiche. 
Nehmen wir an, daB es genau k ,,Individuen“ gibt: aj, dg, ..., @, 30 
wird fiir jeden Ausdruck &(z) der Ausdruck (Ex) M(x)5) der folgenden 
k-gliedrigen Disjunktion*) wahrheitsgleich: 
W(a,) V Ala) V... V Alay), 


l 
die wir kurz als D [W(a,)}’) schreiben werden. 
a 


Demzufolge ist jede Formel & einem gewissen (iibrigens nicht eindeutig 
bestimmten) Ausdruck YW wahrheitsgleich, der keine Individuenvariablen 
enthalt. %&{* — in Worten: eine k-te Ableitung von & — wird namlich in der 
Weise gewonnen, daB man & zuerst mit Allzeichen5) fiir simtliche eventuell 
darin vorkommenden freien Individuenvariablen versieht und dann schritt- 
weise daraus alle Seinszeichen eliminiert, indem man jeden mit einem Seins- 
zeichen beginnenden Bestandteil durch eine ihm nach obigem wahrheits- 
gleiche Disjunktion ersetzt. Ersetzen wir ferner in Y* alle verschiedenen 
Grundbestandteile A (a;,, a;,,...,@4,,), B (aj,,@j,, -- +» @,) ---, Wo A und B 
beliebige in Y enthaltene Funktionsvariable bedeuten, durch ebensoviele 
verschiedene Aussagenvariable, dann wird eine Aussagenformel®) erhalten, die 
dann und nur dann richtig ist, wenn U k-zahlig identisch ist: denn die Wahr- 
heitswerte verschiedener Grundbestandteile von {&{* sind voneinander unab- 
hangig, zufolge der Voraussetzung, daB die a, (l= k)k verschiedene Indi- 


5) Ich werde annehmen, da8 Allzeichen in den hier betrachteten Formeln explizite 
nicht vorkommen, sondern in bekannter Weise durch das Seinszeichen sowie die 
Negation ausgedriickt sind. 

’) Ein- und mehrgliedrige Disjunktionen sowie Konjunktionen werden in H.-A. 
als Produkte bzw. Summen bezeichnet. 

7) Es soll auch im folgenden das Symbol D analog gebraucht werden, sowie 
entsprechend das Zeichen K zur Bezeichnung von Konjunktionen. 

8) &* entsteht offenbar aus dieser Aussagenformel durch Einsetzung. 
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viduen bedeuten*). Bemerken wir nun, daB die Richtigkeit einer Aussagen- 
formel vermittelst ihrer konjunktiven Normalform festgestellt wird, so haben 
wir damit gezeigt, daB bei beliebiger vorgelegten Formel & mittels endlich 
vieler Schritte erkannt werden kann, ob & k-zahlig identisch ist, oder nicht. 

In H.-A., 8. 67—68, wird der Leser die Idee eines Beweises finden kénnen, 
daB aus k-zahlig identischen Formeln nur ebensolche Formeln ableitbar 
sind 7%). 

Im weiteren wird ebenfalls der folgende bekannte Satz von Wichtigkeit 
sein, daB jede k-zahlig identische Formel fiir 1< k i-zahlig identisch ist, 
was man miihelos daraus ersieht, daB der Ausdruck D [W(a,)] mit D [MW (a,)] 

isk isi 
wahrheitsgleich wird, falls a;,; = a,;(¢ + 7 <k) gesetzt wird. 


§ 2. 
Axiomatische Darstellung des Funktionenkalkiils fiir einen /-zahligen 
Individuenbereich. 


Ich stelle zunachst eine gewisse genau k-zablig identische Forme! auf, aus 
der, wie nachstehend gezeigt wird, jede k-zahlig identische Formel ableitbar ist: 


l m 
(A 2,) D | F, (2) > D [F,(2m)]}. 
isk i<m=k+1 
Z. B. fir k = 1,2 gewinnen wir aus obigem Schema bzw.: 
(Az) F, (2) > F, (2), 
(A 2) [Fy (a) > Fy (a) V Fy (x5)] V (P2 (22) > Fe (25). 


Wie man sieht, enthilt Az, genau k + 1 verschiedene Individuenvariable, 
wobei fiir jede zwei Variable z,, z,, (+m), die darin vorkommen, ein ge- 
wisses Glied dieser Formel allgemeingiiltig wird, falls man darin / durch m er- 
setzt'°*). Es wird dann aber zugleich mit diesem Gliede die ganze Formel A z, 
allgemeingiiltig. Hieraus kénnen wir (nunmehr) ohne Schwierigkeit folgern, 
daB Az, k-zahlig identisch ist — denn wenn wir k + 1 Individuenvariablen 
durch k oder weniger Eigennamen von Individuen ersetzen, dann werden 
mindestens zwei von diesen Variablen durch einen und denselben Eigennamen 
ersetzt. 

Ebenso leicht ersehen wir, daB Az, nicht k + 1-zahlig identisch — und 
daher nach obigem genau k-zahlig identisch — ist; denn unser Axiomen- 


*) Vgl. H.-A. 8S. 66. 

10) Es ist darin implizite die Behauptung enthalten, daB im Funktionenkalkil 
nur fiir jedes k k-zahlig identische Formeln beweisbar sind. 

108) Das betreffende Glied hat dann die Form einer Folgebeziehung &— 8%, 
wobei & in % als disjunktives Glied hervortritt. 
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schema geht offensichtlich in eine falsche Aussage iiber, falls wir darin die 
Variablen z, (\= k+ 1) bzw. durch die Eigennamen a, von k+ 1 ver- 
schiedenen Individuen ersetzen, sowie den Formeln F,(z) (1 =< k) bzw. die 
Bedeutung geben: z = a). 

Ich werde nun zeigen, daB aus A x, jede k-zahlig identische Formel folgt. 

Sei zu diesem Zwecke eine gewisse k-zahlig identische Formel & gegeben. 
Ich werde zeigen, da8 UM aus Ax, ableitbar ist. Der Bequemlichkeit halber 
sei angenommen, daB in & keine freien Individuenvariablen vorkommen, 
sowie daB & keine Zeichen vom Typus 2; (! <= k + 1) oder F, (l << k) enthilt. 
Das bedeutet offenbar keine Einschrinkung der Allgemeinheit unseres Be- 
weises, denn eine Formel ist k-zahlig identisch bzw. beweisbar zugleich mit 
derjenigen Formel, die aus der ersten durch Umbenennung von Variablen 
oder durch Bindung von freien Individuenvariablen mittels Allzeichen ent- 
steht. 

Aus Az, folgt nach dem Aussagenkalkiil: 
(Bz,) Az, V A. 


Ich werde erweisen, daB aus Bz, fir /<k die Formel Bz,_, folgt, wobei 
mit Ba, die Formel & bezeichnet werden mége. Hieraus werden wir aber 
ohne weiteres schlieBen kénnen, daB aus Bz, die Formel Ba, ableitbar ist 
und mithin auch UM aus Az. 


Zum Zwecke dieses Beweises bemerken wir zuerst, daB man Bz, nach 
Umbenennung der Variablen") in folgender Weise schreiben kann: 


(1) {Fi(%+41) > D [Fi (2m)}} V Ba —1. 
Hieraus gewinnen wir nach dem Funktionenkalkil: 
(2) {((By,) Fi (y,) — D [Fi (%m)}} V Bu,~,, 


sowie ferner, indem wir das linke Glied von (2) durch seine Konjunktion mit 


der beweisbaren Formel D [PF (2m))] > (BE y,) Fi (y,) ersetzen: 


as! 
(3) (By) Fil.) ~ D (Fi(2q))) V Ba. 


Durch Einsetzung gewinnen wir hieraus fiir eine beliebige Formel 
B (¥, Yo» +++» Yn), Welche keine der Variablen 2,,....2, als gebundene 
Variable enthilt: 


(49) (By) B (Yes Yor <5 Ya) ~_ D [B (em Yar «+0 Yall) V Bais 


1) Man ersetze 2,, 2, ---+» May bzw. durch page Ty Uae -- er Sp sowie 


Fy, Fy, ...,F, baw. durch F,, Fy, Fg, -- +» Fy _ 
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sowie daraus — nach [(X ~ Y) VZ] > [(X ~ Y)\/ Z]: 


(4b) ((By,) B (yas Yas «++» Yn) ~ D [B (ms Yar «++» Yad} V Bay —1- 


Zufolge der Tatsache, daB die Variable y, in Bz,_, nicht frei vorkommt, 
kénnen wir aus obigen zwei Formeln bzw. die folgenden zwei ableiten: 


(5a) ((By,)(B 9) Bur Yer-+-> Yu) ~(B Ys) D [B (Sm Yer --- Yall V Bara 





(5b) ((By,)(EZy,) By, Ya: ---> Yn) ~(E yp) D [B (tm: Ya ---»Ya)l} VBay_, 


Denken wir uns nun unsere Forme! & in derartiger Normalform dargestellt, 
daB alle Seinszeichen darin (mit oder ohne Negation) am Anfang stehen?*) 
(z. B. in der Form (Ey,) (Ey,) 8 (y,, ya) oder (Ey,) (EZ y.) B (y,, ye), bei der 
Annahme, daB % (y,, y2) keine gebundenen Variablen enthilt), so erhellt 
aus obigem (zufolge der Voraussetzung, daB U keiue Variable x, (t < *) enthilt, 
sowie daB /< k), daB eine Formel 

(6) (A~W’) V Bz,_, 


aus (3) folgt, wo U’ aus YM entsteht, indem man in letzterer Forme] einen 
Restandteil vom Typ (EZ y,)B (y;, ye. .--, Yn), WO B(%, Yo,--+, Yn) keine 





m 
gebundenen Variablen enthalt, durch D [% (z,,, y,, ..., Y,)] ersetzt. 
asl 
Bemerken wir nun, daB %’ in gleicher Normalform wie & geschrieben 
ist, aber um ein Seinszeichen weniger als & enthilt, so kann man im Falle 
n > 1 offenbar aus (3) eine Formel vom Typus 
(7) (a ~U") V Ba,_, 
ableiten, wo MU’ aus YU’ analog wie MU’ aus U hervorgeht und daher um zwei 
Seinszeichen weniger als & enthilt. 
Bemerken wir jetzt, daB aus (6) und (7) nach dem Aussagenkalkiil die 
Forme! 
(8) (A~A"’) V Ba,_, 


folgt, so la6t sich hieraus miihelos schlieSen, daS mittels endlichmaliger 
Anwendung desselben Verfahrens wie oben eine Formel 


(9) (A~U,) V Bey, 
aus (3) ableitbar ist, worin A, von einer /-ten Ableitung von & (vgl. $1) 
sich bloB dadurch unterscheidet, da8 darin iiberall ,,z“‘ an Stelle von ,,a“‘ steht. 


Beriicksichtigen wir nun, da$8 & laut Voraussetzung k-zahlig identisch 
ist und daher, zufolge der Annahme ! < k, auch I-zahlig identisch (vgl. § 1) ist, 


12) H.-A., 8. 63, sowie FuBnote 5) der vorliegenden Abhandlung. 
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so folgt hieraus (vgl. § 1, sowie FuBnote *)), daB eine I-te Ableitung von % 
und mithin auch Y, aus einer richtigen und demzufolge auch beweisbaren 
Aussagenformel durch Einsetzung hervorgeht. Folglich ist &, beweisbar, 
woraus aber auf Grund von (9) nach dem Aussagenkalkiil folgt, daB 
(10) UV Ba,-_, 
beweisbar ist. 

Erinnern wir uns nun, daf mit Bz,_, die Formel Az,_, V U oder — 
im Falle 1! = 1 — die Formel & bezeichnet worden ist, so ist (10) nach dem 
Aussagenkalkiil mit Bz,_, aquivalent, womit der Beweis zu Ende gebracht 
ist, daB aus Bz, fir 1<k Ba,_, folgt. Hieraus aber schlieBen wir sofort, 
in Ubereinstimmung mit unseren friiheren Uberlegungen, da® aus Az, die 
Formel & und somit auch jede beliebige k-zahlig identische Formel folgt. 

Man beachte, daB Az, bloB Funktionen mit einem Argument enthiilt, 
d. h. da® Az, im Sinne der Einleitung eine Klassenformel ist. 

Wir kénnen demgemi8 das Ergebnis dieses Paragraphen folgendermaBen 
formulieren : 

Hilfssatz I. Es gibt eine gewisse genau k-zahlig identische Klassen- 
formel, aus der jede k-zahlig identische Formel folgt. 

Ich werde nunmehr gewisse Eigenschaften von Klassenformeln betrachten, 
um zuletzt den in der Einleitung angegebenen Hilfssatz III zu beweisen. 


$3. 
Die Klassenformeln. 


Jede Klassenformel ohne freien Individuenvariblen laBt sich auf eine 
gewisse den Klassenformeln eigentiimliche Normalform bringen, die wesent- 
lich von H. Behmann"*) herriihrt, in der hier benutzten Form aber (zwar 
mit anderen Bezeichnungen) von J. Herbrand *) aufgestellt ist. 

Seien mit Aj (x) (j < 2”) in gewisser Reihenfolge alle 2” verschiedenen 


i 
n-gliedrigen Konjunktionen bezeichnet, die aus der Konjunktion K [F;(x)] 


hervorgehen (diese Konjunktion selbst inbegriffen), indem man darin irgend- 
welche Glieder mit Negationsstrichen versieht. 

Diese Konjunktionen sollen als EHlementarkonjunktionen n-ten Grades 
bezeichnet werden. Z. B. fiir » = 2 erhalten wir folgende vier Elementar- 
konjunktionen: 

F,(z) & F,(z) F,(z) & F,(2), 


F,(z) & Fy(z) = F, (a) & F(z). 
13) H. Behmann, Beitrige zur Algebra der Logik und zum Entscheidungsproblem, 
Math. Annalen 86. 


14) J. Herbrand, Recherches sur la théorie de la démonstration, 8. 52—53. 
Travaux de la société des Sciences et des Lettres de Varsovie 1930. 
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Es mégen ferner die Ausdriicke ,,(Z x) A; (x), sowie ihre Verneinungen 
(Ex) Aj'(z)“ als positive bzw. negative Grundformeln n-ten Grades, und 
Disjunktionen aus verschiedenen Grundformeln gleichen Grades als Normal- 
disjunktionen desselben Grades bezeichnet werden. 

So ist z. B. (Ex) F,(z), (Ex) (F,(z) & F,(x)) V (Ex) (F,(z) & F;(2)) 
eine Normaldisjunktion des 1-ten bzw. 2-ten Grades. Mit obigen Bezeich- 
nungen sind wir nun imstande, folgenden von J. Herbrand, I. c., 8. 52—53, 
bewiesenen Satz kurz auszusprechen: 

Jeder Klassenformel ohne freie Individuenvariablen™), in der genau 
nm verschiedene Funktionszeichen vorkommen, kann durch Aquivalente 
Umformung die Gestalt einer Konjunktion von Normaldisjunktionen n-ten 
Grades gegeben werden, worin man sich die Zeichen F,(i < m) durch die 
n Funktionszeichen der gegebenen Formel ersetzt denke. 

Vergegenwiartigen wir uns nun, da8 1. aus einer Konjunktion stets ihre 
Glieder folgen und umgekehrt die Konjunktion aus der Gesamtheit ihrer Glieder, 
daB 2., wenn eine Konjunktion k-zahlig identisch ist, jedes ihrer Glieder 
k-zahlig identisch ist und dabei mindestens eines genau k-zahlig identisch 
ist, sofern letzteres fiir die ganze Konjunktion zutrifft — so wird zufolge obigem 
ersichtlich, daB die Frage, ob aus jeder genau k-zahlig identischen Klassen- 
formel U% jede k-zahlig identische Klassenformel $ ableitbar ist, sich auf den 
Spezialfall zuriickfiihren la8t, daB AM und BS Normaldisjunktionen sind. 

Zum Beweise letzterer Behauptung werden wir vorerst gewisse Kigen- 
schaften von Elementarkonjunktionen betrachten miissen, um Naheres iiber 
die Struktur von k-zahlig bzw. genau k-zahlig identischen Normaldisjunktionen 
aussagen zu kénnen. 

Zuniichst werde ich zeigen, daB eine Normaldisjunktion mit genau 
k negativen Gliedern (d.h. Gliedern des Typs ,,(£z)Aj(z)“), in der kein 
Glied die Negation eines anderen ist, nicht k-zahlig identisch sein kann. 
Ist U eine Normaldisjunktion von der soeben beschriebenen Art, so kénnen 
wir sie der gréBeren Ubersichtlichkeit halber in folgender Gestalt schreiben 
(fiir gewisse / und n, wobei | < 2"): 


(a) D (Ez) AP (2) A D ((B2) 4} (2)), 
jist t<jsl 


wo das rechte Glied fehlen kann. 

Es enthalte ferner der Individuenbereich genau k Elemente: ay, . . ., a,. 
Ist a eines von diesen und j eine der Nummern I, ..., 2", so kénnen die 
Werte von F,(a), ..., F,,(a) so gewahlt werden, daB Aj (a) wahr ist. Dem- 


15) Formeln mit freien Individuenvariablen werden wir kiinftig auBer Betracht 
lassen — in Ubereinstimmung mit einer in § 2 gemachten Bemerkung. 
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gemaB kénnen die Wertverliufe von F,(z), .. ., F,(z) so bestimmt werden, 
da8 die k Konjunktionen A‘ (a,),..., A; (a,) wahr sind. Infolge dieser 
Festsetzung werden aber simtliche Glieder von & falsch — was man sogleich 
ersieht, wenn man sich vergegenwirtigt, daB zwei verschiedene Konjunktionen 
Aj (x), Aj (x) nicht beide fiir dasselbe z wahr sein kénnen. Zugleich wird 
offenbar auch & falsch, womit unsere Behauptung erwiesen ist. 

Weiter stellen wir fest, daB eine Normaldisjunktion von der Gestalt 
wie % fiir k > 1 (k — 1)-zahlig identisch, und somit dem Obigen zufolge genau 
(k — 1)-zahlig identisch ist. Nimlich zwei verschiedene Ausdriicke Aj (zx), 
A} (x) kénnen nicht fiir dasselbe Individuum z wahr sein; daraus folgt aber 
sogleich, daS von k verschiedenen negativen Grundformeln (Fz) Aj (2), 
bei beliebiger Bedeutung der F’,, stets eine wahr sein muB, sofern es héchstens 
k—1 ,,Individuen“ gibt; es mu8 dann aber auch unsere Normaldisjunktion 
stets wahr sein, denn sie enthalt laut Annahme k verschiedene negative 
Grundformeln als Glieder. Besteht ferner eine Normaldisjunktion n-ten 
Grades bloB aus positiven, aber nicht aus allen positiven Grundformeln 
n-ten Grades, dann ist sie nicht 1-zahlig identisch, was man leicht beweist, 
indem man die hetreffende Normaldisjunktion durch Beifiigung eines Gliedes 
in eine Normaldisjunktion verwandelt, die genau eine negative Grundformel 
als Glied enthalt und in der kein Glied die Verneinung eines zweiten ist: 
letutere Disjunktion ist nach obigen Uberlegungen (fiir den Spezialfall k = 1) 
nicht 1-zahlig identisch, und somit gilt dasselbe fiir die urspriingliche, die aus 
letzterer durch Streichung eines Gliedes hervorgeht. 

Enthalt aber eine Normaldisjunktion & eine Grundformel samt ihrer 
Negation als Glieder oder kommen darin alle verschiedenen positiven Grund- 
formeln des entsprechenden Grades vor, dann ist {& beweisbar: im erste Fall 
auf ganz triviale Weise, im zweiten mittels der beweisbaren Formeln: 

j j j 
D [A}(2)] sowie D [AP(2)] + D (2) 4} (2)); 
j=” js” j=” 
als beweisbare Formel ist dann & fiir jedes k k-zahlig identisch (vgl. FuB- 
note ™°)), folglich fiir kein k genau k-zahlig identisch. 

Wir kénnen nunmehr aus obigen Ergebnissen folgenden Satz ableiten: 

Hilfssatz I]. a) Wenn eine Normaidisjunktion & genau k-zahlig 
identisch ist, dann enthalt & genau k-+ 1 verschiedene negative Grund- 
formeln als Glieder, wobei kein Glied von Y die Negation eines anderen ist. 

b) Wenn eine Normaldisjunktion 8 k-zahlig identisch ist, dann ist 8 
entweder beweisbar oder 8 enthalt mindestens k + 1 verschiedene negative 
Grundformeln als Glieder. 

Die Umkehrungen von a) und b) sind zwar vermége obiger Ausfiihrungen 
richtig, doch fiir unsere weiteren Uberlegungen ohne Belang. 


Mathematische Annalen. 108. 15 
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Um jetzt zu beweisen, da8 aus jeder genau k-zahlig identischen Normal- 
disjunktion jede k-zahlig identische Normaldisjunktion ableitbar ist, wird 
zunachst folgendes gezeigt: 


Hilfssatz Ifla'**). Wenn fiir gewisse Formeln W,, U,, . . ., Wn folgende 
Ausdriicke beweisbar sind: 


(1) U; (xz) & Ay (z) (j.7 S29 +79), 


j 
(2) D+ [U; (z)), 


<<— 9f 


a 


so kann man die Elementarkonjunktionen A;' (x) durch Einsetzung gewisser, 

fiir alle diese Konjunktionen gleicher, Ausdriicke an Stelle der Funktionen 

F,(z) in Formeln verwandeln, die mit den U;(z) bzw. aquivalent sind. Zum 

Beweise sei jede Funktion F,(z) in jeder Konjunktion A; (xz) bzw. durch die 
t 


Disjunktion 8,(z) = D[%,(z)] ersetzt, wo | die Indizes durchlauft, fiir welche 
A} (x) den Ausdruck F;,(z) (bzw.) nicht enthalt. Auf Grund von (1) und (2) 
ist B,(z) der Disjunktion €,(z) aquivalent, die aus allen Y,(z) besteht, die 
in $,(z) nicht vorkommen — oder, was dasselbe bedeutet, aus allen Y,(z) 
der Art, daB Aj (xz) den Ausdruck F,(z) enthilt. 

Ersetzt man in einem beliebigen Aj (x), nach Ausfiihrung obiger Ein- 
setzungen, jeden eventuell darin vorkommenden Ausdruck %,(z) durch 
€,(z), so gewinnt man eine Konjunktion D,(z), deren jedes Glied eine Dis- 
junktion gewisser %,(x) ist, wobei nur U,(z) (bzw.) in jedem Gliede von D;(z) 
vorkommt. Es ist dann wegen (1) D,(z) mit U;(z) aquivalent, womit unser 
Hilfssatz bewiesen ist. 

Mit Hilfe der Satze II und Ila werde ich nun beweisen, daB aus jeder 
genau k-zahlig identischen Normaldisjunktion jede k-zahlig identische 
Normaldisjunktion ableitbar ist. 

Der beziigliche Beweis verliuft folgendermaBen: Es seien zwei Normal- 
disjunktionen & und 8 von bzw. folgender Form gegeben: 











(a) D [(z x) A;' (z)] V D [(E z) A} (z)}"*) 
j=Sk+1 kai<jse 
(B) D (Fayar(ry) <2; (y+) falls 1, +1). 


Ich werde zeigen, daB S aus & folgt. 


15a) Der Beweis dieses Satzes verdankt seine endgiiltige Gestalt einigen Rat- 
schlagen, die mir von Herrn P. Bernays giitigst erteilt wurden. 

16) Die rechte Halfte von & fehlt im Falle & + 1 = 2%. Analoge Bemerkungen 
werde ich im folgenden unterlassen. 
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Seien zum Beweise 2" Ausdriicke Aj(z)(j < 2") in folgender Weise 
definiert : 
u 
A\(z)=An(z)V D_ [AP (z)), 
k+1i<Ii=2™ 
Aj (x) = Aj" (z) (l<jsk+)), 
Aj (x) = F;(z) & F;(z) (k+1< 2"). 
Fiir diese Ausdriicke A;(z) sind die Formeln (1) und (2) des Hilfssatzes IIIa 
beweisbar, worin man iiberall ,,4;(z)“ fiir ,,U;(x)“ setze; wir kénnen daher 
vermoge dieses Hilfssatzes in U fiir die F;(x) (i < n) derartige Formeln %,(z) 
einsetzen, daB die Aj(zx)(j< 2") bzw. mit Aj(x) aquivalent werden, und 
infolgedessen YU ersichtlich dem folgenden Ausdrucke fquivalent wird: 
J — J 
(2) D [(Ea)Aj(z))V  D_ [(E 2) A;(z)). 
j=tk+1 kt+i<js2" 
Ersetzt man in YU, siimtliche A;(x) bzw. durch ihre Bedeutungen, so gewinnt 
man augenscheinlich: 
J J —— 
(UW) (Fz) {Ar(z)v D [Ap(a}V D_ [(Ex) Aj (2)) 
k+1< j=” 1<—jSk+i 
j -_ 
V D_ |(E2)(F;(z) & F;(z))}. 
k+i<j=2" 
Hieraus erhalten wir durch leichte aiquivalente Umformungen nacheinander 
folgende Formeln: 





Q,) (E2)AP(2)V D [Ea AP(V D (EHAr (a), 


k+1<j=2” i= jDk+i 








on j } — 
(M,) ((B2)AP(z)& D [(Ex)Ap(2)}V D ((Ea) A;*(z)). 
k+1<j=2™ i= jSkt+i1 
Hieraus gewinnen wir nach der Distributivitét der Disjunktion, fiir einen 
gewissen Ausdruck %’: 
() (Eajar(e)y DB (aap (ay) & w. 
1i=—jtSk+i1 
Bemerken wir nun, da8 das linke konjunktive Glied von U, mit der Formel 8 
identisch ist, so ist damit schlieBlich erwiesen, da8 8 aus U ableitbar ist. 
Wir schlieBen nun ohne Schwierigkeit, daB aus U jede k-zahlig identische 
Normaldisjunktion folgt, denn jede derartige Normaldisjunktion ist zufolge 
Hilfssatz IIb entweder beweisbar oder enthalt k + 1 verschiedene negative 
Grundformeln als Glieder (d.h. alle Glieder einer Formel von demselben 
Typ wie 8%). 
Erwagen wir ferner, da8 auf Grund von Hilfssatz Ila simtliche Glieder 
einer beliebigen genau k-zahlig identischen Normaldisjunktion n-ten Grades 
auch Glieder von & sind, so folgt hieraus nach dem Aussagenkalkiil, da8 aus 


15* 
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jeder genau k-zahlig identischen Normaldisjunktion n-ten Grades die Formel & 
ableitbar ist. 

Hiermit ist aber bewiesen, daf aus jeder genau k-zahlig identischen Normal- 
disjunktion jede k-zahlig identische Normaldisjunktion folgt. 

Daraus aber schlieBen wir nach friiheren Uberlegungen: 

Hilfssatz Tl. Aus jeder genau k-zahlig identischen Klassenformel 
folgt jede k-zahlig identische Klassenformel. 

Mit Hilfe yon Hilfssatz 1 folgt hieraus sogleich, daB aus jeder genau 
k-zahlig identischen Klassenformel jede k-zahlig identische Forme] ableitbar ist. 

Um jetzt den Beweis unseres Hauptsatzes zu Ende zu bringen, wird 
folgendes zu erweisen sein: 

Hilfssatz IV. Aus jeder genau k-zahlig identischen Formel folgt eine 
gewisse genau k-zahlig identische Klassenformel. 

Zum Beweise sei U eine gewisse genau k-zahlig identische Formel sowie F 
ein Funktionszeichen mit zwei Leerstellen, das darin vorkommt. Nehmen 
wir nun an, daS es genau k + 1 Individuen aj, a,,...,@,,, gibt, so folgt 
hieraus, daB U bei gewisser Bedeutung von F (sowie der iibrigen Funktions- 
zeichen von M) falsch wird. Die Bedeutung von F ist aber durch die Individuen- 
paare a,, a; (t,7 < k-+ 1) bestimmt, fiir die F (a,, a,) wahr ist. 

Sei nun eine Klassenformel 8% (z, y) folgenderma8en definiert: 

B (x, y) = G (x) & G (x), sofern F (a,, a,) bei der betreffenden Bedeutung 
von F fiir alle Paare a,, a; falsch ist; anderenfalls aber: 


i,j 
B(z,y)= D_ [FP (2) & P;(y)), 
i,jSk+1; 
F (a4, 43) wabr 
wobei angenommen wird, da8 die Zeichen F,(1=<= k+ 1) in & nicht vor- 
kommen. % (z, y) ist ersichtlich mit F(z, y) wahrheitsgleich, wenn man 
F, (z) (Lk + 1) wie folgt liest: 2 = a. 

Ersetzen wir nun in & (nach der Einsetzungsregel) F(z, y) durch 
% (x, y), so ist die dadurch gewonnene Formel offenbar, zugleich mit U, 
nicht k +- 1-zahlig identisch, wohl aber k-zahlig identisch (als Konsequenz 
von %) und somit auch genau k-zahlig identisch. 

Wiederholen wir dasselbe Verfahren fiir simtliche in & vorkommenden 
zweistelligen Funktionszeichen sowie mit entsprechenden leicht zu ersehenden 
Anderungen fiir Funktionszeichen mit mehr als zwei Argumenten — s0 
gewinnen wir offenbar eine genau k-zahlig identische Klassenformel, die aus 
folgt, — was zu beweisen war. 

Damit ist aber unsere Aufgabe gelést. 


(Eingegangen am 20. 6. 1932.) 














Die Erzeugenden der Hauptkongruenzgruppen 
fiir Primzahlstufen. 


Von 


Hermann Frasch in Tibingen. 


Einleitung. 

Erzeugende der Hauptkongruenzgruppen hat bis p = 7 Klein’) an- 
gegeben auf Grund der Randerzuordnung ihrer Fundamentalbereiche, wenn 
diese aufgefaBt werden als die die zugehérigen Modulargruppen reprisen- 
tierenden Teile der Modulteilung der positiven Halbebene. Dieses Verfahren 
ist geometrisch anschaulich und darum zunichst auf kleine Stufenzahlen 
beschrankt. Im folgenden werden diese Erzeugenden rein gruppen- 
theoretisch bestimmt mit Hilfe des allgemeinen von Reidemeister*) und 
Schreier*) stammenden Verfahrens, welches erlaubt, Untergruppen von 
Gruppen, die durch Erzeugende und Relationen zwischen diesen definiert 
sind, auf ebensolche Weise zu definieren. Es scheint nun, daB dabei eine 
in gewissem Sinne einfache Wahl der Nebengruppenreprisentanten (Elemente 
der Modulargruppe) mit einer Komplizierung des durch die sich ein- 
stellenden Relationen geforderten Eliminationsverfahrens Hand in Hand 
geht. Die Reprisentanten werden daher im Interesse eines im allgemeinen 
Fall sehr glatten und durchsichtigen Eliminationsverfah ‘ens gewahlt. Im 
iibrigen zeigt der Gang der Untersuchung naturgemi8 groBe Analogie zu 
einer Arbeit von Rademacher‘), in der die durch c = 0 (mod) gegebenen 
Untergruppen vom Index p-+1 auf dieselbe Weise behandelt werden. 
Das Resultat von Rademacher laBt sich daher auch aus unserem (§ 6) 
ableiten. 

In §7 wird die Anzahl der freien Erzeugenden bestatigt durch einen 
allgemeineren Satz iiber Erzeugendenanzahlen von gewissen Untergruppen 


1) Klein-Fricke, ,,Elliptische Modulfunktionen“, Bd. 1. 
2) K. Reidemeister, ,,Knoten und Gruppen“ (§1), Hambg. Abh. 5, 8S. 6. 
ppe 
8) O. Schreier, ,,.Die Untergruppen der freien Gruppen“, ebenda, 8. 161. 
*) H. Rademacher, ,,Uber die Erzeugenden von Kongruenzuntergruppen der 
Modulgruppe“, Hambg. Abh. 7, 8. 134. 
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freier Produkte zyklischer Gruppen. Er ist als Verallgemeinerung einer 
von Schreier®) fiir freie Gruppen aufgestellten Beziehung anzusehen. Daran | 
anschlieBend wird zum selben Zweck eine geometrisch-topologische Inter- | 
pretation durchgefiihrt. In §8 wird das gewonnene Resultat zur abs- 
trakten Charakterisierung der Modulargruppe benutzt. 


§ 1. 
Die Modulargruppe. 


Die inhomogene Modulgruppe wird erzeugt durch die beiden Sub- 
stitutionen 


11 0 l 
(1) 8=(),) und T=(, 5}, 
die den Relationen 
(2) T? = (TS) = 1 


geniigen. In ihr bilden die Substitutionen (° *) mit 


(3) a=d=1, b=c=0 (mod p) 


einen Normalteiler [’,, die ,,Hauptkongruenzgruppe p-ter Stufe‘*. Ihre 
Faktorgruppe ©\”, die ,,Modulargruppe p-ter Stufe, besteht aus den 
mod p miteinander inkongruenten Substitutionen, deren Anzahl sich zu 
g = $p(p?— 1) bestimmt. Sie gelten als Reprisentanten der Neben- 
gruppen von J’,; man kann sie nach v. Dyck*) durch 


(4) Sa 
VSsTS 
(5) A=0,1,....4(7—3); »=0,1,...p—l; »=0,1,...,p—1 
darstellen. Dabei ist, wenn wir wie im folgenden p > 3 annehmen, 
(6) V= TH TH TS, 


wo « eine primitive Wurzel von p, und f so bestimmt ist, daB « 8 = 1 (mod p). 
Ausgerechnet bedeutet V die Substitution 

( — Bp l1—ap 

aB—l —a+a(«f- 1) 
ist also mit - * kongruent und hat daher die Ordnung $}(p—1). Denn 
man hat 
(7) V4 = TS“ TS" TS = (P °) (mod p). 

0 x*/ 


®) aa. O., § 4. 
*) v. Dyck, ,,Gruppentheoretische Studien“, Math. Ann. 20 (1882), S. 41f. 
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Ebenso findet man 


Vise me (0 i") 
0 
(8) “ (mod p). 
1 ,— (#& (uv—lyp* 
VS TS = ("5 heel 
a va 
Man ersieht aus diesen Darstellungen, da& die Elemente (4) alle vonein- 
ander verschieden sind und gerade }p(p*— 1) Elemente ausmachen. 

Um die Kompositionsverhiltnisse von ©” zu kennen, geniigt es 
offenbar, festzustellen, in welches andere Element cin Element aus (4) bei 
rechtsseitiger Multiplikation mit S, T oder V iibergeht. Die Komposition 
mit S ist trivial, ebenso diejenige mit 7 bei dem ersten Teil der 
Elemente (4). Dagegen gilt: 


(9) Vi Se TS -T = V+ STS y+0 (modp), 
wobei 
Ay = A+ indy (mod ?=*), 
(10) by = pv? —y (mod 7), 
vy, =—1 (mod 7). 
Der Beweis ergibt sich durch Vergleich von 
a “ae cai” 0— (nu » —1) B* — pp 
‘eTST = , = ' 
, . ‘ a” Pad ie = ( v ac” “— a” ) 


und 


4 A 
\a”* Vea” 


Vis Sue TS = ("9 (us ¥—1) nt 


Da nun mod p 


Hn Bo = + (uv — ppt ies 
= + v fire’ (u »—1) 
= oj ama 

(ig %y — 1) B= + [> (9 —1) rq — 1] pt 
= } pv fit inary 
=F uP’, 
aft = tal + ind ¥ 

= + va’, 

v_ate == + yg vat 
= Te’, 


wo entweder nur das obere oder nur das untere Vorzeichen gilt [im Fall 
der homogenen Modulgruppe wire A und A, mod (p— 1) zu nehmen, so 
da8 das obere Zeichen gelten miiBte], so ist die Richtigkeit von (9) 
nachgewiesen. 
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Mit Hilfe von (9) findet man: 


(11) ViSe-V = Viti gee (mod p), 
(12) ViselTS -V = Vi SP TS (mod 7). 


Dabei sind die Exponenten von V mod4(p—1), die von Smodp mu 
reduzieren. Das sei durch die Striche angedeutet. 

Aus (11) folgt iibrigens, daB die V und S eine Untergruppe vom 
Index p + 1 erzeugen. 


§ 2. 
Die Erzeugenden der Hauptkongruenzgruppen. 


Um die Erzeugenden von J’, angeben zu kénnen, haben wir nach 
dem Verfahren von Schreier folgende Ausdriicke zu bilden: 


(13) Us,x = GXGX-". 


Durchlauft dabei G simtliche Reprisentanten der Nebengruppen von I’,, 
also die Elemente (4), und X die Erzeugenden der Modulgruppe, so 
stellt (13) die Gesamtheit der Erzeugenden von I, vor. Die Relationen, 
denen die U noch gehorchen, werden besonders einfach, wenn die G die 
Schreiersche Bedingung (F) erfiillen, die besagt, daB mit jedem G auch 
GX" ein Nebengruppenreprisentant sein soll, wenn in dem ,,Wort G 
der letzte ,,Buchstabe X heift. Allgemein ist durch (F) im Sinne der 
Klein-Dyckschen geometrischen Interpretation einfacher Zusammenhang 
des Fundamentalbereichs der betrachteten Untergruppe gefordert. Zerfillt 
der Fundamentalbereich in ¢ diskrete Teile, so folgt aus der Schreierschen 
Herleitung, daB zu den Relationen, die den Relationen der Obergruppe 
und ihren Transformationen entsprechen, noch t —1 weitere Relationen 
treten. Diese bilden sozusagen die ,,Ketten“ zwischen den diskreten 
Teilen. In unserem Falle sind gerade 4(p—1) Teile vorhanden. Geht 
man davon aus, daB jedem Teil gerade einer der rationalen Punkte V* (oo) 
zugehért, so ist es nicht schwer, sich ein Bild von der Gestalt des 
gewahlter Fundamentalbereichs zu machen. 

Da die Elemente (4) also wegen der Bedeutung von V die Bedingung (F) 
nicht erfiillen, so kann man, wenn man die getroffene Wahl der Reprisen- 
tanten beibehalten will, sich damit helfen, daB man die Modulgruppe als 
von den drei Elementen S, T und V erzeugt ansieht, mu8 dann aber die 
weitere Relation 


TS* TS TS«*V-* = 1 


in Kauf nehmen. 
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In (13) sind dann folgende Erzeugende inbegriffen: 
1. Urns = ViSet1 Vi Seri—?, 
Diese Erzeugenden sind mit der Einheit identisch auBer fiir « = p—1: 
U.»-1,8 = V4 SP V-4. 
2. Ui u,%,8 = Vi Se TS+1V Se TSrt1-*, 
Auch hier bleibt nur iibrig 
Gan» a= V S« TS»? Sapte S-* en 4, 
3. Ci4r =VeTVST =1. 
4. U,, ,°77F = Vi S« TS’ TY Se TS 3 J 
GemaB (9) ist also 
C1 0, r= VA Se ™ s- u V-4 


und 
Oiuwsy7r = VAS TS TS—% T-18—% Y-* v + 0. 
5. Ui, u,V = V4 S« VVY4 S« 7. °. 
Unter ihnen ist nach (11) 
—_ —3 
Dio,v = 1 A+) 
p—} 
Uy-s . = V . ’ 
— 0, J 
Uinvy = VAS VS—H# pitti w+ 0. 
SchlieBlich ist nach (12) 
6. Uinny =ViSeTS VV STS Vy 


= VS TS VS T-1 SF y-T=i, 


§ 3. 
Die Relationen der Erzeugenden. 


Zwischen den aufgestellten Erzeugenden bestehen nun folgende 
Relationen: 


(14) 6GT’G-’ =1, 
(15) G(7Ts)G-* =1, 
(16) GTS TS TS V'G' =1. 


Sie sind so zu verstehen, daB ihre linken Seiten durch die U ausgedriickt 
werden sollen. Wir schreiben sie daher ausfiibrlich: 


(14a) R, = V'S« T*§-"y—4 = 1, 
(14b) R, = Vi S" TS T? S-* T-1 §-" V—* = 1, 
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(15a) R, = V'S« TSTSTS'—“ V-? = 1, 
(15b) R, = Vi & TS TSTSTS'—* T-18-« V-* =1, 

(16a) R, = V+ S« TS« TS? TS¢ V-1S-" V-* = 1, 

(16b) R, = Vi S« TS TS* TS? T S« V—-1 S—" T-1 S—" V—2 = 1. 


(14a) ergibt 
R, = Ui 0,7 = l. 


Dagegen gibt (14b) zu einer wesentlichen Relation Anla8: 

(17) R= VS TSH T-8-% TS—% V—-% VS TS TS—" T-18-* V—-* 
= Via, 7 Ui... %,7 = 1. 

Denn es gelten die Beziehungen: 

(18) den = 4, Max =H Yau = ¥- 


(15a) liefert, wobei wie weiterhin (14a) bereits beriicksichtigt wird: 


(19) R= VS TETSSE-2? T—*8—-# +1 V—-2 V4 S—' TS? TS —+ V—* 
ae U;, a“, 1, 7 U1 w—1,p- .3= 1, wenn “= 0. 

Fiir « = 0 jedoch: 

(20) R, = Vi TSTSTSV-? 


V4TSTSS—? TS—&—» V—* V4 Se—1 TSP TS V-+ 
= Uios,7 Ui» -1,p—1,8 V? Se-18 V- . 
= Uio1,7 Ui» 1l,p—1,8 Ui» 3. 1. 


’ 


I 


Wir kommen zu (15b). Nehmen wir zuniichst » = 0 an, so ist 
R= VS TSTSTSTS-*V-* = 1. 


Diese Relation fiihrt nach kurzer Rechnung auf (19) und (20) zuriick, 
besagt also nichts Neues. Dasselbe gilt fiir » = 1. Wir setzen daher 
y+ 0, +1 und kénnen dann folgende bemerkenswerte Rechnung durch- 
fiihren: 
R, = V4 S& TS’ TSTSTS'—* T-1 8-+ V-? 
= U2 y+, 7 Vs S** TS* STS TS'—' T-1 8-* V—?. 


Setzen wir A, = Ay, “, = Me % = %4-1, so kénnen wir weiter 
schreiben: 

R, — 0, M, ¥, 7 Ui,, 1, %, T Vite Sts TSS TS'-° 7 1S-« 7s. 
Wir setzen wieder A, = A, 4, fy = Mies % = 14 +1, 80 dab 


R, = Ui, uy, 7 Ui, us, 7 Ui, us, ¥%2, T Vise S20 TSr20+1—" T-1 S-# V—*. 


Nimmt man noch A, = A,4, #; = Uae V3 = Ye + 1, 80 ist es eine rein 
gruppentheoretische Folge, daB 4, = A, u, = uw, v; = v- Der eben an- 
gegebene ProzeB der Erzeugung der Zablentripel A, uw, » auseinander hat 
also die Periode 3. Wir wollen das noch zahlentheoretisch nachweisen. 








Nach (10) ist: 


folglich 


folglich 


SchlieBlich ist 


woraus 
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v (vy, —1l) = --1 
v,(¥,—1) = --1 
v,(¥,—1) = —1 
yy=-—l1 
yy =—!1 
¥,%, =—1 


v,(¥,--1l) = —1 
% = 9 
= My, =uv—y 
= yy, = (uv* — v) v? — », 
=prvv?—vy,—?, 
= u(vy—1)?—(v»— 1) »,—», 
= u(vy—1)?—(»—1) 
Ms = Mee = fe ve 2 
= (v—1)(u(v—1)—1) 2? — », 
= — nu (v—1) », + 94 — 
Hs = M- 
A, =A-+indy 
A, =A-4 ind » + ind », 


= A-+-ind(vy— 1) 
A, = A-+ ind(y —1) + ind », 
= A+ ind(— 1), 


(mod p) 


(mod p) 


-1 


Die letzte Rechnung macht deutlich, warum die Fille y = 0 und » = 1 


hier nicht subsumiert werden konnten. 


vy, und »v, diese Werte nicht annehmen. 


Die aus (15b) gefundene Relation lautet nunmehr: 


(21) 





U;,, u,v, T Ui,, 4%, T On, ne oor 1. 


Man bestitigt leicht, daB auch 
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§ 4. 
Weitere Relationen. 

Die Relationen (16), denen wir uns jetzt zuwenden, werden unter 
anderem dazu dienen, die unechten Erzeugenden Uy, die ja nur auftreten, 
weil wir V als Erzeugende der Modulgruppe anerkannt haben, durch die 
Us; und U, auszudriicken. Da in ihnen aber auch noch weitere wesent- 
liche Relationen, namlich die ,,Ketten‘‘-Relationen, enthalten sind, folgt 
z. B. auch aus der Tatsache, daB einige der U,, , mit der Einheit 
identisch sind. 

Wir beginnen bei (16a) mit dem Fall « = 0, A+ aS £ 
(22) R= VTS TS TS V-*-* 

= Vio, r Vit? S?—* TSr—? SP TS« V-1-? 


T 7 Yn — oo 
—_ Oi 0,0, 7 Ji +1,p—e,p—1,8 V4 +1 SP « §« V i—A4 
p—3 


= Di 0,7 Ji+1,9—0,p—1,8 J i+1,p—1,8 = 1 A+ 2 


Damit sind die noch ausstehenden Relationen bereits gefunden, jedoch 
seien der Vollstaindigkeit halber die etwas umstindlichen Eliminations- 
relationen der Uy samtlich aufgestellt. 


Es sei also uw = 0, A = a. 
p—8 ae 
(23) R= V? THeTSTSV 
Pe 
= U,-_; -#-9 TSe-?S°TS«V 3 
go 
at 
= Up—s |, Uap—«, p—1, 85?" S* V . 
5 +O & 
- Ue-2 4. Us, p—e,p—1,8Ue,p—1,5 Ups , ,=h 
Fiir « + 0 findet man: 
(24) R, = V’S« TS¢* TS? TS« V-' S-* y-? 


= Uiwe, 7 Vit? S«@—« TS e—8 $8 T Sa J—1 £-* v- 
gx Di we, U Viti Suat—a ge y-1 §—" p—a 
= U, U — vu: 0x3 ie 1. 


1M, @, T ~ 2+1, "a?—a, p—1, 8 ~1+1, p—1,8 


TF1, ua®—a, p-1,8 


Dabei ist « = 0 oder 1, je nachdem pwo*—a+a S p. 
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Jetzt steht noch (16b) aus. Zunichst sei vy = 0: 
(25) Ry = ViSe+< TS? TS V1 T-18-« y-2 


on TF De ed 1-1 Sup? —a@ Se P—1 T—1 G—w p—s 

= Us Urea gr Vi SF TSP" 8 V1 T-18-+ J 

ey i idee om ay 7A—1 Qu? 7—1 T—1 G—u p—i 
= U5 a Un cone Us cm p—1sV PTV TA S8Y 
ee ae. Bes ot —1 ans 

_ D, 51,8 ASTRA E Pion e4.8 hae peel 1. 


Dabei ist « wie im folgenden entweder 0 oder 1. Wir kommen zu dem 
etwas komplizierten Fall » + 0, wobei allerdings » = 8 noch aus- 
geschlossen werden muB: 


R, = V*S* TS' TS* TS TS* V-1S—* T-1 8-# v-* 
= Ui,» 7 VS TS S* TST S* V- S—* T-1 S—* V-*. 
Der Kiirze halber benutzen wir einige leicht verstindliche Abkiirzungen 


und schreiben weiter: 


R, = UU; U 7 Vie + tad (re + 0) Site ire +a? te —a T Sire + He 
+ He, p—1,5 


S? T S* V-18-*T-18-*V-4 
= U, Ui, Un Ui, U—— ae 


dg + ind (¥% + @), ty %e + @)? —¥_— a, (Ve + @)y + 8, T 


V*' S*’ TS” S« y-i—¢ T 1S-# V-4, 


Wir berechnen 7’, u’, »’, indem wir ihre Bestimmungsgleichungen gemaB (10) 
aufstellen : 


dey May Ye + @, 








, ool 
ed = Gnas 7. 
a — (% +a) 
~~ =1+B (r+ 2) 
ae Ye + % 
chs: B vy 
_ _(% +4) va 
By 
= va'—a, 


HM = [My (% + &)? — (r% 4- &)] ((% + a&)e + By’ —(r% + %)e-—B (mod p) 
= Mat Ma (Me + a)? fH? — 2 Hg (% + &) B — (%q + a) B + B 
= py % 
= pf, 

A’ = A, + ind (vy + «) + ind ((v ++ a), 4- 8) (mod 2) 
= A+ ind [y (v4 + a) (me + ae + A) 
= 4+ ind(— v + v(v_ + a) f) 

A+ ind (—) 

A—1. 


| 


Il 











238 H. Frasch. 

Setzt man die gefundenen Werte ein, so findet man: 

(26) R, = U,U:,U,, Us, U, V4—) S*? T S** =< Se Y-1 S—» T-18-» p-* 
=UU' U., 0" U US =m —. = | v + B. 


1, u B2, p— 1,5 A u,r, J 





Bei dem Fall » = # begniigen wir uns mit der Angabe des Resultats: 
(27) U, U 


4, u, 8, T 


Us U;? = 1, 


4—1, uf? —B, p—1, 8 ~ i—1, p—1, 8-~ 4,4, 8, V 


Die Relationen (23) bis (27) gestatten, die Uy durch die Us und Uy 
auszudriicken. Die Uy sind damit eliminiert und die Relationen (23) 
bis (27) nicht weiter zu beriicksichtigen. 


§ 5. 
Das Eliminationsverfahren. 

Es bleiben demnach noch folgende Erzeugende, die wir in etwas ein- 

facherer Weise bezeichnen wollen: 
(A) = Ui »p-1,8 = VS? V', 

(A, w) = Oa y,p—1,8 = VAS" TS? T-*S-* V-, 
(A, wu, ») = Un un p= VIS TS TS: ve T-1 8-* Y—* 

— 3. 


(28) 





; a =0,1;....p—1; »=1,2,...,p—1)}. 


to 


Zwischen ihnen bestehen die Relationen: 


(17a) (A, 4, ¥) (Ags Mas Ye) = 1, 
(19a) (A, u, 1) (4,u—1) =1 u + 0, 
(20a) (A, 0, 1) (A, p—1) (A) = 1, 
(21 a) (A, wy ¥) (Ay, Mas 1) (Ags Mas %) = 1 vy + i, 
(228) (A, 0, a) (A+ 1,p—a) (A+1) =1 o>. 





Unsere Aufgabe ist es nun, ein Verfahren anzugeben, nach ag mit 
Hilfe obiger Relationen ein Teil der Erzeugenden eliminiert werden kann, 
wiahrend die iibrigen ein System unabhingiger Erzeugender bilden. Zu 
diesem Zweck beginnen wir etwa damit, auf Grund von (19a) und (20a) 
die (A, w) durch die (A, w, 1) und (A) auszudriicken. Aus (22a) wird, da 
a + 1: 


(A, 0,a)(A+1,p—a41,I+)=1 ae?e?. 


Diese Relation wird nun benutzt, um alle (4) auBer (0) = S? durch “tia 
(A, 0, a) und (A, p—a-+1, 1) auszudriicken. Dann bleiben nur die Re- 
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lationen (17a) und (21a) iibrig. Da gruppentheoretische Relationen R = }, 
deren linke Seiten dieselbe ,,zyklische Schreibung“ zulassen, nicht wesent- 
lich verschieden sind, so sind in (17a) aa Y? und in (21a) fp—s)tp—'P 
wesentlich verschiedene Relationen enthalten. Denn man iiberzeugt sich 
leicht, daB unter ihnen keine Relationen der Form (A, u, v)* = 1 oder 
(A, w, v)® = 1 sich befinden. 

Fiir das Weitere bat man nun folgende vier Fille zu unterscheiden: 


I. p =—1(mod3), p = —1 (mod 4) 
Il. p =—1 (mod3), p = +1 (mod 4) 
Il, p= +1 (mod 3), p = —1 (mod 4) 


IV. p= +1 (mod3), p = +1 (mod 4) 
entsprechend der Tatsache’), daB » = », fiir p = 1 (mod 4) zwei Lé- 
sungen und » = », fiir p= 1 (mod 3) zwei Lésungen hat und sonst 
keine. 

Fall I: p = —41 (mod 12). 

Man beachte fiir das Folgende, daB, wenn A und yz bei festem » 
ihre zugehérigen Restsysteme durchlaufen, 4, und yu, dasselbe tun. 

Jedes (A, 4, v) kommt genau einmal in einer binaren Relation (17a) 
vor, ebenso jedes (A, uw, v) auBer (A, uw, 1) genau einmal in einer terniren 
Relation (21a). Man beginnt daher am besten mit den (A, uw, 1) und 
driickt sie mit Hilfe von 


durch die (A, 4, p—1) aus. Dann nimmt man die ternire Relation, die 
mit (A, 4, p—1) beginnt. Sie lautet: 


1 
(30) (4, uw, p—1)(—, —, 2)(—, —, PF) = 1. 
Man eliminiert die (A, 4, »— 1), indem man sie durch die (A, u, 2) und 


die (a, by, ee *) ausdriickt. Jetzt sucht man die biniren Relationen, in 





denen (A, uw, 2) und (4, M,; pt") vorkommen. Sie heiBen: 


(31) 





Man driickt nun die (4,4, 2) durch die (4, ,’>*), baw. die (a, u, >=) 


7) Val. *). 
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durch die (A, wu, p—2) aus und ermittelt die terniren Relationen, in 
denen diese vorkommen. Sie lauten: 


(4, w, 2S) (—, — 3)(—, — $ @+D) =1, 
(32) 
2F) 


(A, wu, p — 2) (—, _— et*) (—, —, 2 


\ -~ 


Man climiniert wie bisher die (4, «, 2") und (4, 4, p—2) und kommt 


zu den biniaren Relationen: 





(A, w, 3)(—, —, “PE*) = 1, 
(aw 2$3)(—, — 252) a1, 
(33) ‘ we 
(420+) (2x) =, 
(A, pw, 2S") (-, —, p—3)=1. 


Hier kann es nun, und zwar fiir p= 11 vorkommen, daBf die beiden 
ersten und die beiden letzten Relationen je identisch sind. Fir p = 11 
sind damit alle binaren und terniren Relationen aufgebraucht. Als Re- 
sultat bleiben die freien Erzeugenden (A, uw, 3) und (A, uw, 5). Ebensogut 
kénnte man (A, uw, 7) und (A, uw, 8) wahlen. 

Fir p = 23 fahrt man fort und entnimmt aus (21a) die Relationen: 





(4, A, *P—") (—, —, 4) (—, —, S (p + 1)) = 1, 
(4, w, 2S) (—, — EP) — 2 =1, 
(34) . ae ; 
(A, My 2) (—, —, 2e+5) (—, —, y) = 1, 
dws p—3)(—, — PE) (—, — PH) a 


Die Ausdriicke z und y sind verschieden fiir Primzahlen, die nicht zum 
selben Rest mod 5 gehéren. Z.B. ist fiir p = 3 (mod 5), also etwa 
fiir 23 

4p+3 p+2 


Sa, gu. 








Um den allgemeinen Schritt bei unserem Eliminationsverfahren an- 
zugeben, nehmen wir etwa an, in einer gewissen Anzahl von terniren 
Relationen kamen nur die Erzeugenden, welche an erster Stelle stehen, 
nur in diesen vor, d.h, ihre binaren Relationen seien schon verbraucht. 
Dann eliminieren wir diese Erzeugenden und verbrauchen damit die zu- 
gehérigen terniren Relationen. Zu den an zweiter und dritter Stelle 
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stehenden Erzeugenden suchen wir nun die binaren Relationen, in denen 
sie vorkommen. Geben dabei zwei Erzeugende zu derselben biniren 
Relation AnlaB, so eliminieren wir die eine, wahrend die andere als freie 
Erzeugende iibrigbleibt. Alle iibrigen Erzeugenden werden durch die in 
den biniren Relationen neu auftretenden Erzeugenden ausgedriickt. Zu 
diesen neu auftretenden Erzeugenden ermitteln wir nun wieder ihre ter- 
naren Relationen. Geben dabei drei Erzeugende zur selben terniren Re- 
lation AnlaB, so eliminieren wir die eine, waihrend die beiden anderen als 
freie Erzeugende iibrigbleiben. Geben zwei zur selben terniren Relation 
AnlaB, so driicken wir die erste durch die zweite und die dritte neu auf- 
tretende Erzeugende aus; die zweite Erzeugende bleibt als freie und die 
dritte vahlen wir zu einer neuen Schar neu auftretender Erzeugender. 
Diese erhalten wir wie oben aus den iibrigen terniren Relationen, die ja 
die oben geforderte Bedingung erfiillen. Wir wiederholen den eben 
skizzierten Schritt und fahren damit so lange fort, bis alle biniren und 
terniren Relationen verbraucht sind. Da das Verfahren nicht vorher 
abbrechen kann, sieht man so ein: erreicht das Verfahren die Er- 
zeugende (A, wu, ”), die in irgendeiner der Reihen (30), (32), (34) usw. 
der terniiren Relationen auftreten médge, so erreicht es auch die Er- 
zeugende (A, u,n-+ 1); denn diese kommt entweder in einer friiheren 
Reihe vor oder in derselben wie (A, u, ), oder sie tritt in der nichsten 
Reihe auf, die dann notwendig wird. Z. B. tritt (A, uw, 2) in (30), (A, u, 3) 
in (32), (A, w, 4) in (34) auf. Tritt nun (A, w, 5) in den Reihen (30), 
(32), (34) nicht auf, was fiir p > 23 der Fall sein kann — fiir p = 23 
ist y = 5 —, so erscheint noch eine weitere Reihe ternirer Relationen, 
in der (A, mw, 5) auftritt. 

Da mit jeder Relation genau eine Erzeugende eliminiert werden 
kann, so erhalt man die (A, uw, m) als freie Erzeugende, wo nm gerade 


e+ bestimmte Werte annimmt. 


Fall IT: p =5 (mod 12). 
Die Bestimmungskongruenz z* = 1 (mod p) hat fiir p = 1 (mod 4) 
p—1 3(p— 1) 
zwei Lésungen, nimlicha =a * undb=a’=a ‘* (modp). Dabei 
ista+b=a+a* =a—a = 0 (mod p), folglich a + 6 = p. 

Es gibt also jetzt fiir » zwei Werte a und 6b, so dab a = a, bzw. 
b= b,. Wir fiihren deshalb das Eliminationsverfahren wie beim Falle I 
durch, bis wir auf eine Relation 

(—, — a) (—, ae a) =1 
bzw. 
(—, a b) (—, ie b) —_ 1 
108. 


Mathematische Annalen. 
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stoBen. Diese lassen wir dann zunichst samt den Erzeugenden (—, —, a) 
bzw. (—, —, 6) beiseite und fiihren das Verfahren zu Ende. Es liefert 
die freien Erzeugenden (A, u, n), wo n 2 bestimmter Werte fihig ist. 
Jetzt betrachten wir die Relation: 
(A, w, a) (A+ ind a, —, a) = 1. 
Da inda = 2, kann man die eine Hilfte der (A, wu, a) durch die 
andere etwa auf solche Weise ausdriicken, daB die (l, uw, a) mit 


t=0,1,..., 2° als freie Erzeugende iibrigbleiben. Fiir 6 bleiben 
entsprechend die (1, 4, 6) iibrig. 


Als Beispiel diene p = 5. Man wiahlt « = 2 und eliminiert (—, —, 1) 
durch 
(—, —, |) (—, —, 4) = 1 
und (—, —, 4) durch 
(—, —, 4)(—, —, 2)(—, —, 3) = 1. 


Die restlichen biniren Relationen 
(4, w, 2)(A+1, 4u¢—2, 2) =1, 
(A, w, 3) (A+ 1, 4u4—3, 3) = 1 


benutzt man, um die (1, ~,2) bzw. (1, uw, 3) durch die (0, u, 2) bzw. 
(0, wu, 3) auszudriicken, so daB diese letzteren als freie Erzeugende iibrig- 
bleiben. 





Fall Ill: p =7 (mod 12). 
Die Kongruenz z (z— 1) = — 1 (mod p) hat nur fiir p = 1 (mod 3) 
zwei Lésungen. Wir bestimmen sie, wie folgt: 
f?—r+1=0 (mod 7). 
Da nun 
oe FS 
F—at+i=a z+1 


und z + p—1 sein kann, so folgen aus 


F=—l] (mod p) 


p-l1 5(p—1) 
die beiden Lésungene =a * undd=ec’=a * . Dabei ist 





e+d=c—e?=+1 (mod 7), 


folglich c-+-d = p+1. 
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Wieder fiihrt unser Verfahren schlieBlich auf eine ternire Relation: 


(A, B, c) (—, cae c) (—, — c) == 


LaBt man diese und die entsprechende mit d zunichst beiseite, so liefert 


das Verfahren die (A, u, m) als freie Erzeugende, wo n pa bestimmte 


Werte annimmt. 


Jetzt ist noch die Relation 
(A, w, c) (A+ inde, —, c) (A+ 2inde, —, c) = 1 


zu betrachten. Da indc = 2, so la8t sich ein Drittel der (A, u, c) 


auf solche Weise eliminieren, daB etwa die (I, uw, c) mit 1 = 0,1,..., 2 


als freie Erzeugende iibrigbleiben. Entsprechendes gilt fir d. 


Als Beispiel nehmen wir p = 7. Man wahit « = 3 und findet fol- 
gende Relationen: 


(—, —, 1) (—, —, 6) = 1, 
(—, —, 6) (—, —, 2)(—, —, 4) = 1, 
(—, —, 2)(—, —, 3) = 1, 
(—, —, 4) (—, —, 5) = 1, 


(0, io 3) (1, ew 3) (2, —? 3) _ 1, 
(0, —, 5) (2, —, 5) (1, —, 5) = 1. 


Man eliminiert der Reihe nach (—, —,1), (—, —, 6), (—, —, 2), 
(—, —, 4), (2, —, 3) und (2, —, 5), so da als freie Erzeugende bleiben: 


(0, uw, 3), (1, w, 3), 9, w, 5), (1, mw, 5). 


Fall IV: p = 1 (mod 12). 


Hier gibt es sowohl ein a und b als auch ein c und d. Sie sind 
alle voneinander verschieden und unterbrechen das Eliminationsverfahren 
wie im Fall II und Fall III. Dieses liefert unter Beiseitelassung der 
bindéren Relationen mit a und 6 und der terniren mit c und d eine 
p—18 Werte fihig ist. Die 
binéren Relationen mit a und 6 liefern freie Erzeugende (J u, a) und 


(l, wu, 6), wol = 0,1,..., 2, und die terniren Relationen mit c und d 


Anzahl freier Erzeugender (A, u, ), wo n 


geben freie Erzeugende (I, u, c) und (I, u, d), wol = 0, 1,..., P=. 


16* 
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Beispiel: p= 13. Man kann « = 2 nehmen und hat folgende 
Relationen: 





———_ ee | 
——_ (ew yee Pe 
(—, —, 2)(—, —, 6) = 1 

(—, —, 7)(—, —, 11) = 

(—, —, 6) (—, —, 3)(—, —, 5) = 
(—, —, 11) (—, —, 8) (—, —, 9) = 1 
(—, —, 3)(—, —, 4) = 1 
Se a 
a ~904+5,—He1 


(A, —, 4) (A+ 2, —, 4)(4+4, —, 4) =1 
(a, —, 10) (4+ 4, —, 10) (4+ 2, —, 10) = 1. 


Die Reihenfolge der Relationen gibt den Weg der Elimination. Als freie 
Erzeugende bleiben 


5) 

“a, —, 8 (4+3, —, 8) =] 
) 
( 


(1, BK, 5), (I, BK, 8) C= 0,1 , 2, 
(l, wu, 4), (l, 4, 10) t = 0, 1, 3, 3. 
§ 6. 
Das Resultat der Elimination. 


-- 


In allen vier Fallen hat man at Erzeugende (A, u, »), o—r 


binare und ‘2—?) (p— te ternire Relationen. Da jede Relation zur 


Elimination einer Erzeugenden dient, so ist die Anzahl der freien Er- 
zeugenden (A, u, ¥): 


(p—1?p_ (p—1)'p_(p—2)(p—1)p _ (p—1) P(p +1) 


2 4 6 12 
y ist dabei, wie man leicht fiir p = 1, 5,7, 12 (mod 12) bestitigt, ins- 
gesamt 2 FA +2 Werte fahig. 
Wir fassen unser Resultat zusammen in folgenden 
Satz: Die Hauptkongruenzgruppe p-ter Stufe ist fiir p > 3 freie 
(p—1) p(p +1) 
12 
wihlbar, daB sie sich in folgender Form schreiben lassen: 
(A, wu, v) = V4*S« TS’ TS-" TS—" V—*. 


Gruppe von 1+ Erzeugenden. Diese sind auBer S” so 


vr (+ 0, + 1, + p--1) kann 2 [3] +2 explizit nicht angebbare, durch 











as @ 
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ein Eliminationsverfahren berechenbare Werte annehmen, yu durchlauft die 
Zahlen 0 bis p—1 und A im allgemeinen die Zahlen 0 bis 2—. Bei 


p = 1 (mod4) jedoch gibt es fiir » zwei Werte a und 6, fiir welche 4 
nar bis a laufen muB. Ebenso gibt es bei p = 1 (mod 3) fir » 


zwei Werte c und d, fiir welche A nur bis 2 laufen muB. Die A,, Uy, 
ermitteln sich aus (10). 

In der oben genannten Arbeit von Rademacher werden die Er- 
zeugenden derjenigen Kongruenzuntergruppen bestimmt, deren Neben- 
gruppenreprasentanten FE = 1, TS’ (vy = 0,1, ..., p—1) sind. Erweitert 
man die Hauptkongruenzgruppen mit den am Ende von §1 genannten 
Untergruppen der Modulargruppen, so kommt man gerade auf diese Kon- 
gruenzuntergruppen. Nimmt man daher zu obigen Erzeugenden noch S 
und V hinzu, so ergibt eine leichte Uberlegung das Resultat von Radv- 
macher. 

Wir geben eine kurze Zusammenstellung der freien Erzeugenden bis 
p = 23. Dabei werden auch die besonders zu behandelnden Fille p = 2 
und p = 3 aufgefiihrt. 


p=2: ()=8=(17), 0,0 =rer=(",°); 
P 13 a 1 0 
p=3: ()=S=() 5), 00 =TST=(_,,), 
~23 
(0, 1) = STS*TS-1 = (— 3 4); 


p = 5, 7, 11, 13: siehe oben § 5; 
p=17: (0) =&" 


(a = 3) (A, uw, 5), (A, w, 7), A=0 bis 7 Na , t 
(l, u, 4), (4,13), -=0,1,2,3 pm Soe oe 

p = 19: (0) = S” 

(a => 2) (A, BK; 4), (A, BK, 5), = 0 bis 8 “= 0 bis 18; 


(l, u, 8), (l, a, 12), t=O bis 5 
p = 23: (0) = &* 
(a= 5) (A, w, 4), (A, w, 5), (A, wu, 6), (A, mw, 14), 
A=0 bis 10; w= 0 bis 22. 





8) G@) ist die Diedergruppe der Ordnung 6. Es ist bemerkenswert, daB die 
Modulgruppe noch einen anderen freien Normalteiler vom Index 6 aus zwei Er- 
zeugenden besitzt: die Kommutatorgruppe, die von den Elementen 7S 7S~' und 
S-' TST erzeugt wird. Vgl. § 7. Der Durchschnitt der beiden Gruppen ist der 
von der Klasse der zu S-? 78? 7 innerhalb I, konjugierten Elemente erzeugte 
Normalteiler. 
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Die Art der errechneten freien Erzeugenden hingt ab von der 
speziellen Wahl der Nebengruppenreprasentanten (4), von der Wahl von « 
und insbesondere von unserem Eliminationsverfahren. Doch muB8 jedes 
andere mégliche System von Erzeugenden aus dem angegebenen durch 
einen Automorphismus hervorgehen. Die Erzeugenden waren z. B. von 
geringerer Lange, wenn man die Nebengruppenreprisentanten so festlegen 
wiirde, daB in (4) fir V‘ das damit kongruente Wort TS“ TS*” TS“ ge- 
nommen wird, und die Exponenten von S in (4) dann mod p auf positive 
Zahlen < p reduziert werden. Diese Wahl der Reprisentanten hatte den 
Vorteil, daB sie die Forderung (F) erfiillen wiirde, so daB die Re- 
lationen (22a) wegfielen und die iibrigen einige Modifikationen erfiihren. 
Andererseits waren dann die Erzeugenden (A, — a’, — f*) fiir A+0 mit 
der Einheit identisch, was eine nicht unerhebliche Komplizierung des 
Eliminationsverfahrens zur Folge hatte. Bei der getroffenen Wahl der 
Nebengruppenreprasentanter hat das oben angegebene Eliminationsver- 
fahren den Vorteil groBer Durchsichtigkeit fiir den allgemeinen Fall, aber 
den Nachteil, daB es die freien Erzeugenden zum Teil in komplizierterer 
Form als nétig liefert. Denn es eliminiert z. B. die einfacher gebauten 
Erzeugenden (A) und (A, u), die Transformierte von S? sind. 


§ 7. 
Ein allgemeiner Satz iiber Erzeugendenanzahlen, 

Wir wollen zeigen, wie die Anzahl der freien Erzeugenden ohne deren 
explizite Aufstellung mit Hilfe des Schreierschen Verfahrens ermittelt 
werden kann. Die dabei nétige Uberlegung ist nicht auf den Fall der 
Modulgruppe beschrinkt. Wir gehen daher allgemein vor. 

Eine Gruppe © werde erzeugt durch die Elemente A, (9 = 1,2, ..., k) 
und B, (o = 1, 2,...,m) mit den Relationen A,’ = 1. 6 besitze eine 
Untergruppe U von endlichem Index j mit den Nebengruppenreprisen- 


tanten G, die die Schreiersche Forderung (F) erfiillen mégen. Die Er- 
zeugenden von U sind 


Us. 4, = G A, GA," und UZ, = GB,GB,". 


Die Anzahl derjenigen U, die nicht = 1 sind, sei mit Schreier’) er- 
mittelt zu 


(35) Z=1+(k+m—1)j. 
Die Relationen, denen die U noch gehorchen, lauten 
GA.°G' =1. 





%) A.a.0., §4. 
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Ist nun A’ die niederste Potenz von A,, die in U liegt (¢, ist Teiler 
VOR Gp), so lassen sich die letzteren umschreiben in folgende Relationen 


der U, von denen einige, ohne die Uberlegung zu stéren, = 1 sein 
kénnen: 
to-1 ao 
mn —s + a 
(36) | 7 (G, AG; ms) ‘=1. 
i=0 od 


Denn wird G,. = G, Gi+1,¢= Gi,e Ay gesetzt, sofolgtG, , = G. Eskann 
nun vorkommen, da8 G,, = G,+1,o. Dann geht (36) tiber in 

(37) (GA,G*)*e = 1, 

und Relationen dieser Art gibt es genau so viele, als es Transformierte 
von A, in U gibt. Ist ihre Anzahl z und nimmt man der Einfachheit 


halber des weiteren ¢, = a,"°), so sind mit (36) auBer (37) noch — 


ee 


Relationen gemeint. Jede dient dazu, gerade noch je eine Erzeugende 
zu eliminieren. Man hat also das Resultat: 

Satz: Besitzt die Gruppe ©{A,(o = 1,...,%), Be(o =1,..., m); 
Ay = 1} eine Untergruppe U von endlichem Index j, in der keine (auBer 
der a,-ten) Potenz der A, vorkommt, so wird U erzeugt von 

Rl 
Z=1+(k+m—1)j— 2 —+* 
ert 
Elementen. z, ist die Anzahl der Transformierten von A, in U, und U 
gehorcht nur der Bedingung, da8 diese Transformierten die Ordnung a, 
haben. U ist also frei, wenn z, = 0, was insbesondere fiir einen Normal- 
teiler zutrifft. 

Die damit gegebene Abzaihlung der Erzeugenden lé8t nun entsprechend 
wie die fiir freie Gruppen von Schreier angegebene Beziehung (35) eine 
geometrisch anschauliche Bestaitigung zu“). Wir zeigen das etwa fiir 
einen Normalteiler R von G. Statt des von Schreier benutzten Dehnschen 
Gruppenbildes wahlt man in diesem Falle sachgeméBer das der Modul- 
teilung entsprechende Klein-Dycksche Gruppenbild™). Der ,,halbe“ 


10) Ist ¢ a,, 80 lassen sich die in (37) nicht aufgezéhiten Relationen von (36) 
or 


“e 

durch geeignete Automorphismen auf die Form bringen: U @ = 1. Dieser Sach- 
verhalt entspricht einem Satz, den mir Herr Prof. Reidemeister gesprachsweise mit- 
geteilt hat: Die Untergruppen eines freien Produktes zyklischer Gruppen sind wieder 
freie Produkte zyklischer Gruppen. 

11) Folgende Uberlegung verdanke ich einer freundlichen Anregung von Herrn 
Prof. Reidemeister (Kénigsberg). 

12) Vgl. etwa die unter FuBnote *) zitierte Arbeit von v. Dyck. 


e’ 
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Fundamentalbereich von © besteht demnach aus einem von Kreisen, die 
alle auf einer und derselben Geraden senkrecht stehen, gebildeten Kreis- 
bogen-(k +m + 1)-Eck mit den Winkeln x/a, an den Ecken, die den A, 
entsprechen, und den Winkeln 0 an den iibrigen Ecken, die den B, ent- 
sprechen, und einem weiteren homogenisierenden Element C, fiir welches gilt: 


k m 
( 1 4.) ( 11 B,)C = 1. 
Man denke sich nun das Dycksche Bild ausgefiihrt. 

Der Faktorgruppe § = ©/M ist als Bild zugeordnet eine Gesamt- 
heit von 27 Polygonen, die etwa einen einfach zusammenhingenden Be- 
reich erfiillen, dessen Rander paarweise zusammengehéren. Dieser Bereich 
ist ein Fundamentalbereich fiir ®, seine Rinderzuordnungen ergeben 
Erzeugende von ®. Sind die Rander zusammengefiigt, so entsteht eine 
Fliche F vom Geschlecht P. Den (unabhangigen) Schnitten, die nétig 
sind, um aus dieser Flache den Fundamentalbereich von M zu erhalten, 
entsprechen die freien Erzeugenden von %. 

Zur Ermittelung der Anzahl dieser Schnitte bemerken wir, daB den B, 
in § die Ordnung 6, und C die Ordnung c zukommen soll und da8 eine 
Keke auf F, in der 2e Polygone zusammenstoBen, ,,Punkt vom Typus e“ 
heiBen soll. Wegen regularer Aufteilung liegen auf F genau j/e Punkte 
vom Typuse. Man schneidet nun zunichst lings der 2 P auf F méglichen 
Riickkehrschnitte auf. Diese Schnitte sollen lings Polygonseiten ver- 
laufen und alle etwa in einem und demselben Punkte vom Typus c be- 
ginnen und enden; im iibrigen sollen die Schnitte die Punkte vom Typus 5, 
und ¢ meiden, und die Schnittwege sind im topologischen Sinne als nicht 
iiber sie hinwegziehbar zu verstehen. Nachdem so der Zusammenhang 
von F ein einfacher geworden ist, geniigt es, noch Schnitte bis zu den 
iibrigen Punkten vom Typus }b, und ¢ zu ziehen bzw. sie mit einem 
bereits vorhandenen Ufer zu verbinden. Diesen Schnitten entsprechen 


als Erzeugende Transformierte von B.” und C°. Man findet daher fir Z: 
paris Shah 
om, @¢ , 


woraus mit Hilfe der Geschlechtsformel 


k m ; 
2P—2 = i|a+m—n—Y2- S31 


a 
=1 @ o=1 o 


folgt 


Z=1+(k+m—1)j— DL 
e=1 @ 





a ATI 
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Man kann diesen Sachverhalt auch so ausdriicken: 

® ist holoedrisch isomorph mit der Wegegruppe der zu § = G/N 
gehérenden geschlossenen Fliche, wenn diese ,,punktiert“ ist in denjenigen 
Punkten, deren Typus (Verzweigungscharakter) gegeniiber © verindert ist. 

Da8 eine der genannten Transformierten als Erzeugende entfallen 
mu, hat seinen Grund in der topologischen Tatsache, daB ein Weg, der 
alle Punktierungen umschlieBt, dem bekannten im Falle der Nichtpunk- 
tierung mit der Einheit identischen Produkt der Riickkehrschnitte gleich- 
kommt, was nicht zur Elimination eines Riickkehrschnitts benutzt werden 
kann, weil jeder Riickkehrschnitt in diesem Produkt zweimal vorkommt. 

Der Fall der Hauptkongruenzgruppe ordnet sich mit A, = T, 
A, = TS-* dem allgemeinen Resultat unter und liefert (fiir eine be- 
liebige Stufe n): 

Z=1+4: 


Zugleich sieht man, weshalb ein Eliminationsverfahren, das die an sich 
einfacheren Erzeugenden (A) und (A, ~) nicht eliminiert, ungiinstig ist. 
Denn dann ist die Aufstellung der Relation, die nach obigem das Produkt 
aller (A) und (A, ~) mit den (A, uw, v) verbindet, unvermeidlich, was zum 
mindesten sehr umstandlich ist. 

Auch die von Rademacher fiir die von ihm untersuchten Unter- 
gruppen angegebenen Anzahlen lassen sich rasch aus obigem Satze ableiten. 


§ 8. 
Die Modulargruppe abstrakt. 

Solange P = 0, lassen sich die Erzeugenden als Transformierte 

von S?’ wahlen. Das ist wegen 
Pg wee tn Ue — 6) 

nur fiir p <5 méglich. Dasselbe folgt unabhingig von den Uberlegungen 
des §7 aus der Tatsache, daf dann die Anzahl der (A) und (A, u) nicht 
kleiner sein darf als die Zahl der verlangten freien Erzeugenden. Es sei 
daher fiir p = 5 noch eine andere Elimination angegeben, die zugleich 
die Umstindlichkeit dieses Weges dartut. Die urspriinglichen Elimi- 
nationsrelationen lassen sich nach Elimination von (A, u, 1) so schreiben: 


Lu, 4) = +llu - 4, 
&) x 4, j - “pl 1, . (A), i: 
(39) (A, w, 2) (A +1, 44—2, 2) = 1, 
(40) (A, wu — 1, 3) (A+ 1, 44¢—2, 3) = 1, 
(41) (A, w, 2) (A+ 1, 44 — 2, 3) (4, u—1, 4) = 1, 
(42) (0, 0, 2) (1, 3) (1) = 1. 
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Man driickt mit Hilfe von (39) und (40) die (1, uw, 2) bzw. (1, u, 3) 
durch die (0, u, 2) bzw. (0, w, 3) aus. Aus (41) wird dann: 


(43) (0, u, 2) (0, w—-1, 3)-*(0, w—1, 4) = 1 

und 

(44) (0, 4u —2, 2)-1(0, 44 — 2, 3) (1, w«—1, 4) = 1. 
Statt (44) laBt sich auch schreiben: 

(45) (0, « —1, 2)-*(0, »—1, 3) (1, 44 —2, 4) = 1. 

Aus (43) und (45) folgt bei Elimination von (0, y, 3): 

(46) (0, u, 2) (1, 4 —2, 4) (0, w —1, 2)-1(0, »—1, 4) = 1. 


(46) gestattet, (0, 4,2) durch (0, ~— 1,2) und (A, uw, 4) auszudriicken. 
Fiihrt man das der Reihe nach fiir « = 1, 2, 3, 4,0 durch und setzt das 
jeweilige Resultat in das folgende ein, so kommt eine Relation zum Vor- 
schein, in der (0,0,2) zweimal und jedes (A, u,4) genau einmal vor- 
kommt. Unter Beriicksichtigung von (38) und (42) geht sie iiber in die 
Relation zwischen den (A) und (A, ~), von der am Ende von §7 die 
Rede war. Man benutzt sie, um etwa noch (1, 4) zu eliminieren. Die 
dann noch bleibenden Erzeugenden lassen sich mit Hilfe geeigneter Auto- 
morphismen auf die Form bringen: 

SS, STSTS-+, S&TSTSTS-*TS-* p = 0,1, 2, 3, 4. 


Will man die Modulargruppe abstrakt charakterisieren, d.h. durch 
Angabe hinreichender und woméglich unabhangiger Relationen R(S, T') = 1, 
so hat man dazu nur die Erzeugenden von J’ der Einheit gleichzusetzen. 
(47) Se = JT = (ST) = 1 
reicht nur fiir p = 2 (Diedergruppe der Ordnung 6), p = 3 (Tetraeder- 
gruppe), p = 5 (Ikosaedergruppe) aus. Fiir p >7 miissen zu (47) min- 
destens eine, héchstens 2 P weitere Relationen hinzutreten. Diese Héchst- 
zahl la4Bt sich aber noch erheblich reduzieren. 

Da (A, u, v) sich als Transformierte von (0, u, v) auffassen laBt, so 
geniigen also nach §6, wenn die Exponenten von S mod verstanden 
werden, neben (47) die Relationen 
(48) STS TS TSH—e* = Vote y+0,+1, 


p-—1 


(49) vi =1 

zur Charakterisierung der Modulargruppe. (48) und (49) sind aber gleich- 
bedeutend mit 

(50) STS TS’ TS-#" TS-" TS-*T = 1 

und 


(51) Vioay — TS TSW TS. 





. SRR 
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Aus (50) folgt fir « = 1, » = a: 


V-'ISV = S* 
und daraus 


(52) V-"S«* yr — Se*"** fir «= 1,0,—1. 
Setzt man V, = TS’ TS''"TS’, so folgt aus (49) bis (51): 
VT = TTS“ TS TS, 


= T Pind i/r 
= T(Virdr)—1 

oder 

(53) (V, TY = 1. 


Es JaBt sich nun zeigen, daB (50) und (51) aus (53) folgt. Zunichst 
sei (51) als Folge von (50) und (53) dargestellt, indem man (52), das ja 
aus (50) folgt, dazu benutzt, die rechte Seite von (51) in Potenzen 
von V auszudriicken. Wir nehmen » = «?*+* und formen mit Hilfe von 
(VT) = 1 um: 
TS TS" TS = TV-*8S“ Ve TV'S ‘*V-"TV-*S"V" 

= TV-"S“ TS* *TS“V" 

= TY-*Ty: ye 

= V2rre 

= Pind 

Zum Nachweis, daB (50) eine Folge von (53) ist, bezeichnen wir die 
linke Seite von (50) mit R, und finden: 
Ra+ a= S™ Ry g-* Ra. 
Ist darin nun m fest und +0 und lat man yw der Reihe nach die Werte 
m,2m,...,(p—1)m annehmen, so sieht man, daB es geniigt, R, = 1 
zu setzen. Wahlt man m = 2/», so erkennt man R,, = 1 rasch als 
Folge von (V,T)? = (V1, T? = 1. 
Statt (53) schreibt man besser 

(54) (S° TSW" TY = 1 
und hat also das Ergebnis): 





18) das in der Form (54) von Bussey stammt [Proc. Lond. Math. Soc. (2), 5 
(1905), S. 296]. Andere hinreichende Relationen hat zuerst Moore angegeben. 
Vgl. auch Dickson (Proc. Lond. Math. Soc. 35, 8S. 292) oder ,,Linear groups‘ (1901), 
8.300. In neuerer Zeit gab B. Malmrot dieselbe Charakterisierung der Modular- 
gruppe im 2. Teil seiner Dissertation: ,,Studien iber Gruppen, deren Ordnung ein 
Produkt von 6 Primzahlen ist‘, Uppsala 1925 (zitiert nach Fortschritte der 
Math. Jahrgang 1925). 
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Die Modulargruppe p-ter Stufe ist charakterisiert durch (47) und (54) 


wo » nur eine gewisse Anzahl von Werten < $(p—1) anzunehmen hat. 


. , l , 
Denn erstens geben die Werte », — », ees > zur selben Relation 


(54) AnlaB. Zweitens liBt sich die Herleitung von (54) ebenso durchfiihren, 
wenn » nur die Werte «,# und die durch das Eliminationsverfahren von 
§5 gefundenen Werte und ihre Reziproken annimmt. 

Wir geben eine Zusammenstellung der abstrakten Modulargruppen 
bis p = 23, wobei die Relation (S* 7S” 7)? = 1 durch (z, y) symboli- 
siert sei: 

Sp f = (S&T) = I, 
p= 7: (3,3)%), 
ll: (4, 6) *), 
13: (3,5) (4, 7), 
17: (3,12) (4,9) (6, 6), 
19: (3,7) (4,10) (5,8), 
23: (4,12) (5,5) (6,8) (9, 13). 


Auf eine durchsichtigere Weise ]aBt sich die Modulargruppe durch die 
Erzeugenden S, T, V so charakterisieren: 
e— 
BSe=a Vit 2a l= (STP =(VT¥=1, V8) = &*. 
SchlieBlich sei noch bemerkt, daB sich aus (50) und (53) leicht be- 
statigen laBt 
(STS TY = 1. 


Doch bleibe es dahingestellt, ob diese Relationen zur Charakterisierung 
ausreichen. 


14) Vgl. v. Dyck a.a.O., 8.41 und Burnside ,,The Theory of Groups‘ (1911), 
8. 422. 

15) Die von Dickson [Americ. M. 8. Bull. (2) 9, S. 204] aufgefiihrte weitere 
Relation (3,8) ist entbehrlich. 

16) Die auBerdem noch errechnete Relation (7,10) ist eine Folge der ibrigen. 


(Eingegangen am 23. 5. 1932). 




















Zur algebraischen Geometrie. II. 
Die geraden Linien auf den Hyperflachen des P,,. 


Von 


B. L. van der Waerden in Leipzig. 


Im dreidimensionalen Raum liegen auf einer quadratischen Fliche oo! Ge- 
raden, auf einer kubischen Fliche F* im allgemeinen 27, wahrend eine all- 
gemeine Flaiche héheren Grades keine Geraden enthilt. 

Diese Tatsachen lassen sich leicht n-dimensional verallgemeinern. Man 
findet (vgl. § 1), da8 fiir m <= 2 — 3 auf einer allgemeinen Hyperfliche F™ 
m-ten Grades des projektiven Raumes P,, 

co (@n—3)—m 
Geraden liegen, insbesondere fiir m= 2n—3 endlich viele, aber fir 
m > 2n—3 keine. Es erhebt sich nun vor allem die Frage: Wieviele Geraden 
gibt es im Fall m = 2n— 3, und wie liegen sie? 

Die Anzahlbestimmung wird hier durchgefiihrt. Das Ergebnis ist das 
folgende: die gesuchte Anzahl h ist gleich dem Koeffizienten von p"q"—* in 
der Form 


(p —q):mp \(m— 1) p+q} ((m—2) p+ 2q} ... (p+ (m—1) qj mg. 
Man findet also fiir: 
a=2. "= == ] 
a=3,m= = 27 = $* 
n=4,m=5: h = 2875 = 5*- 23 
n=5,m=T7: h = 698005 = 78- 2035. 


Die Methode, mit der dieses Ergebnis gefunden wird, ist die folgende. 
Das Problem fiihrt auf ein System von 2-—-2 homogenen Gleichungen in 
zwei Reihen von n+ 1 Unbekannten: den Koordinaten von zwei Punkten, 
welche die gesuchten Geraden bestimmen. Dieses Gleichungssystem hat 
nun aber auSer den gesuchten Lésungen noch ,,falsche“ Nebenlésungen, bei 
denen die beiden Punkte zusammenfallen und keine Gerade bestimmen. 
(Die Dimension der falschen Lésungsmannigfaltigkeit ist dabei fiir n > 3 
noch gréBer als die der richtigen Lésungen.) Nun werden die Gleichungen 


or 
> = 
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des Problems sukzessiv herangezogen und auf jeder Stufe werden die ,,falschen“ 
Lésungen ausgeschieden und die Gradzahlen der iibrigbleibenden Mannig- 
faltigkeiten bestimmt. Zum Schlu8 bleibt eine Anzahl iibrig, welche die Summe 
der Multiplizitaten der richtigen Lésungen darstellt'). Nun stellt sich heraus, 
da8 die Multiplizititen gleich Eins sind, mithin stellt die gefundene Zahl 
zugleich die Anzahl der Geraden auf der allgemeinen F?"—* dar. 

Was die Lage der gefundenen Geraden betrifft, ergibt sich weiter, daB 
sie alle zueinander windschief sind, da8 kein Tripel in einem Raum P, liegt 
und kein Quadrupel eine gemeinsame Transversale besitzt, tiberhaupt daB 
zwischen weniger als 7 Geraden keinerlei algebraische Relation besteht. 
Die Zahl 7 1a8t sich iibrigens durch verfeinerte Betrachtungen noch mindestens 
verdoppeln. 


§ 1. 
Die Existenz der Geraden. 

Sind § und 7 zwei Punkte des P, und f = 0 eine Hyperfliche m-ten 
Grades, so findet man die Bedingungen dafiir, daB die Gerade A, & + A,7 
der Hyperfliche angehért, indem man 

f(A, € + dyn) = AP fy HAP Ayf, +. FAP ha 
identisch in A, und A, gleich Null setzt. Das ergibt m+ 1 Gleichungen: 
(1) fp = 0; f, = 0; ...3 J, = 9, 
zu denen man, da die Punkte & und 7 willkiirlich auf der Geraden gewahlt 
werden kénnen, wenn erwiinscht, noch eine lineare Bedingung fiir die 
Koordinaten &,,..., &, und eine fiir 7,,..., 7, hinzunehmen kann, etwa: 
g, = 0, y= 0. 


SchlieBt man den Fall aus, daB die Gerade 7 die Ebene & = & = 0 
schneidet (bei einer allgemeinen Hyperfliche spielen ja die besonderen 
Geraden, welche diese Ebene schneiden, keine Rolle: sie bilden eine Mannig- 
faltigkeit von geringerer Dimension), so kann man §,+0 und », +0, 
etwa £, = 7), = 1 annehmen. Die Gleichungen (1) werden dann inhomogen; 
ibre konstanten Glieder auf der linken Seite lauten: 


Oi ys 6 Bin 
wenn a, der Koeffizient von z{z™—‘ im Polynom f ist. Es handeit sich 


also bei einer allgemeinen Form f um solche Gleichungen, deren konstante 


1) Die Methode ist dieselbe, die ich in meiner Arbeit ,,Die Alternative bei nicht- 
linearen Gleichungen“, Nachr. Ges. Wiss. Géttingen 1928, S. 1—11, angewandt habe; 
sie wird auch sonst in der abzihlenden Geometrie haufig benutzt. 
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Glieder lauter unabhingige Unbestimmte sind, welche sonst in diesen 
Gleichungen nicht mehr vorkommen. 

Ein solches Gleichungssystem ist offensichtlich unlésbar, wenn die 
Anzahl der Gleichungen gréBer als die Anzahl der Unbekannten ist, also fiir 
m+1>2n—2, 

m>2n— 3. 
Fiir m= 2 —3 ist das Gleichungssystem lésbar, falls die linken Seiten, 
nach Weglassung ihrer konstanten Glieder, algebraisch-unabhingige Polynome 
in &,..-, En» Na» - ++» Y_ Garstellen*), und die Dimensionszahl der Lésungs- 
mannigfaltigkeit ist in diesem Fall 2 — 3— m. 
Wir setzen also 

fe (E, ) = a, + 9 (E, 0) 
und haben noch die algebraische Unabhingigkeit der Polynome g,(&, 7) 
fiir Unbestimmte §,7 zu beweisen. Waren die g, algebraisch-abhangig, 
so wiirden sie es bleiben bei jeder Spezialisierung der unbestimmten Koeffi- 
zienten der Form f. Spezialisieren wir nun / folgendermaBen: 


® : q . , 
f = Ja,2f ce-' + 2 aft aem—*—1 2, 
0 0 
wog = (*S] <= n—2 (wegen m < 2n—3) ist. Dann wird 
Jo = $a. 91 = Ny Is = Fs: Go = Ny +++» Goq = S24q Yoqti = M+¢ 


Diese GréBen sind aber offensichtlich algebraisch-upabhingig. Also sind 
die g, es auch und die aufgestellten Behauptungen iiber die Lésbarkeit und die 
Dimensionszahl sind bewiesen. 

Gleichzeitig folgt, daB die Lésungen eine irreduzible algebraische 
Mannigfaltigkeit bilden (irreduzibel in bezug auf den Rationalititsbereich Q 
der Unbestimmten a,), was insbesondere im Fall m = 2n—3 bedeutet, 
daB alle Lésungen algebraisch-konjugiert (in bezug auf den genannten 
Rationalitatsbereich) sind. 

SchlieBlich folgt noch [vgl. FuBnote *)], daB das Ideal (f,,..., fm) im 
Polynombereich 2 [£,, ..., Ens %g» +++» Mn] ein Primideal ist. Im Fall 
m = 2 n — 3, wo das Primideal nulldimensional ist, ist also sein Grad (= Rest- 
klassenzahl) gleich seiner Nullstellenzahl. 

Diese Relation bleibt erhalten, wenn die Nullstellen des Ideals zum 
Kérper 2 adjungiert werden. Also zerfillt das Ideal dann in so viele Primideale 
vom Grad Eins, als es Nullstellen gibt. 

Daraus folgt, daB die (idealtheoretische) Multiplizitét der Nullstellen 
gleich Eins ist. Diese Erkenntnis ist fiir die Abzihlung in § 2 von Wichtigkeit. 


*) Vgl. § 2 der unter *) zitierten Arbeit. 
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§ 2. 
Die Anzahl der Geraden. 


Wir kehren nun zum Gebrauch homogener Koordinaten zuriick und 
fassen ein Punktepaar (¢, 7) auf als einen Punkt eines zweifach-projektiven 
Raumes P,,,. In diesem Raum definieren die Gleichungen (1) eine al- 
gebraische Mannigfaltigkeit M. Sie besteht aus der zweidimensionalen 
Mannigfaltigkeit M,; der Punktepaare der Geraden auf der Hyperfliche 
f = 0 und der (n — 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit M,_, der ,,falschen“ 
Lésungen § = n, / (&) = 0. 

Die Ausscheidung dieser falschen Lésungen geschieht folgendermaBen: 

Die n+ 1 Gleichungen f/f, = 0, /, = 0, ..., f, = 0 definieren eine 
Mannigfaltigkeit M,_,, welche in den ,,falschen“ Teil M,_, (& = n, fy = 0) 
und einen Rest M,,_, zerfallt. Wir schneiden M,,_, mit /,,, = 0 und er- 
halten eine M,_., welche sich wieder in einen ,,falschen“ Teil M,)_. mit 
€ = 7 und einen Rest M,,_, spaltet. 

So fortfahrend, findet man schlieBlich als Schnitt von M; mit /,, = 0 
(m = 2n — 3) eine Mannigfaltigkeit M, = M,+ M,. Die Mannigfaltigkeit 
M; besteht aus den Punktepaaren der gesuchten Geraden. 

Die Formen /, (i = 0,1,...,) haben in € und » die Gradzahlen m —i 
und i. Daraus folgt nach § 4 der ersten Arbeit dieser Serie*), daB die Grad- 
zahlen g,;; der Mannigfaltigkeit M,_,, wenn ihre Bestandteile mit der rich- 
tigen Vielfachheit gezihlt werden, durch die Koeffizienten des Polynoms 


(2) ZH5Pp"—‘g"—) = IT ((m—1) p + 49) 
i=0 


gegeben werden. Auf der rechten Seite sind iibrigens p"*+' und g"*+! durch 
Null zu ersetzen. Die Gradzahlen der Teilmannigfaltigkeit M,,_, sind alle 
gleich, da auf dieser Mannigfaltigkeit § = 7 ist. Dasselbe gilt von 
M,,~:,---,M,. Wir haben also, um die Gradzahlen des Restes M,,_, zu 
erhalten, von allen Koeffizienten des Polynoms (2) ein und dieselbe Zahl y 
zu subtrahieren. Wie gro8 y ist, wissen wir natiirlich nicht, da die Multi- 
plizitat, mit der M,’_, zu zahlen ist, nicht bekannt ist. Die Gradzahlen von 
M,,—, werden also durch das Polynom 


n n—1 
(3) I] ((m—1)p+igh—yUpr*g'** 
0 0 
gegeben. 
Wenn nun diese Mannigfaltigkeit Mj}, mit der nichsten Gleichung 


fax1 = 0 geschnitten wird, so kommt ein weiterer Faktor 


(m—n—I1)p+ (n+ 1)q 


%) Zur algebraischen Geometrie. I. Math. Annalen 108, 8. 113—125. 
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auf beiden Seiten hinzu. Das ergibt, wenn wieder die Faktoren p* +! und q* + * 
durch Null ersetzt werden: 


a+ 


() IT ((m—a) p +ig—ymEprtg*. 


Die Gradzahlen von M,,_, sind die Koeffizienten dieses Polynoms. M,'_, 
hat wieder lauter gleiche Gradzahlen, also hat man, um die Gradzahlen 
von M,_, zu erhalten, von allen Koeffizienten von (4) die gleiche (un- 
bekannte) Zahl 6 zu subtrahieren. Zum Gliick treten die Unbekannten y 
und 6 nur in der Kombination y’ = ym + 6 auf und wir erhalten: 


n+1 n—2 

IT ((m—1) p +igh—y Spr—*g'**. 

1 0 

Da der Ausdruck dieselbe Gestalt hat wie (3), kénnen wir das Verfahren in 
derselben Weise fortsetzen bis zur Gleichung /,,=— 0. Die unbekannten 


Multiplizitaten kombinieren sich in héchst angenehmer Weise zu einer einzigen 
Unbekannten y”’ und man erhialt fiir die Gradzahlen von M; die Formel: 


IT ((m —t)p+tq)—y”" (p*qr—* + p"—*q*-* + p*—* QQ"). 


Die Ausrechnung des Produktes TT (mit der schon erwaihnten Ver- 


1 
nachlassigung von p"*! und g"*") ergibt einen Ausdruck der Gestalt 
Bog P™ Q*—* + a, P™— 1 Q"—* + Ogg p™—* Q", 
die Gradzahlen von M; sind daher 
too", Mi—Y", Yeo—7": 

Zur Bestimmung von y” geniigt nun die Bemerkung, daB die beiden 
diuersten Gradzahlen von M, gleich Null ausfallen miissen. Da es namlich nur 
endlichviele Geraden £7 auf der Hyperfliche gibt, so kinnen zwei allgemeine 
lineare Gleichungen in den é allein oder in den 7 allein durch die Punktepaare 7 
nicht befriedigt werden. Also ist 


, 


y”” = Goo = Meo 


und die Gradzahlen von M; sind 


0, Oi — Xoea> 0. 


Die mittlere Gradzahl gibt die Anzahl der Geraden an, jede mit der 
Multiplizitét gezihlt, mit der sie bei Hinzunahme einer linearen Gleichung 
in € und einer ebensolchen in 7, z.B. der Gleichungen & = 0, 7, = 0 
erscheint. Diese Multiplizititen sind aber nach §1 gleich Eins; also stellt 
die mittlere Gradzahl a,, — %q» zugleich die Anzahl h der gesuchten Geraden dar. 


Mathematische Annalen. 108. 17 
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Multipliziert man das Polynom 
TT ((m —8) p +49) = Gyr gr—? + Oy 8G? + gg P29" 


noch mit p— q, so wird der Koefiizient von p" g*~! gerade a; — a»: das 
ergibt genau die in der Einleitung erwaihnte Regel zur Berechnung von h. 

Mit derselben Methode kann man iibrigens auch die Mannigfaltigkeit 
der geraden Linien auf Hyperflichen F™ vom Grad m< 2n—3 unter- 
suchen. Man findet z. B. fiir n = 4, daB auf einer F* des P, eine absolut- 
irreduzible Mannigfaltigkeit von oo? Geraden liegt, von denen durch jeden 
Punkt der Hyperflaiche 6 gehen, wahrend in jeder Hyperebene 27 von diesen 
Geraden liegen und jede zwei ebene Schnittkurven der Hyperfliche durch 
45 Geraden verbunden werden. Ebenso bilden die 201 Geraden auf einer 
Flache F* des P,, eine absolut-irreduzible Mannigfaltigkeit, die eine Flache 
vom Grade 160 einfach iiberdeckt. 


§ 3. 
Die Lage der Geraden. 


Wir zeigen jetzt, daB fiir n >3 kein Paar schneidender Geraden auf 
einer allgemeinen F?"~* liegt. 
Ein Paar schneidender Geraden hingt von 3n—2 Parametern ab. 


Soll eine Hyperfliche F™ das Paar enthalten, so miissen ihre ( nid ") Koeffi- 


n 
zienten den 2m-+ 1 linearen Bedingungen geniigen, welche ausdriicken, 


daB die Hyperfliche den Schnittpunkt S und noch m beliebig gewiahlte 
Punkte der einen und m der anderen Geraden enthalten soll. Diese linearen 
Bedingungen sind unabhangig, denn man kann leicht zerfallende Hyperflachen 
angeben, welche alle diese Bedingungen erfiillen bis auf eine nicht erfiillte. 
Also bleiben nach Wahl des Geradenpaares nur ( re a — (2m + 1) Koeffi- 


zienten willkiirlich verfiigbar. Zahlt man zu dieser Parameterzahl noch die 
3n—2 des Geradenpaares und setzt m = 2 —3, so erhalt man 


("+") —(@m+1)—(3n—2) = ("*")—n +3 


n 


Parameter, also um » — 3 weniger als die Konstantenzahl einer allgemeinen 
Gleichung m-ten Grades. Also ist eine F?"~—*%, welche ein schneidendes 
Geradenpaar enthilt, keine allgemeine. 

Mit derselben Methode beweisen wir, daB die allgemeine F?"~—* (n > 3) 
nicht 6 Geraden enthalt, zwischen denen irgendeine algebraische Relation 
besteht. Es geniigt, den Fall » = 4 zu betrachten. 6 windschiefe Gerade 
hingen von 36 Parametern ab. Wenn zwischen diesen eine algebraische Ab- 
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hingigkeit besteht, so hingen sie von héchstens 35 unter ihnen algebraisch 
ab. Wenn eine Flache F? die 6 Geraden enthalten soll, hat sie aber 36 unab- 
hangige lineare Bedingungen zu erfiillen, welche ausdriicken, daB sie von 
jeder dieser Geraden 6 Punkte enthalt. Die Unabhingigkeit der 36 Be- 
dingungen folgt wie oben durch Angabe von vollstindig zerfallenden F°, 
welche alle Bedingungen bis auf eine erfiillen. Die Parameterzahl der Hyper- 
flachengleichung ist also héchstens 
(*+°)—36435 < (*7°), 

also ist die Flache keine aligemeine. 

Insbesondere folgt daraus, daB keine drei Geraden des F* in einem Raum 
P, liegen, daB keine vier eine gemeinsame Transversale besitzen, usw. 


(Eingegangen am 27. 7. 1932.) 


17* 








Uber Kegelschnitte im Raum. 
Von 


G. Thomsen in Rostock. 


Finleitung. 

Vor einiger Zeit hat sich Herr A. Kawaguchi") mit der Frage nach ge- 
eigneten Koordinaten fiir den Kegelschnitt im Raum beschiftigt, wobei 
er natiirlich vor allem die Verwendung der Koordinaten in der projektiven 
Geometrie ins Auge faBt. Herr Kawaguchi fiihrt ganz neuartige Kegelschnitt- 
koordinaten ein; um deren Brauchbarkeit zu erweisen, greift er vor allem 
auch differentialgeometrische Fragen an. Ich méchte der Methode von 
Kawaguchi hier eine andere an die Seite stellen. Der hier verfolgten Methode 
liegt allerdings keine neue Idee, sondern nur die konservative Einstellung 
zugrunde: Am besten verwendet man auf die Dauer doch die Kegelschnitt- 
koordinaten, die man seit alters her implizite in den Lehrbiichern der ana- 
lytischen Geometrie benutzt hat. Man denkt sich die Gleichung des Kegel- 
schnitts in den projektiven Ebenenkoordinaten u,, ts, us, u, der ihn beriibren- 
den Ebenen in der Form 

z a*?u,u, = 0 (mit at? = a’) 

@,p=1 

gegeben, wobei die Matrix || a*? || der Koeffizienten bekanntlich den Rang 3 
besitzen mu8. Die zehn an diese eine Nebenbedingung gekniipften GréBen a*? 
(bei denen es nur auf die Verhiltnisse wesentlich ankommt) fassen 
wir als die Koordinaten des Kegelschnitts auf. Bei den projektiven Trans- 
formationen benehmen sich die a*’, von einem gemeinsamen Faktor ab- 
gesehen, wie ein Tensor zweiter Stufe. Die Rolle dieser natiirlich schon vieler- 
orts benutzten Kegelschnittkoordinaten mu8 nur etwas systematischer 
heransgearbeitet werden, und das zu ihnen gehérige formale Handwerkszeug 
mu etwas tibersichtlicher bereitgestellt werden, als das bisher geschehen 
ist: dann erweisen sie sich als sehr geeignet auch zur Behandlung schwieriger, 
z. B. differentialgeometrischer Fragen. 





1) ,,Uber die Differentialgeometrie der Kegelschnitte im dreidimensionalen 


projektiven Raum“. Journal of Faculty of Science, Hokkaido Imperial University, 
(1) 1, No. 1 (1930). 
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Um eine Anwendung zu geben, behandeln wir die Flachen, auf denen 
(mindestens) eine Schar von Kegelschnitten gelegen ist*), nach dem Muster 
der Differentialgeometrie einparametriger Mannigfaltigkeiten (d.h. mit 
,,Frenet-Formeln“ und natiirlichen Gleichungen). Es wird hier z. B. die 
Figur zweier unendlich benachbarter Kegelschnitte im Raum untersucht, die 
schon deshalb bemerkenswert ist, weil sie (wenigstens im allgemeinen Fall) 
genau ein projektives Koordinatentetraeder mit Einheitspunkt festlegt. 
Die Figur besitzt dagegen keine absolute projektive Invariante. Es werden 
ferner die Flachen bestimmt, auf denen (mindestens) eine der drei Scharen der 
Darboux-Kurven aus Kegelschnitten besteht. Es ergeben sich, einer gewissen 
Fallunterscheidung entsprechend, zwei Flichenklassen, deren erste von drei 
willkiirlichen Funktionen einer Variablen, und deren zweite nur von 
einer solchen Funktion abhingt. Die Flichen der ersten Klasse ergeben 
sich als Hiillflichen solcher spezieller einparametriger Scharen von Flichen 
zweiter Ordnung (F,), bei denen konsekutive F, sich stets lings eines Kegel- 
schnitts beriihren*). Die Flachen der zweiten Klasse sind wesentlich anderer 
Art. Man erhalt jede Flache dieser Klasse, indem man von einer Raumkurve 
ausgeht, deren Tangenten alle in einem festen linearen Strahlenkomplex 
gelegen sind. Man hat durch jedes Linienelement einer solchen Kurve einen 
in der Schmiegebene gelegenen Kegelschnitt zu legen. Diese Kegelschnitte 
miissen aber noch nach einem ganz speziellen Gesetz lings der Kurve variieren, 
damit sie eine Flaiche unserer zweiten Klasse iiberdecken: 

Mit dem in dieser Arbeit gegebenen Formalismus diirften sich auch 
schwierigere Fragen in Angriff nehmen lassen: 

Die Flaichen mit mindestens einer Schar von Kegelschnitten hingen von 
sieben willkiirlichen Funktionen einer Variablen ab. Bekanntlich hat Darboux*) 
gezeigt, daB auBer den F, die Steinersche Fliche und die Regelflache dritter 
Ordnung die einzigen Flichen sind, auf denen unendlich viele Scharen von 
Kegelschnitten gelegen sind. SchlieBt man diese Flichen aus, so ist die Maximal- 
zahl endlich vieler Scharen von Kegelschnitten, die eine Flache erfiillen 
kénnen, 27. So enthalten z. B. die Flachen dritten Grades 27 Scharen von 
Kegelschnitten. 

Nun wiirden die Fragen von Interesse sein: Welches sind die Flachen 
mit genau zwei, genau drei, genau neun usw. Scharen von Kegelschnitten ? 
Mit dem in dieser Arbeit entwickelten Formalismus erscheinen diese Fragen 
angreifbar. Eine Fliche mit genau drei Scharen nichtzerfallender Kegelschnitte 


2) Diese Flachen hat auch schon Kawaguchi in der unter ') genannten Arbeit 
untersucht. 

3} Das heiBt also: die Schnittkurve konsekutiver F,, reduziert sich auf einen doppelt 
zihlenden Kegelschnitt. 
*) Bull. des sciences math. (2) 4 (1880), S. 348 ff. 
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ist z. B. die Tangentenfliche der Raumkurve dritter Ordnung. Diese Flache 
ergibt sich auSer dem Kegel zweiter Ordnung als die einzige Torse mit min- 
destens einer Schar nichtzerfallender Kegelschnitte. 


§ 1. 
Elementargeometrische Verwendung der Kegelschnittkoordinaten, 

Sind z', z*, 23,2‘ homogene projektive Punktkoordinaten im Raum, 
und %;, Uy, Us,u, die zugehérigen Ebenenkoordinaten, so transformieren 
sich die z* (a = 1,...,4) bei projektiven Abbildungen bekanntlich kontra- 
gredient zudem u,. Wir kénnen die z*, von einem gemeinsamen Normierungs- 
faktor abgesehen, zu einem kontravarianten und die u, zu einem kovarianten 
Vektor zusammenfassen. Wir wollen in dieser Arbeit stets im komplexen 
projektiven Raum operieren und Realitaitsunterschiede im allgemeinen nicht 
beriicksichtigen. Unter ,,projektiven Abbildungen“ verstehen wir dann die 
Gruppe der komplexen projektiven Transformationen des Raumes. Durch 
eine quadratische Gleichung 


(1) at? u, us = 0 
mit 

(2) at? — gfe 
und 

(3) jar? | + 0 


wird bekanntlich eine nicht ausgeartete F, als Hiillgebilde der Tangenten- 
ebenen bestimmt. Hier wie im folgenden wird in bekannter Art iiber doppelt 
vorkommende Indizes stillschweigend summiert. Nimmt man statt (3) an: 
(4) Rang {|a*? |} = 3, 

so stellt (1) einen nicht ausgearteten Kegelschnitt als Hiillgebilde der ihn 
beriihrenden Ebenen dar. Fiir 

(5) Rang {|a*? |) = 2 

bekommt man ein Paar von Ebenenbiindeln, oder, wie man auch sagen kann, 


ein Punktepaar als Ort aller durch mindestens einen von ihnen hindurch- 
gehenden Ebenen. Fiir 


(6) Rang {|a*?|} = 1 


ergibt sich ein einzelnes, doppelt zu rechnendes Ebenenbiindel. In allen 
Fallen transformieren sich die zehn GréBen a*’, von einem gemeinsamen 
Faktor abgesehen, wie ein kontravarianter Tensor zweiter Stufe. Einen 
Kegelschnitt im Raum kénnen wir somit durch einen symmetrischen kontra- 
varianten Tensor zweiter Stufe a*’ vom Rang 3 darstellen. Wir fassen die 
zehn a*? als die homogenen Koordinaten des Kegelschnittes auf; sie sind, 
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abgesehen von den in der Bedingung Rang {|a*?|} >2 steckenden Un- 
gleichungen, an die eine in (4) steckende Gleichung 

(7) |as?| = 0 

gekniipft. 

Fiir den Gebrauch der Koordinaten fiihren wir zweckmaBigerweise ein 
GréBensystem e.g,3 mit vier unteren, unabhingig die Ziffern von 1 bis 4 
durchlaufenden Indizes ein, das in jedem Indexpaar schiefsymmetrisch ist. 
Von den GréBen sind dann alle Null, bei denen mindestens zwei der Indizes 
zusammenfallen, von den iibrigen sind alle untereinander gleich, bei denen 
die Indizesfolge «, 8,y, 6 durch eine gerade Permutation aus 1, 2, 3,4 ent- 
steht, ferner sind alle diese GréBen gleich dem Negativen der noch fehlenden 
€agyd die zu einer ungeraden Permutation von 1, 2,3,4 gehéren. Es gibt 
unter den é.g,3 somit nur eine wesentliche von Null verschiedene GréBe. 
Wir wollen im folgenden 
(8) i234 = | 
annehmen, dann sind alle e.s,3 entweder als 0 oder als 1 oder als — 1 be- 
kannt. Bekanntiich transformiert sich unser schiefsymmetrisches GréBen- 
system, von einem gemeinsamen Faktor der Determinante der linearen 
Transformation abgesehen, wie ein kovarianter Tensor vierter Stufe. Es ist 
leicht festzustellen, daB fiir unsern Kegelschnitt (1) (4) gilt 
(9) Capyd Cipre @** ah" ar” ate = 0, 
denn die Summe links ist einfach das 24fache der Determinante | a*? |. 

Wir wollen im folgenden einen kontravarianten Tensor zweiter Stufe b«? 
(z. B. die Koordinaten eines Kegelschnittes oder das Koeffizientensystem 
einer F, in (1) unter Weglassung der Indizes kurz mit dem zugehérigen Fett- 
druckbuchstaben bezeichnen (0), analog dem Verfahren der Vektoren- 
rechnung, wo man fiir z* auch # oder 9 schreibt. Haben wir nun vier (nicht 
notwendig symmetrische) kontravariante Tensoren zweiter Stufe a, B, c, d, 
so ist der zugehérige Ausdruck 
(10) 3= Cap yd Ciuve 4% * bP cr” dee 
eine relative Invariante, wie aus dem Tensorcharakter von e,s,3 hervor- 
geht. Wir bezeichnen 3 als das ,,schiefe Produkt der vier Tensoren“, auf 
deren Reihenfolge es offenbar nicht ankommt. Wir schreiben in symbolischer 
Abkiirzung 
(11) 3 = «a, b, c, da. 

Die invarianten Bildungen der Form (10) sind besonders im Fall symmetrischer 
Tensoren wichtig (z. B. bei der Herstellung von Invarianten von Kegelschnitten 
und F,), da man dann ein einzelnes schiefsymmetrisches e,g,3 nicht mit 
einem symmetrischen a*? iiberschieben kann, ohne da Null herauskommt. 
Man braucht dann die mit zwei e-Tensoren gebildeten Invarianten. 
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Fiir die schiefen Produkte gelten Rechenregeln wie die folgenden: 
(12) (a, b, ec, d) = ia, b, c, @, 
wenn A ein Skalar ist und Aa@ den Tensor A-a*? bedeutet. Ferner gilt, 
wenn g +h der Tensor mit den Komponenten g*? + h*? ist: 
(13) g +h, b, ¢, d = g, b, ce, d + th, b, c, a. 
Allgemeiner gilt: 
(13a) Ag +uh, b, ce, d = Ag, b, ec, M+ wth, b, e, @. 
Gleichung (9) kénnen wir schreiben als 
(14) (a, a, a, a) = 0. 


Die ZweckmiBigkeit unserer Koordinaten und im besonderen auch die unserer 
Abkiirzung (11) mége an folgenden drei elementargeometrischen Beispielen 
erlautert werden, deren Tatsachen wir ohne Beweise zusammenstellen. 

I. Absolute projektive Invariante zweier in verschiedenen Ebenen 
gelegener Kegelschnitte. 

Sind a*? und 6*? die Koordinaten der Kegelschnitte, so ist durch 


((a, a, b, b))*® 
(15) k= (a, a, a, 6) - (a, b, b, b) 





die einzige projektive Invariante des Kegelschnittpaares gegeben. A ist 
invariant, weil die rechte Seite homogen vom Grade Null in den e,,,, ist, 
und ebenso in den a*? und den 6*?. Ist D das Doppelverhiltnis der beiden 
Punktepaare, in denen die Kegelschnitte die gemeinsame Schnittgerade ihrer 
Ebenen treffen, so gilt, wie leicht nachzurechnen: 

9 (D+ 1\2 
(16) K = <(5=3)- 
FaBt man a*? als absoluten Kegelschnitt einer euklidischen MaSbestimmung 
auf, so kann man XK durch das Verhiltnis der Hauptachsen B, und B, des 
zweiten Kegelschnittes erkliren, und zwar gilt: 


(17) i os 1 (BP + BR) 


81 B?- B} 
Weil K nach (15) in @ und DB symmetrisch ist, sieht man, daB bei Ver- 
tauschung der Rollen der Kegelschnitte die numerische GréBe des Ausdruckes 
auf der rechten Seite von (17) erhalten bleibt. 

II. Ist a*? ein Kegelschnitt, so ist durch ¢.g,3 €iuy, a“ a7’ a*e ein 
GréBensystem mit den freien unteren Indizes « und A gegeben, das, von einem 
Normierungsfaktor abgesehen, einen kovarianten Tensor zweiter Stufe dar- 
stellt. Dieser Tensor erweist sich, wie leicht nachzurechnen, als vom Rang 1, 
er lat sich also mittels eines Vektors v, als Produkt v,v, darstellen: 


(18) 140, = Capyd Caure "ar are. 








—, = 


_- o-_r. = -. & 22 Oo coe 
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v, ist, wie leicht nachweisbar, einfach der kovariante Vektor der Ebene des 
Kegelschnitts. Man kann die Verhiltnisse der v, auch als Lésungen des 
homogenen Gleichungssystems 

(18a) a*?y, = 0 

gewinnen, dessen Matrix den Rang 3 besitzt. Hat man weiter eine beliebige 
von v, verschiedene Ebene w,, so ist durch 

(19) y* = a*? we 

der in der Kegelschnittebene gelegene Punkt y* gegeben, dessen Polare 
beziiglich des Kegelschnitts die Schnittgerade von v, und w, ist. Setzt man 
in (19) alle die w, ein, fiir die a*? w, w; = 0 gilt, so erhalt man also simtliche 
Punkte des Kegelschnitts. 

III. Schreiben wir fiir den Tensor zweiter Stufe z* y’, der als Produkt 
zweier kontravarianter Vektoren entsteht, das Fettdrucksymbol [a y] 
und setzen wir auch solche Symbole in die vier Leerstellen des schiefen 
Produkts (11) ein, so kénnen wir, wenn @ einen Kegelschnitt darstellt, den 
Ausdruck 


. _ (xx), yy), @ @ 
(20) P= (ia y). @, a, a)? 


bilden. P ist nur eine relative Invariante; da sie erstens in den e,g,3 nicht 
homogen vom Grade Null ist, und da sie zweitens von der Normierung der a 
abhingt. Fiir jedes Punktepaar z, y ist P, wie man leicht berechnet, bis 
auf einen nur von den a“? und nicht von den 2z*, y’ abhiingigen Faktor gleich 
dem Quadrat des Abstandes der Punkte z und y fiir eine euklidische Geometrie 
mit dem MaBkegelschnitt a. Nimmt man a in einer festen Normierung, so 
kann man bei geeigneter Wahl der Mafeinheit fiir alle Punktepaare gleich- 
zeitig P als das zugehérige Entfernungsquadrat beztiglich des MaBkegelschnittes a 
ansprechen. Mit Formeln wie (20) kann man also euklidische Bewegungs- 
geometrie in projektiven Koordinaten treiben, indem man den Tensor @ 
des absoluten Kegelschnitts in den Formeln mitfiihrt. 





§ 2. 
Kegelschnittscharen (Begleitkegelschnitte, invarianter Parameter). 

Wir betrachten einparametrige Scharen von Kegelschnitten, die wir uns 
mit Hilfe eines Parameters ¢ darstellen, indem wir die zehn a“? als analytische 
Funktionen a**(t) vorgeben. Die Punkte der Kegelschnitte erfiillen dann eine 
Fliche. Es gilt jetzt (14) identisch in t. Schreiben wir fiir “ a** auch a*? 
(im folgenden werden wir iiberhaupt Ableitungen nach ¢ durch Punkte kenn- 
zeichnen), so folgt aus (14) durch Ableiten wegen der Konstanz von ¢é,3, 
und wegen der Vertauschbarkeit der vier Tensoren in dem Symbol (11): 
(21) (a, a, a, a) = 0. 
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Wir setzen fiir das Folgende weiter zur Abkiirzung 





(22) B = (a, a, a, @, 
(23) C = «a, a, a, @), 
(24) D = (a, a, a, @. 


Wir betrachten das Biischel aller Tensoren c*’, die durch Linearkombination 
(25) cz? — A -qaze + pare 


von a*? und a*? mit zwei beliebigen skalaren, d. h. je fiir alle zehn Gleichungen 
iibereinstimmenden Faktoren A und yu, entstehen. Im allgemeinen wird c*? 
den Rang 4 besitzen, durch 


(26) c*? u, Ug = 0 
ist dann eine F, dargestellt. Durch das Gleichungspaar 
a*?u,ug =O und (a*? + a*?dt)u,us = 0 


oder, was auf dasselbe hinauskommt, durch das Paar der Gleichungen 


(27) a*?u, us = 0 
und 
(28) a"? Ug uy = 0 


sind alle Ebenen bestimmt, die zwei benachbarte Kegelschnitte unserer 
Schar gleichzeitig beriihren. (Sie bilden im allgemeinen Fall eine Torse 
vierter Klasse). Alle u,, die (27) und (28) erfiillen, geniigen nun von selbst 
auch der Gleichung (26) mit einem beliebigen c*? des Biischels (25). Die c*? 
sind also solche F,, welche die ganze Schar aller unsere beiden Nachbarkegel- 
schnitte gleichzeitig beriihrenden Ebenen zu Tangentenebenen haben‘). 
Beksnntlich nennt man c*? das durch die beiden Kegelschnitte a*? und 
a*? + a*? dt bestimmte Flachenbiischel zweiter Klasse. Fiir die Ebene v, (t) 
des Kegelschnittes a*?(t) gilt nach (18a): a*?v, = 0 identisch in ¢. Durch 
Ableitung folgt: a*’v, + a*?v, = 0, multipliziert man mit v; hinein, so 
erhalt man, da das zweite Glied wegen (18a) verschwindet: 


(28a) ath vv, = 0. 


Da natiirlich auch a*’ v, vz = 0 gilt, so hat man: c*?v,v, = 0, d.h. die 


Ebene v beriihrt alle F, des Biischels (25). 





5) Im allgemeinen Fall sind die cf die einzigen F,, die alle diese Ebenen berihren. 
Wenn die Torse vierter Klasse entartet, kann es aber vorkommen, daB die c«/ des 
Bischels nicht die einzigen F, sind, die alle Tangentenebenen der Torse beriihren. 
Die Torse kann z. B. in einen Kegel zweiter Ordnung entarten, und dann gibt es oo ; 
solche F,. Aber auch wenn die Torse in eine Torse dritter Ordnung entartet (vgl. § 7, 
8. 165 ff.), gibt es co* F,. 
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Untersuchen wir, wann unter den c*? Kegelschnitte, oder noch grébere 
Ausartungen von Flachen zweiter Klasse vorkommen. Es mu8 dann 
(29) 24-|e*?| = €a+ypa; da+pa; Aa+pa; da+pa@ =0 
sein, was nach den Regeln (12), (13), (13a) wegen (14), (21), (22), (23), (24) 
auf 
(30) 6A? nv? B+ 44°C + nAD=0 
fiihrt. Man sieht, da8 fiir «2? = 0 der Ausgangskegelschnitt als mindestens 
doppelt zihlender Kegelschnitt auftritt. LaSt man den Faktor u* weg, so 
bleibt die quadratische Gleichung 
(31) 6A27B+4AuC+ w*D=0 


fiir A: iibrig, die im allgemeinen Fall noch zwei weitere Kegelschnitte 
unseres Biischels liefert. Wir nennen diese die beiden Begleitkegelschnitte 
unserer Schar. Nach (28a) beriihren die Begleitkegelschnitte die Ebene v, 
des Grundkegelschnitts. Wir setzen zur Abkiirzung 


(32) J=3BD—2C 


fiir die negative Diskriminante der Gleichung (31). Wir kénnen jetzt fiinf 
Fille unterscheiden: 

I, B+0; J +0. Dies ist der allgemeine Fall. Hier gibt es genau 
zwei Begleitkegelschnitte. Es wird sich spiter zeigen, daB diese Kegelschnitte 
des FallesI niemals ausgeartet sein kénnen (im Sinne von (5) und (6)). 

Il. B+0; J=0. Hier fallen die beiden Begleitkegelschnitte in einen 
zusammen. 

Il, B= 0; J +0 (also nach (32) C+0). Hier gibt es ebenfalls nur 
einen Begleitkegelschnitt, weil der andere in den jetzt dreifach zaihlenden 
Ausgangskegelschnitt a*? (fiir « = 0) hineinfallt. 

IV. B=0; J =0 (also auch C = 0), aber D+ 0. Hier gibt es gar 
keinen der Begleitkegelschnitte mehr, da beide in den jetzt vierfach zihlenden 
Ausgangskegelschnitt hineingefallen sind. 

Vv. B=C=D=0 (also auch J =0). Hier sind alle c*? Kegel- 
schnitte, da (30) identisch erfiillt ist, es gibt also unendlich viele Begleit- 
kegelschnitte. 


Wenn wir die Kegelschnittkoordinaten a*? unserer Schar a*’ (¢) von Ort 
zu Ort in verschiedener Weise umnormieren, so entspricht das einer Trans- 
formation 
(33) at? = %(t)-a*? 
mit einer willkiirlichen, nirgend verschwindenden Funktion x(t). Aus (33) 
folgt 
(83a) 


ae? = x ae? + xa? 








268 G. Thomsen. 


Aus (33) und (33a) la8t sich mittels (14) und (21) leicht entnehmen, daB sich 
die GréBen (22) (23) (24) bei einer solchen Umnormierung nach den Sub- 
stitutionsformeln 
B=<B, CC =#C4322B, D=24D4-4x% «C+ 622B 

benehmen. Fiir die GréBe (32) gilt dann 

J = x J. 
Die GréBe VJ: B andert sich also bei Umnormierung nicht. Da VJ: B in 
den ¢.3,3 homogen vom Grade Null ist, so ist diese GroBe auch invariant 
gegeniiber Substitution der projektiven Koordinaten. Es bleiben nur die 


Parametersubstitutionen t = f(t) unserer Schar a“?(t) zu betrachten iibrig. 
a*? andert sich ihnen gegeniiber nicht, und fiir a*? gilt 


(34) i cee me 





da*® da*? (sty 


Daraus ersieht man, da8 B, C, D und J sich bei Parametersubstitutionen 


nach der Reihe mit (sy, (shy. (sy bzw. (sy multiplizieren. 


¥J:B multipliziert sich dann mit dem Faktor (shy. Aus alledem 


schlieBt man: Im allgemeinen Fall I ist durch 


(35) o= (Wace 


ein imvarianter Parameter unserer Kegelschnittschar gegeben, der nur von 
Ableitungen erster Ordnung abhingt. Es wird sich spiter zeigen, daB w 
im wesentlichen der einzige Parameter dieser Art ist. 


§ 3. 
Klassifikation der gegeniiber komplexen projektiven Transformationen 
verschiedenen Typen 
der Figur zweier unendlich benachbarter Kegelschnitte. 


Das allgemeinste Flachenbiischel zweiter Klasse wird durch zwei sym- 
metrische Tensoren p*? und g*? aufgespannt: 
(35a) ct? = Apt? + ug’. 
Im allgemeinsten Fall gibt es in dem Biischel vier c*?’, die in Kegelschnitte 
(oder noch gréber) entarten und die den vier Lésungen von A: yw fiir | c*?| = 0 
entsprechen. Wir sehen aus (30), daB unser Biischel (25) ein solches von 
spezieller Art ist, nimlich ein solches, bei dem (mindestens) zwei der vier 
Lésungen zusammenfallen, und bei dem dann die Doppellésung nicht weiter 
als bis zu einem Kegelschnitt entartet. (Der der Doppellésung entsprechende 
Tensor a*? in (25) hat genau den Rang 3). Statt der Aussage iiber den in (25) 
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enthaltenen Doppelkegelschnitt kénnen wir auch sagen: (25) ist ein solches 
spezielles Flichenbiischel zweiter Klasse, in dem zwei unendlich benachbarte 
Kegelschnitte enthalten sind. 

In einem solchen speziellen Flachenbiischel zweiter Klasse kénnen 
méglicherweise auch zwei verschiedene Doppellésungen von |c*?| = 0 
existieren (vgl. den in §2 angefiihrten Fall Il), oder es kénnen unendlich viele 
Lésungen existieren, die sich dann alle als Doppellésungen ansehen lassen 
(wie im Fall V). Die Doppellésung kann andererseits natiirlich auch zu einer 
drei- und vierfachen Lésung erweitert werden (Fall I] und IV). Jedenfalls 
liegt in unserem Biischel (25) immer eine Mindestensdoppellésung von vorn- 
herein als ausgezeichnet vor (auch in den Fillen, und darauf kommt es uns 
an, wo wie in II und IV mehrere solche vorhanden sind), namlich die, der 
unsere Figur zweier unendlich benachbarter Kegelschnitte a*’ und 
a“? + a*?- dt entspricht. 

Kin solches spezielles Flaichenbiischel zweiter Klasse mit einer ausge- 
zeichnet vorliegenden Mindestensdoppellésung vom Rang {c*?} = 3 ist 
natiirlich unserer Figur zweier unendlich benachbarter Kegelschnitte véllig 
aquivalent. Wollen wir die projektiv verschiedenen Typen der Figur zweier 
unendlich benachbarter Kegelschnitte klassifizieren, so kénnen wir dies 
statt dessen natiirlich auch tun mit den verschiedenen Typen von Flachen- 
biischeln zweiter Klasse von unserer speziellen Art. 

Das Problem der Klassifizierung aller projektiv verschiedenen Flachen- 
biischel zweiter Klasse ist altbekannt und vollstindig gelist*). Wir haben 
uns in dieser vollstandigen Klassifizierung nur die fiir uns allein in Frage 
kommenden Fille auszusuchen, bei denen (mindestens) ein (mindestens) 
doppeltzihlender nicht ausgearteter Kegelschnitt im Biischel enthalten ist. 
Dabei wollen wir den uns nicht interessierenden ganz speziellen Fall beiseite 
lassen, in dem das Biischel sich auf lauter in ein und derselben Ebene gelegene 
Kegelschnitte reduziert. Dieser Fall (der ein Unterfall von Fall V ist), ent- 
spricht in unserer Figur der beiden unendlich benachbarten Kegelschnitte 
dem Fall, daB beide dieselbe Ebene gemein haben, also einem Fall, der nicht 
in die Raumgeometrie, sondern in die ebene Geometrie gehért. 

SchlieBen wir diesen Fall aus, so bleiben in der vollstindigen Klassi- 
fizierung der Biischel von Flachen zweiter Klasse sechs fiir uns in Frage 
kommende Faille tibrig. Jedesmal la8t sich das Biischel durch geeignete Wah! 
der Basistensoren p*? und g*? sowie durch Einfiihrung eines geeigneten pro- 
jektiven Koordinatensystems auf eine der im folgenden angegebenen sechs 
Normalformen bringen, d.h. jedes unserer speziellen Biischel ist einem der 


*) Vgl. etwa Heffter-Koehler, Lehrbuch der analytischen Geometrie, Leipzig, 
B. G: Teubner, 1923, Bd. II, Kapitel 17. Die dortigen Untersuchungen iiber Flachen- 
biischel 2. Ordnung sind ins Duale zu iibertragen. 
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im folgenden angegebenen sechs Biischel projektiv aquivalent. Wegen des 
Beweises sei auf die Literatur, etwa das in *) angegebene Buch verwiesen. 
Es ergibt sich: Als Basistensor p*’ kénnen wir stets den Doppelkegel- 
schnitt des Biischels nehmen, jedesmal wihlen wir die Koordinaten dann 
so, daB er die Komponenten bekommt: 


1000 | 
010 0 
af = 
(36) P om eT 
0 0 0 0 


Wie es sein muB, hat p*’ den Rang3 und entspricht nach (4) dem in der 
uneigentlichen Ebene gelegenen Kegelschnitt 
u? + u2—u? = ", 


der von allen unter 45° gegen die z-Achse geneigten Ebenen beriihrt wird. 
Die sechs Normaltypen erhalten wir nun, indem wir den zweiten Basistensor g*? 
mit den folgenden sechs Tensoren identifizieren: 











ered tere 
0 0 0 0 0010 
& — . qe? =} 
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100 0 100 0 
Pett reat. 
0000 000 0 
3 . gree =| . gz? = 
GQ) | o¢ 0000 DD. ¢ 0011 
1000 : 2. 1-2 
0001 wee 
sf tt 2 0000 
p — F. qe? = 
aa 0101 q 0001 
‘£3. £ 10410 














Betrachten wir die zu einer festen durch den Parameterwert t, gekennzeichneten 
Stelle gehérigen beiden unendlich benachbarten Kegelschnitte a*? (t,) und 
a*? (t,) + a*? (t,) dt, so kénnen wir durch Wahl von ~(t,) in (33) dem Tensor a*? 
unseres Kegelschnitts jede beliebige neue Normierung geben. Nach (33a) 
kénnen wir es durch Wahl von x(t,): x(t.) weiter erreichen, daB der zur 
neuen Normierung gehérige Tensor a“? mit irgendeiner F, des Biischels (25) 
zusammenfallt. Nach (34) kénnen wir es dann durch Abanderung des Para- 
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meters ¢ unserer Schar noch erreichen, da sich die Normierung von a*? 
aindert, wahrend die von a*? fest bleibt. Wir kénnen also a*? schlieBlich mit 
einem beliebigen und beliebig normierten Tensor des Biischels (25) zusammen- 
fallen lassen. Da nun unser Tensorbiischel stets mit einem der sechs in (36) (37) 
angegebenen Normalbiischel aquivalent ist, kénnen wir Normierung und 
Parameter unserer Kegelschnittschar stets von vornherein so gewahlt denken, 
daB a*? mit p*’ und a*? mit g*? identisch ist. Setzen wir also 


(37a) a? = gh, oF = oF, 

so kénnen wir in jedem der sechs Fille in Ubereinstimmung mit (35a) 
e*? = ja*’ + yar? bilden und die Gleichung 

(38) Jct? | = |Aat? + wat?| = 0 

ansetzen. Wie es sein muB, erhalten wir stets u.* = 0 als Doppellésung, also 
p*’ = a*? als Doppelkegelschnitt. AuBerdem erhalten wir: 

Fall A. Die Rechnung ergibt nach (38) fiir die in (22) (23) (24) (32) 

eingefiihrten GréBen: 

B= 4; =—6; D=0; J=—72. 
Nach (31) erhalten wir fiir die weiteren Lésungen von (38), also 4? —- Au = 0 
oder A= 0 und A= wu. Wir haben also als Begleitkegelschnitte die beiden 
durch a*? und a*? + a*? dargestellten, die hier nie ausgeartet sind, weil der 
Rang dieser beiden Tensoren stets 3 ist. 

Fall B. Hier wird B = 4; C = —12; D=24;J =0. Man hatAé=uyu 
als einzige Lésung von (31), also in a*? + a*? den einzigen Begleitkegelschnitt, 
der sich stets als vom Rang 3 erweist. 

FallC. Hier wird B= 4;C =0; D=0;J=0. A=0 ergibt in a*? 
den einzigen Begleitkegelschnitt, der aber in ein Punktepaar entartet, da a*? 
nach (37) C den Rang 2 besitzt. 

aeb Us, Us = 0 
kann man hier als 
(m* t1,) + (n? tug) = 0 
mit 
m* = {2, 0, 0,0}; n® = {0, 0, 0, 1) 


schreiben. m* und n sind also die Koordinatenvektoren der beiden Punkte. 
Fall D. Hier wird B=0; C=—6; D=0; J =—72. Man hat 
aus (31) Au = 0. a*? ist also dreifache Lésung von (38) und a*? stellt den 
einzigen Begleitkegelschnitt dar, der hier nie ausartet. 
Fall E, Hier wird B = 0; C = 0; D = 24;J = 0. (31) ergibt u* = 0. 
a*? ist also vierfache Lésung von (38) und es gibt keinen Begleitkegelschnitt. 
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Fall F. Hier wird B= C= D=J=0 und (31) ist fiir alle A: yu 
erfillt. Es gibt unendlich viele Begleitkegelschnitte. 

Der Vergleich der Fille A, B, C, D, E, F mit den Fallen I, If, 01, IV, V 
des § 2 ergibt, da8 sich A mit I, D mit II, E mit IV und F mit V genau ent- 
spricht. Alle Figuren unendlich benachbarter Kegelschnitte der Typen I, Il, 
IV, V sind also je unter sich projektiv aquivalent. Nur dem Fall II entsprechen 
zwei projektiv verschiedene Unterfille, je nachdem in dem Biischel (25) ein 
Tensor vom Rang 2 enthalten ist (Fall €) oder nicht (Fall B). Der Begleit- 
kegelschnitt von II kann also entartet sein oder nicht. 

Die Klassifizierung der Figuren zweier unendlich benachbarter Kegel- 
schnitte zeigt, da es in Ableitungen bis zur ersten Ordnung in den Funktionen 
a“? unserer Kegelschnittschar keine absolute projektive Invariante im Sinne 
der Differentialgeometrie gibt (d.h. keine Invariante, die die Werte eines 
Kontinuums anzunehmen imstande ist), denn fiir die Figur zweier unendlich 
benachbarter Kegelschnitte gibt es wenigstens im Fall verschiedener Ebenen 
der Kegelschnitte nur eine diskrete Anzahl (nimlich 6) von _projektiv 
verschiedenen Normaltypen, es gibt sozusagen nur arithmetische, diese 
sechs Fille unterscheidende Invarianten. Somit ist leicht zu_ sehen, 
daB (35) im allgemeinen Fall A der einzige invariante Parameter erster 
Ordnung ist. 

Wir k6énnen die sechs in (36) (37) fiir das Biischel {p*?; g*?} gegebenen 
Normaltypen in ein Schema zusammenfassen, wenn wir 


r i = 
0 0 e O 
39 6 — gee — 

1 0y 90 


setzen und darin den Konstanten y, 5, ¢ den sechs Fillen entsprechend 
folgende Wertetripel erteilen: 
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Wir haben dann allgemein 


B=4(1—y); C= 68; 
D = %e; J = 72[4(1—y) 2 — &}. 
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§ 4. 
Begleitendes Koordinatentetraeder einer Kegelschnittschar. 
Frenetformeln. 
Fiihren wir die vier Vektoren r¢, s¢, tg, vf? mit den Komponenten 


{ re = {1, 0, 0,0}; s% = {0, 1, 0, 0}; 

| t¢ = (0, 0, 1, 0}; og = {0, 0, 0, 1). 

ein, so sind r%, s@, t¢, ve die Eckpunkte des Koordinatentetraeders und 
re + s¢ + t¢-+- ve ist der Einheitspunkt. 


Nach (36) (39) kénnen wir a*? und a*? mittels dieser Vektoren als 
folgende Kombinationen darstellen: 


(41) 


(42) pe? = at? = rerl + sesh — tees, 


(43) q*? = at? = (revf + rf vg) + y (te vf + tf vg) 
+e (sg tf + sf tg) + deg f. 

Wir kénnen in Zusammenfassung des Friiheren sagen: Wir kénnen stets der 
Schar a*?(t) eine solche Normierung und einen solchen Parameter geben, 
so daS es zu einer dem Parameterwert ¢ = ¢, entsprechenden vorgegebenen 
Stelle ein Quadrupel von linear unabhangigen Vektoren v%, s*, t« und v% gibt, 
mittels derer sich a“? und a*? nach den Formeln (42) (43) kombinieren lassen. 
Wir werden sehen, da8 das Vektorquadrupel im allgemeinen Fall A aus der 
Figur zweier unendlich benachbarter Kegelschnitte heraus bis auf einen ge- 
meinsamen gleichzeitigen Faktor aller 16 Komponenten eindeutig bestimmt 
ist, es ist durch diese Figur also ein invariantes Koordinatentetraeder mit 
Kinheitspunkt festgelegt. 

Betrachten wir jetzt unsere Kegelschnittschar a*?(t) in ibrer ganzen 
Erstreckung, so gehért zu jeder Stelle ¢ ein Biischel von Flachen zweiter 
Klasse von der friiher gekennzeichneten speziellen Art. An jeder einzelnen 
Stelle fiir sich kénnen wir es dann durch Wahl des Koordinatensystems er- 
reichen, daB zwei geeignete Basistensoren p*? und g*? des zu dieser Stelle 
gehérenden Biischels die Komponenten (36) (39) bekommen oder, was nach 
(42) (43) auf dasselbe hinauskommt: Fiir jede einem beliebigen Parameter- 
wert ¢ entsprechende Stelle gibt es ein linear unabhingiges Vektorquadrupel 


(44) r(t); s*(t); &(t); v*(t), 

so daB das dortige F,-Biischel durch die Tensoren 

(45) pre = rr? + 8% gf — te, 

(45a) qe? = (r* v8 + ri? v*) + y (t* oF? + # v*) + & (s* # + sf t*) + Jt 


aufgespannt wird. p*’ ist dabei der ausgezeichnete Doppelkegelschnitt des 
Biischels. 
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Nach (33a) kann man nun durch geeignete Wahl einer Umnormierungs- 
funktion x(t) erreichen, daB an jeder Stelle a*’ zu dem in (45a) vorkommen- 
den g*’ proportional wird, man hat nur ~x : x lings der ganzen Kurve geeignet 
zu bestimmen. a*? ist von vornherein zu p*? proportional. Maultipliziert 
man in (44) alle 16 Funktionen mit einer geeigneten skalaren Funktion 9(t), 
so multipliziert sich die zu a*? proportionale rechte Seite von (45) mit 02, 
kann also im Komplexen stets durch Wahl von 9 gleich a*? gemacht werden, 
so daB wir fiir die neuen 7“, s*, #, v* haben 


(46) at? = r*r? + 5% 3? — to, 


Die rechte Seite von (45a) hat sich gleichfalls mit 9? multipliziert, ist also 
zu a*? proportional geblieben. 

Durch Anderung des Parameters ¢ kénnen wir es dann lings der ganzen 
Schar noch nach (34) erreichen, da8 fiir diesen neuen Parameter und fiir die 
neuen 7“, s“, ¢“, v* wird: 


(47) at? = (r* v8 + ri vt) + y(t* v0? + # vt) + e (st + sf t*) + btw. 
Y 


Unser Endresultat ist also folgendes: Zu einer Kegelschnittschar gibt es stets 
vier fiir jeden Wert t linear unabhiingige V ektorfunktionen (44), so daf fiir die 
Funktionen a*?(t) bei einer geeigneten Normierung und einer geeigneten Para- 
meterwahl die Darstellungen (46) (47) gelten. 

Wir werden sehen, da8 im allgemeinen Fall A die Vektorfunktionen (44) 
bis auf einen allen 16 Funktionen gemeinsamen konstanten Faktor ein- 
deutig bestimmt sind. 

Fiir die Vektorfunktionen r*(¢); s*(t); ¢*(¢); v*(t) miissen Ableitungs- 
gleichungen der Form 


T= Jy + 9198* + 93h + 9,0", 
(48) s* = Jn, 7 x Jog 8* + Gos & t ea 

6% = gy, 1 + Jaq 8* + Jas l* + Ja, U*, 

OH = uy T + Guy 8* + Jug l* + Gy, 8° 
mit 16 Funktionen g,,(¢) bestehen. Diese Ableitungsgleichungen reduzieren 
sich aber auf eine spezielle Gestalt. Denn durch Differenzieren von (46) 
folgt: 


ate = perk 4 pe ph 4 fa gt 4 s* 5? — te 8 — «BB. 


Ersetzt man hierin die 7, §, ¢ und » nach (48), so ergibt sich nach einigen 
Umordnungen 


(42) arh = 29,, 1° 9? + 29,, 8* 9 — 29,, 0° 
+ (Grs + Gar) (7* 8? + 1? 8%) + (9,5 — 951) (7* & + 1? t*) 
+ Jag (7 VF + 1? 0%) + (a5 — G59) (8* + 8? t*) 
+ Yay (8° 0 + 8° v*) — gy, (tv + #0"). 
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Dies muB8 aber nach (47) andererseits gleich sein 

(50) r* uP + 8 y* +- y (t* v? + i v*) + e(s* t? + shit) + diet. 

Wegen der linearen Unabhingigkeit von r“, s“, t* und v miissen in (49) 
und (50) die Faktoren von r“r?; s*s?; tt; (r“s? +r? s*); (r* + rv? te); 


(r*v? + rP v*); (s* # + shit“); (sv? + 8? v*) und (t* v’ + t? v*) einzeln iiber- 


einstimmen. Das ergibt die Gleichungen 


291, = 9, 295 = 9, —29,5 = 4, 
(51) Ji2+9n = 9% Gis—Is, = 9, I, = 1, 
Jos — Jxq = &; Jo, = 9, in = —F. 


Setzen wir 
| Jr = @, 9:3 = 9, 923 = T, In =A 
Juo = BF Ju3 = Iu = 4, 


so erhalten wir mittels (51) fiir die in (52) noch nicht vorkommenden gq, , 


(52) 


Ie =n = 9, 933 = — $4, 
= pont qw6  quak 
Jsg = TE, Jn, = 9, alae 


Das System der Ableitungsgleichungen (48) bekommt, wenn wir nach (52) (53) 
fiir die g die Werte einsetzen, die Form: 
r= = os® + ot® + ¥4, 
(54) testa, i hed. 
t* = +or* + (t —e)s* — bt — yv*, 
Mm=+Ar*+ ps +t +20%. 
Es gilt jetzt das Fundamentaltheorem: Nimmt man vier Vektorfunktionen 
r (t), s(t), t*(t), v*(t), die den Differentialgleichungen (54) mit sieben willkiir- 
lichen Funktionen o(t), a(t), c(t), A(t), u(t), v(t), 2(t) und einem Konstanten- 
tripel y, 6, © geniigen, wobei letzteres eins der sechs in (40) angegebenen 
Wertetripel annehmen muB, so erhilt man in 

ath — rr? + 8% gf — te 
die allgemeinste Schar von Kegelschnitten, bei der zwei konsekutive Kegelschnitte 
nie in einer Ebene liegen. Es gilt von selbst (47). (54) nennen wir auch die 
»lrenetformeln“ fiir die Kegelschnittscharen. 


§ 5. 
Frenetformeln in Ebenenkoordinaten, F, durch zwei benachbarte 
Kegelschnitte. 


Den vier kontravarianten Vektoren der Punkte r“, s*, v*, ¢« wollen wir 
vier kovariante Vektoren von vier Ebenen an die Seite stellen, die wir wieder 
18* 
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mit den Buchstaben r,s,t,v aber mit unteren Indizes bezeichnen: 1,, s,, 
t.,Vq- Wir bestimmen sie aus den Gleichungen 


fe7,=1, &7,20 Fr, = 1, 8, = 
fe,2=0, *¢,=1, #24, =0 2, = 
rt,=0, st, =0, #t,=1, vt, = 
fe9,=0 f9,= 0, fo, =0, oe, = 


~ 


(55) 


Ke oso 


Wegen der linearen Unabhingigkeit der r“, s“, t“, v* ist aus jeder Zeile je 
einer der kovarianten Vektoren eindeutig bestimmt. Setzen wir 
(55a) 4=; 


rT} Cru ve r* 8" t” ve, 
so ist A die Determinante der vier Vektoren r, s,t,v. Es ist leicht zu sehen, 


da8 fiir unsere vier kontravarianten Vektoren die Darstellungen gelten: 


+1 J. " 
To 244 Capys 8 wv; & = apys Ov; 


—d 
=—7@ 
(56) 244 


J 
apyat? sv e?. 


— 1 
3 > *. oe 
py Us Ye = 7° 


+1 

fo = 44° 
Auch fiir die r,, 8,, t.,¥_ wollen wir jetzt Ableitungsgleichungen aufstellen. 
Setzen wir f,, 8,t,,%, zunichst als Linearkombination der 1,, 84, ta, Vs 
mit 16 unbestimmten Koeffizienten an, so kénnen wir mittels der 16 sich 
aus (55) durch Differenzieren ergebenden Gleichungen wie rr, + rf, = 0 
und s*r,-+ s*r, = 0 usw. und Beriicksichtigen von (54) gerade alle die 
16 Koeffizienten bestimmen. Als Resultat erhilt man die Ableitungs- 
gleichungen: 


(57) i. = +@%—ot, —Av,, 
(58) Sg = — OT, — (t—2)t, — pr,, 
(59) t, = —or,—t5,+}6t, —vv,, 
(60) i. = — 1% +yt. —2%,. 
Nach (46) und (55) gilt 

(61) a*Pu, = 0. 


v, stellt also die Ebene unseres Scharkegelschnitts dar. Die allgemeinste 
Ebene w, des Raumes |a8t sich als Linearkombination 

(62) w,=Pr, +Qs, + Rt, + Sv, 

unserer vier Grundebenen r,, s,,t,,v, darstellen. Suchen wir unter ihnen 
jetzt die Ebenen aus, die unsern Scharkegelschnitt a“? beriihren, so mu 
gelten a*?’w,w, = 0. Das fiihrt nach (46) (55) (62) aber auf 

(63) P? + Q?— R? = 0. 

Den an die Gleichung (63) gebundenen Verhiltnissen P: Q: R: S entsprechen 
die oo? unseren Kegelschnitt beriihrenden Ebenen. Nach (19) bekommen 
wir alle Punkte y* unseres Kegelschnitts a*’, indem wir in y* = a*?w, 





a in ned” oe oe 
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gerade die wy einsetzen, deren Koeffizienten in (62) der Bedingung (63) 
geniigen. Das ergibt: 

y* = (rr? + 8* 8? —t* #) (Pre + Qs, + Rts + Sv,) 
oder nach (55) 


(64) ye = Pre +Qse—Re mt P+Y—R= 0. 

Ist R + 0, so kénnen wir y“ so normieren, daB R = — 1 wird, und P = cosh; 
Q = sin h setzen, so daB fiir unseren Kegelschnitt die Parameterdarstellung gilt 
(65) y*(h) = cosh-r* + sinh. s* + t*. 

In dieser Darstellung fehlen aber die R = 0 entsprechenden Punkte 

(66) y® = rt +V—1se. 


Die Ebenen v, der Kegelschnitte unserer Schar umhiillen im allgemeinen eine 
Torse. Wir wollen den Punkt z* der Riickkehrkante dieser Torse berechnen. 
Fiir z* wollen wir eine Kombination ansetzen 


(67) z= Art Ost + Fi + Ie. 

Es mu8 dann gelten 

(68) s*u, = 0; 2s*0,=0; 2°09, = 0. 

Nach (55) und (57) (58) (59) (60) fiihren die ersten beiden Gleichungen auf 
(69) IIT = 0, 

(70) —A+y= = 0. 


Differenziert man (60) und ersetzt 7,, t, wieder nach (57) und (59), so 
erhilt man aus 

(71) Ve — —yor,—(o a) YT) Sq + (o+ ty 0) t, + (.. +) Ve + (..-) a, 

wo uns die beiden letzten Koeffizienten nicht interessieren. Nun liefert die 
dritte Gleichung unter Beriicksichtigung der ersten beiden: 


(72) —yoA—(o+yr)O0+ (0+ 4yd)z = 0. 
Man sieht: z* ist eindeutig bestimmt, falls nur nicht zugleich 
(73) (l—y*)o+4yd6 =0 und op+ytr=0 


gilt. Durch die Gleichungen (73) sind die Kegelschnittscharen gekennzeichnet, 
deren Ebenen einem festen Biischel angehéren. Die Gerade des Biischels 
ist dabei dann durch die Punkte yr* + ¢* und s* festgelegt. In den Fallen 
A, B, C des § 3, also fiir y = 0 (40) ist (73) mit 

(74) e=co=0 

aquivalent. Im Fall D kann (73,) wegen y = 6= 1 gar nicht eintreten. 
In den Fallen E und F ist (73) aber wegen y = 1, 6 = 0 mit der einen Gleichung 
(75) o+t=0 

aquivalent. 
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SchlieBt man den Fall (73) aus, so kann man nach (67) (69) (70) (72) 
z* in geeigneter Normierung in der Form ansetzen 


(76) a =y(et+ytr+((l—y)o+ byd]s* + (o+yt)t. 
Die allgemeinste F, des Raumes ist in Punktkoordinaten z* durch eine 


Gleichung 6, ,2*z* = 0 mit einem symmetrischen kovarianten Tensor 5, , 
gegeben. Wir kénnen fiir b,, ganz allgemein den Ansatz machen 


(77) beg = Arats + Bs, 83+ Ct, ty + Dog vg + E (1, 83 + 1 84) 

+ F (rats + t2ta) + G (rap + 19 Va) + A (8a te +- 8p te) 

+ K (8, vg + 83%.) + L (ta vz + te a) 
mit zehn Koeffizienten A, B,C. D, E. F,G,H,K, L. Bestimmen wir alle F,, 
die durch unsern Kegelschnitt a«? hindurchgehen! Es mu dann 6,3 y*y* = 0 
mit dem in (65) (66) ermittelten y* identisch in h gelten. Nach (65) erhilt 
man, wenn man in der Rechnung noch einmal cos* A durch 1 — sin® h ersetzt 
und etwas umformt: 
(78) cosh(2Esnh + 2F)+ (B—A)sin?h+2Hsinh4+A+C=0. 
Nun gilt bekanntlich der allgemeine Satz: 

Gilt eine Gleichung 


(79) cosh[A, sin"h + A,_,sin"—-'h... + A,sin*h 4+ A,sinh + A,] 

+ [B, sin*"h + B,_,sin"-*h... + B,sin?h + B, sinh + B,] = 0 
mit von A unabhangigen Koeffizienten A,, B, identisch in h, so miissen alle 
Koeffizienten A,, B, verschwinden. Wir erhalten somit aus (78) 

(80) E=F=H=0; B=A; C=—A. 
Man ergiinzt leicht, daB die F, mit (80) auch die Punkte (66) enthalten. 
Fiir A = 0 erhalten wir die F, 
(81) beg = Dogars + G (rug + 7304) + K (8403 + 83 Va) + L (ta vg + ty v,). 
Jede dieser F, ist in ein Ebenenpaar zerfallen, deren eine Ebene v, ist, deren 
andere Ebene 2Grz+ 2 Ks, +- 2 Lt; + Dvg aber ganz beliebig sein kann. 
SchlieBen wir diesen Fall A = 0 aus, so kénnen wir 6,, so normieren, dab 
A zu 1 wird. Wir haben dann nach (77) (80) 
(82) bap = Tats + 8a 8p — tats + Dog rg + G (ro Vs + 7 Va) 

+ K (8,03 + 8304) + L(t, vg +- ty Va), 
also cof F,, die durch unsern Kegelschnitt gehen. Es ergibt sich |}, ,| = 0 fiir 
(83) G?4 K?— L?—D=0. 


Da der Rang von 6, nach Ausschlu8 des Falles (81) jetzt immer 3 ist, haben 
wir fiir (83) dic durch unsern Kegelschnitt hindurchgehenden oo% Kegel 
zweiter Ordnung. Wir fragen uns jetzt, wann sich durch zwei konsekutive 
Kegelschnitte unserer Schar eine nicht in ein Ebenenpaar zerfallende F, 
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hindurchlegen la8t. Es mu8 dann fiir mindestens eine der in (82) definierten F, 
die Gleichung 
(84) bap yy’? = 0 
identisch in h erfiillt sein. y? ist dabei die Ableitung der rechten Seite von (65) 
nach dem in r*(t), s(t), t«(¢) steckenden Parameter ¢ unter Konstanthaltung 
von h. Man erhalt: 
(85) y = (— osinh + a)r? + (ocosh + tr — «) 8? 
+ (a cosh + zsinh — $4) # + (cosh — y) v’. 

(84) ergibt nach (65) (82) (85): 
(86) cosh(— esinh +a) +sinh(o cosh + 1 — &) —(a cosh + rsinh — $6) 

+ (cosh —y) (@cosh + Ksinh +L) = 0. 
Diese Gleichung muB8 identisch in A gelten. Ersetzt man noch cos*h durch 
1 — sin*h, so erhalt man nach (79) die Bedingungen 
{@= 0; K = 0; —e—Ky = 0; 
| L—Gy=0; }464+G—Ly =0, 
die mit dem System 
(88) sz$§=0; G=K=L=0 
gleichbedeutend sind. Also nur bei den Kegelschnittscharen der Fille C und F, 
bei denen « = 6 = 0 ist, lassen sich durch zwei konsekutive Kegelschnitte F, 
hindurchlegen; bei diesen gibt es aber dann gleich ein ganzes Biischel solcher F,, 
nimlich nach (82) (88) das Biischel 
(89) bug = Tatp + 84 8p — tats + Do, vy 


(87) 


mit dem Parameter D. Fir D = 0 ergibt sich nach (83) ein Kegel zweiter 
Ordnung, der sich durch zwei konsekutive Kegelschnitte unserer Schar 
hindurchlegen l46t. Seine Spitze ist der Punkt v*. 

Denkt man sich fiir jede Stelle ¢ einer Schar mit « = 6 = 0 eine F, 
gewihlt, D = D(t), so hat man eine F,-Schar b,4(t). Es gilt nach (57) (58) 
(59) (60) und e = 6 = 0 fiir diese Schar: 

(90) b.. = (D — 22D) v, v3 — (D + A) (ra % + 14 Va) — fe (8a Vp + 8 Va) 
+ (v + Dy) (ta % + ty Va). 

Wir berechnen die Schnittkurve konsekutiver F, der Schar b,,(t). Sie 

besteht aus allen Punkten m*, fiir die 


(91) bag m* mé => 0 
und 
(92) bag mm? = 0 


gilt. Setzen wir m* in der Form an 


(93) m = Pre+Qs*+ Ri* + Sv", 
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so ergibt die Gleichung (92) nach (90) 
(94) S[—2(D+ a) P—2uQ+2(¥+Dy)R+(D—22D)S] = 0. 


m* muB also entweder der Ebene S = 0, d.h. der Ebene v,, angehéren 
oder der Ebene 
(95) —2(D+ Aa) P—2uQ+ 2(¥+ Dy) R+(D—22D)8 = 0. 
Als Schnitt von 5,, mit v, erhilt man natiirlich den Scharkegelschnitt. 
Als Schnitt von (95) mit 6, , ergibt sich ein zweiter Kegelschnitt. Da (91) 
auf P? + Q?— R*? + DS* = 0 fiihrt, hat man: Die Schnittkurve konsekutiver 
F, unserer Schar (89) zerfallt in zwei Kegelschnitte, deren einer der Schar- 
kegelschnitte a*? ist, der andere aber aus allen Punkten (93) besteht, fiir deren 
Koeffizienten P:Q: R:S die beiden Gleichungen bestehen: 
P4+@— + DS = 0, 
— 2(D + a) P—2yQ + 2(v + Dy) R+(D—2aD)8 = 0. 
Wir haben den Satz: Die von den Kegelschnittscharen mit e = 6 = 0 erfiillten 
Flachen sind identisch mit den Hiillflichen derjenigen speziellen Scharen von F,, 
bei denen konsekutive F, sich stets in einem Paar von Kegelschnitten schneiden. 
Den beiden Kegelschnitten entsprechend hat eine solche F,-Schar zwei Hiill- 
mantel, deren jedem eine von einer Kegelschnittschar mit « = 6 = 0 iiber- 
deckte Fliche entspricht. Wir fragen jetzt nach den Kegelschnittscharen, 
bei denen sich durch drei konsekutive Kegelschnitte eine F, hindurchlegen 
la8t. Es mu8 natiirlich e = 6 = 0 sein und es kommen nur die in (89) 
angegebenen F, in Betracht. In dem jetzigen Falle muS auBer 6, ,y*y’ = 0 
und (84) noch weiter gelten: 
(97) bap i i? + Bap yt i? = 0. 
Hierbei entsteht ? wieder durch Ableitung von (85) nach dem in 
r* (t), s*(t), t*(t), v*(t) und g(t), a(t), t(t) steckenden Parameter ¢ unter 
Konstanthaltung von A. Aus (85) ergibt sich mit Hilfe von (54) allgemein 
(ohne noch ¢ = 6 = 0 wu beriicksichtigen): 
(98) #? = [cosh(o* — 0? + 4) + sinh(ot— 9) +6-—1toe-—eo-— }d0—yAlr’ 
+ [cosh(o +oar—ce + pw) + sinhk(r*- 9? -tre) + 4+00-456t 
+48e—yul 9? 
+ [cosh (6 + ot—406-+ ») + sinh(t—-po-—}1d) +0? + 1?-et 
+ 38-yr]? 
+ [cos h(x-—oy) + sinh(—o-yt) + 0+ 4by—yajr’. 
Setzt man (85) (89) und (65) (98) in (97) ein, so erhilt man unter 
Beriicksichtigung von e¢ = 6 = 0 mittels (55) 
(99) (¢— esinh)* + (o cosh + 1)* —(ocosh + rsinh)* + D(cosh —y)* 
+ cos h [cos h (o* — 9? + 4) + sinh(or— 9) + 6—te— yA] 
+ sinh [cosh(9 + or + pw) + sink(x*— 9?) +7 +09—yyp]) 
— [cosh (6 + or + v) + sinh(zt — 00) + 0° + 2? — yr] = 0. 


(96) 
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Multipliziert man hier aus, so heben sich die meisten Glieder weg. Es 
bleibt, wenn man cos*h = 1 —sin*h setzt und ordnet: 
(100) cosh[wsinkh—2Dy—yA— v]—(D 4+ A)sin*h—yuyusinh 
+D+A+DyY+yr = 0. 
Da diese Gleichung identisch in A gelten soll, hat man nach (79) 
p = 0; 2Dy+yiA+yv = 0; 
D+h = 0; yp = 0; D+A+Dy+yr = 0. 

Mit diesem System ist das Gleichungstripel 
(101) p = 0; yA—v = 0; D=-—A 
gleichbedeutend. Wir sehen daraus: Nur fiir die Kegelschnittscharen mit 
e=6="u=yA—v=O0 geht durch drei konsekutive Kegelschnitle stets 
eine F, und dann stets aber auch nur eine. Letztere ist durch 
(102) bag = Tats + 8u83 — ta ty —Av, Vg 
gegeben. Betrachten wir die F,-Schar b, g(t) in (102), so erhilt man nach (90) 
wegen (101) 
(103) bg = (22A—A) v4 op. 
Die Gleichung (92) wird zu (2 24 — A) (v,m*)? = 0. Und man sieht fiir den 
Fall ¢ = 6 =p =yA—v=0 und 22A—A+0: Konsekutive F, der 
Schar (102) schneiden sich in zwei nach a*? zusammenfallenden Kegel- 
schnitten, d.h. sie beriihren sich stets lings des Scharkegelschnittes a*?. 
Wir haben somit: Die Kegelschnittscharen mit e = 6 = 0; wp = yA— » = 0; 
224 —A+ 0 sind identisch miit den Hiillflachen derjenigen speziellen Scharen 
von F,, bei denen sich konsekutive F, stets lings eines Kegelschnittes beriihren. 

Gilt auBer (88) (101) noch 224 — A= 0, so wird nach (103) b., = 0. 
bq ist also lings der ganzen Kegelschnittschar konstant. Wir haben dann: 
Die Kegelschnittscharen mit «= 6 = p= yA—v=2a214—A=0 liegen 
auf eimer festen F,, die Scharen mt e= b= p= v=A=O0O liegen auf 
einem festen Kegel zweiter Ordnung. 


§ 6. 
Begleitgerade. Einige spezielle Kegelschnittscharen. 
Natiirliche Gleichungen im allgemeinen Fall, 

Die Schnittgerade der Ebenen v, und v,-+ 0, dt zweier konsekutiver 
Kegelschnitte ist nach (67) (68) (69) als Verbindungslinie der beiden Punkte 
(104) yre+t und s*. 
gegeben. Wir wollen diese Gerade die Begleitgerade unserer Kegelschnittschar 
nennen und uns jetzt ihre Schnittpunkte k* mit dem Scharkegelschnitt be- 
rechnen. Die k* sind diejenigen unter den Punkten (64), die Linearkombi- 
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nationen der Punkte (104) sind. Es sind dies Punkte, fiir die auBer 
Pp? + Q?— R*? = 0 noch P= — yR gilt. Da aus R= 0 auch P=Q=0 


folgen wiirde, kann man durch geeignete Normierung R = — 1 machen und 
hat dann P= y,Q=14YV1—y*. Es gilt also 
(105) ke = yre+ yi-y gs +t. 


Den beiden Zeichen vor der Wurzel entsprechen Punkte, die nur fiir y* = 1 
oder y = 1 zusammenfallen in den Punkt r*+ t*. y = 1 ist nach (40a) 
gleichbedeutend mit B= 0. Wir haben somit: Fir y = 1 (B = 0), also 
in den Fallen D, E, F und nur in diesen beriihrt die Begleitgerade den 
Scharkegelschnitt. 

Wir wenden uns jetzt zu der Frage: Wann schneiden sich konsekutive 
Kegelschnitte unserer Schar? Unsern Kegelschnitt kénnen wir festlegen 
durch die Ebene v, und durch eine beliebige der in (82) gegebenen Fy, z. B. 
durch den Kegel 
(106) bas = Tate + 8a 83 — tats. 

Aus (106) ergibt sich mittels (57) (58) (59) (60) 

(107) bag = —Otaly + € (Sats + Seta) — A (rq Vg + 13 Va) — (8a Vp + 83 Ve) 
+ (tag + ty 0,). 

Fiir einen Schnittpunkt m* konsekutiver Kegelschnitte miissen dann gleich- 

zeitig die vier Gleichungen bestehen: 

(108) G,.m* = 0; o,m* = 0, 

0. 

Machen wir den allgemeinen Ansatz m* = Pr* +Qs* + Ri* + Sv*, 80 


folgt aus den ersten beiden Gleichungen (108): S = 0 und —P+,yR 
—xS = 0. Somit kénnen wir m* darstellen durch 


(109) bg m* m? = 0; bap m= mi 


] 


(110) m* = yRre+Qse+ Re. 
Aus den letzten beiden Gleichungen (109) ergibt sich dann 
(111) Q? = R*(1—y*) und 6R*? =2eRQ. 


Da fir R= 0 auch Q = 0 folgen wiirde, kénnen wir R = 1 annehmen 
(Normierung von m*!) und bekommen dann 
(112) Q?=1—y? und 6=2€Q. 
Im Fall mindestens eines Schnittpunktes konsekutiver Kegelschnitte muf 
es ein Q geben, welches beide Gleichungen befriedigt. Das fiihrt auf 
(113) 4 e? (1 — y?) — 6? = 0. 
Nach (40a) ist das gleichbedeutend mit J = 0. 

Bei den Kegelschnittscharen mit J = 0 (wo J in (32) definiert ist) und 
nur bei diesen schneiden sich also konsekutive Kegelschnitte. J =0 oder 
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(113) entspricht nach (40) gerade den Fillen B, C, E, F. Nach (22) (23) 
(24) (32) sind in einem zweiparametrigen Kegelschnittsystem a*? (u, v) 
durch 


(114) 3(a, a, da, da) da,da, da, da —2<a,da,da,day’ = 


die Fortschreitungsrichtungen gegeben, lings derer sich konsekutive Kegel- 
schnitte schneiden, und man sieht, daB es im allgemeinen sechs solche Rich- 
tungen gibt. Doch kehren wir z. jen einparametrigen Scharen zuriick! 
Wir wollen die einzelnen Fille B, C, E, F noch niaher auf die Schnitt- 
punkte benachbarter Kegelschnitte untersuchen. 


Fall B. y = 0,6 =2, e=1. Hier erhalt man aus (112)Q=1. Durch 
s* + t* ist dann nach (110) wegen R = 1 der Schnittpunkt gegeben. Die 
Kurve s“(t) + t*(t) wollen wir Hauptkurve unserer Kegelschnittschar nennen. 
Nach (54) ist 
(115) see = (tr—1)(* +) + (6—@)r. 
Fiir 9 = o schrumpft die Hauptkurve auf einen festen Punkt zucammen, alle 


Kegelschnitte der Schar gehen durch diesen Fixpunkt. SchlieBen wir diesen 
Fall aus (0 +0), so berechnet man nach (55) (106) (107) (115) leicht 


V,(s* + t*) = 0; Vg (8% + it) = 0, 
bag (s* +t) (8? +) = 0; bag (s* + t*) (# + #) = 0. 
Unser Scharkegelschnitt geht also durch das Linienelement der Hauptkurve 
hindurch. Aus (115) folgt: 
g@ 4 = (...)(s* +t) +(...) (6* +0) +(6—9)r° 


+ (¢— @) [es* + ot + v*) 
und 


(116) v,(38* +t) = o—o + 0. 
Wegen (116) geht also in unserem Fall B der Kegelschnitt nicht durch drei 


konsekutive Punkte der Hauptkurve hindurch, da die drei konsekutiven 
Punkte ja nicht einmal alle in der Ebene v, des Kegelschnittes liegen. 


Fall C. y = 0,6 = ¢ = 0. Hier ist nach (112)Q = +1. Es schneiden 
sich also die konsekutiven Kegelschnitte in dem Punktepaar 


(117) +s* + 1. 

Man bekommt 

(118) +8¢+t = +r(ts*+t) +(F Q)r, 

(119) +8¢+¢ = (...)(t8*+0)4+(...) (£8°+09+(6F 0)r* 
+ (oF @) [os* + ot 4- v*] 
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und es gilt . 

(120) Vq (+ 8* + t*) = 0; va(+8* +t) = 0, 
(121) bap(tor+e)(LP +H = 0; dep(tor+e)(tie +e) = 0, 
(122) v_(+5* +t) = 0. 

Nennen wir die beiden Kurven wieder Hauptkurven, so ist nach (118) 
(123) 0? +0? 


die Bedingung dafiir, da8 keine der beiden Hauptkurven in einen Fixpunkt 
entartet. Fiir @ =o = 0 hat man im Fall € Scharen von Kegelschnitten 
durch zwei feste Punkte. Nehmen wir 0” + co? an, so ersieht man aus (120) 
(121), daB der Scharkegelschnitt durch die Linienelemente beider Haupt- 
kurven hindurchgeht, aber wegen (i122) in keiner der beiden Schmiegebenen 
gelegen ist. — Zum Schlu8 behandeln wir Fall E und Fall F gemeinsam. Hier 
haben wiry = 1, 6 = 0 und « entweder 1 oder 0. Die einzige Lésung von (113) 
ist Q= 0. Konsekutive Kegelschnitte schneiden sich also in dem einzigen 
Punkte 

(124) ro 4 te, 

Die Rechnung liefert 

(125) me = o(r* + t*) + (0 + t— e) 8*. 


(126) #40 = (...)(*+0°)4+(...) (*# +0) +(6+2)8* 
+ (o+7t—e)(— er 4+ te] 


und ferner 

(127) v, (r* + t*) = 0; v* (r* + t*) = 0, 

(128) bag (r* + t*)(r? +) = 0; dug (r* + t*)(7* + #) = 0, 

(129) v,(r* + t*) = 0, 

(130) bag (i* + t*) (7? + #) + bug (r* + t*) (7? + #) = —e(o + 74—2). 


Daraus ersieht man: Fiir 9 + t— ¢ = 0 entartet die Hauptkurve in einen 
Fixpunkt. Fiir «= 0 und 9+ t= 0 gehen nach (73) alle Kegelschnitte 
sogar durch ein festes Linienelement. Fiir 9 + +t — ¢ + 0 gehen die Kegel- 
schnitte der Schar durch die Linienelemente der Hauptkurve r*(¢) + ¢*(t) und 
liegen wegen (129) in der Schmiegebene derselben, fiir « = 0 geht der Schar- 
kegelschnitt nach (130) sogar durch drei konsekutive Punkte der Hauptkurve. 

Als Gesamtergebnis kénnen wir zusammenfassen: Die Scharen, deren 
Kegelschnitte alle durch (mindestens) einen festen Punkt gehen, erhilt man in 
einem der fiinf Fille 


l. y = 0, 6 = 2, e=l1; Co = @, 
2y=o6b = ¢ = 0; = @’; eo + 0, 
3. y= d = ¢ = 0; o=o= 0, 

4. y =1, 6 = 0, e = 1; e+rt=1, 
5. y = I, 6 =e = 0; ett= 0. 
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Im Fall 3 hat man sogar Kegelschnitte durch zwei feste Punkte, im Fall 5 Kegel- 
schnitte durch ein festes Linienelement. Der Fall 4 ist von 1 und 2 dadurch 
unterschieden, da alle Begleitgeraden durch den Fixpunkt laufen. Im Fall 2 
gibt es im Gegensatz zu 1 auger dem Fixpunkt noch eine nichtausgeartete Haupt- 
kurve. 

Die Scharen mt y = 1, 6 =e = 0, 0+ t +0 sind genau diejenigen, 
die man erhilt, wenn man durch jeden Punkt einer Kurve einen dreipunktig 
beriihrenden Kegelschnitt legt. Die Scharen mit y = 1,6 = 0,e = 1,0+1+1 
sind genau die, welche man erhdilt, wenn man durch alle Linienelemente einer 
Kurve in der Schmiegebene gelegene (nur zwevpunktig beriihrende) Kegelschnitte 
legt. Bei den Scharen mit y = 6 = e = 0, 0? + o* hat man zwei Raumkurven, 
die einander durch in gleichen Ebenen gelegene Linienelemente zugeordnet sind. 
Durch jedes Linienelementpaar ist dann ein Kegelschnitt gelegt. Bei den 
: Scharen mit y = 0,6 = 2, e= 1, 0 +0 hat man Kegelschnitte, die durch 
die Linienelemente nur einer Kurve hindurchgehen und nicht in den Schmieg- 
' 

' 





ebenen liegen. 

Wir schlieBen jetzt einige Bemerkungen iiber den allgemeinen Fall A, 
y= 0, 6=1, e=0, unserer Kegelschnittscharen an: Hier ist nach (40a) 
B=4, J = —72, also ist, von einer multiplikativen Konstanten ab- 
gesehen, die Schar auf den Parameter (35) bezogen. Nach (105) sind 
+ s*--¢* die Schnittpunkte von Begleitgerade und Kegelschnitt, und r 
ergibt sich als der Pol der Begleitgeraden beziiglich des Kegelschnittes. 
. Nach §3 sind durch a*? und a*? +- a*? hier die beiden Begleitkegelschnitte 

gegeben. Da nach (46) (47) (55) 


| 131 at? s, = 0; a“? + a*)t, = 0 
( 8 


gilt, sind ihre Ebenen durch 


(132) s, und ¢, 
gegeben. Die Schnittpunktpaare dieser Ebenen mit dem Grundkegelschnitt 
sind 

(133) +re+t baw. e+V¥—1s. 


Somit haben wir die sieben in der Ebene v, gelegenen Punkte 
(134) re; teepe; tote; et y—le 


geometrisch gedeutet und festgelegt. ¢* ergibt sich als Schnitt der Verbin- 
dungslinien von + s* + ¢* mit der Ebene s, und analog s* als Schnitt der- 
selben Verbindungslinie mit t,. Die Vektoren r*, s*,¢* sind jetzt bis auf 
einen gemeinsamen Faktor bestimmt, wenn man verlangt, daB die geometrisch 
festgelegten Punkte 1“, s*,t* so normiert werden, daB die gleichfalls geo- 
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metrisch festgelegten Punkte (134,) bis (134,) sich durch sie in der angegebenen 
Form (mit Koeffizienten +1, +4 y¥—1) kombinieren lassen. Als Punkt- 
darstellungen der Begleitkegelschnitte a*? und a*? + a*? erhalt man nach (19) 
nach etwas Rechnung: Die Punkte y* des ersten Begleitkegelschnitts sind 
gegeben durch 


(135) y = Art le + Mr, wobei 2AN+ 2? = 0, 
die des zweiten durch 
(136) y* = (44+ 0)r* + Qs* + Av*, wobei 4*+ 2?4+ 240 = 0. 


Die Schnittgerade der beiden Ebenen der Begleitkegelschnitte s, und ¢, 
schneidet den Begleitkegelschnitt (135) in den beiden Punkten r* und v*, 
den zweiten (136) aber in den Punkten 7“ und r* + 2 v*. Somit sind auch die 
Punkte v* und r* + 2 v* geometrisch gedeutet. Soll sich der Punkt r* + 2 v* 
mittels r* und v* in der einfachen Form mit Koeffizienten 1,2 kombinieren, 
so ist die Normierung von r* und v* bis auf einen gemeinsamen Faktor fest- 
gelegt. Nach dem Friiheren ist also im Fall A das Quadrupel der Vektoren 
r*, s*, t*, v* bis auf einen gemeinsamen Normierungsfaktor ¢ aller 16 GréBen 
festgelegt. Dieser Faktor kann zuniichst noch eine Funktion [(¢) lings der 
Schar sein. Aus (54) ersieht man aber leicht, daB man alle vier Vektoren nur 
noch um einen gemeinsamen konstanten Faktor andern kann, wenn man die 
Gestalt der Gleichungen (54) nicht andern will. Hieraus folgt, daB die sieben 
Koeffizienten 0, o, t, A, u, v, 2 in (54) bis auf einen mit der Wurzel von (35) 
zusammenhaingenden Vorzeichenfaktor Invarianten sind. Alle sieben In- 
varianten haingen von zweiten Ableitungen des Scharkegelschnitts ab. Wir 
kénnen die sieben Gleichungen o0(w), o(m), t(w), A(m), u(w), v(m), 2(@), 
wo » in (35) erklart ist, als natiirliche Gleichungen der Kegelschnittschar 
ansehen. In den Fallen B,C,D, E,F ist, wie sich zeigt, das Vektorbein 
r“, s*,t*,v* noch nicht festgelegt, und 0,0, t, A, u, », a sind dann im all- 
gemeinen noch keine Invarianten. 


§ 7. 
Kegelschnittscharen auf Torsen. Kegelschnitte als Darboux- Kurven. 


Wir betrachten jetzt die von unserer Kegelsehnittschar iiberdeckte 
Flaiche. Nach (65) kénnen wir sie mittels zweier Parameter h und t in der Form 


(137) y* (h, t) = cosh -r* (t) + sinh - s* (t) + t (t) 


darstellen. (Dabei haben wir nach (66) allerdings die beiden Flachenkurven 


r=(t) + ¥—1 s(t) in unserer Darstellung nicht mit erhalten.) Partielle Ab- 
leitungen der Funktionen y* (h, ¢) nach ¢ bezeichnen wir wieder durch dariiber- 








se -_ 4 
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gesetzte Punkte, partielle Ableitungen nach h aber durch dariibergesetzte 
a-Zeichen. Es ist also 








eo dy* (h, t) A 0 y* (h, t) - jp y* 
(138) | an Ss “3 = oy LF 78 ; 

Be he ee | eo 

, = 2 Otoh’ °  §# Odh®° 


Wir stellen diese Ableitungen jetzt als Linearkombinationen von r“, s*, 
t*, v* dar. y® und ¥* haben wir schon in (85) (98) erhalten, wahrend 
die iibrigen sich ohne Schwierigkeiten sofort berechnen lassen. Setzen 
wir y* selbst nochmals an den Anfang, so haben wir: 
(139) y* = coshr* + sinhs* + £, 
(140) y* = (o— sink) r* + (ocosh —t—e)s* 
+ (a cosh + rain h — } 4) t* + (cosh — y) v*, 
(141) y* = —sinhr* + cosh s-, 
(142) y¥* [cos h (o* — 9? + A) + sink (ot— 90) + 6—Te 
+eo—tdo—yAjr 
+ [cosh(@ +atT—oe+ pz) + sinh(t*? — o*? — Te) 
+1+o0—}dr+ hbe—yplo 
+ [cosh(¢ + ot —}60-+ ») + sinh(t — oo — $67) 
+oe+ r?—er+ 4 — yr t 
+ [cos h(x — oy) + sinh(— @o—yt)+0+ Edy — ya} vu, 
(143) y = (—ecosh)r* + (— osinh) s* + (zt cosh —osinh) t*—sinhv*, 


(144) y = —coshr* —sinhs*. 
Die Asymptotenlinien unserer Flaiche sind durch 
(145) Ldh?+2Mdhdt+Nd# = 0 
gegeben, wobei 

L —= | y*, ¥, y", if|, 
(146) | M=|¥%,K% 9% ¥\, 

N=(\y, ¥%, #*, ¥*| 
gesetzt ist und jedesmal rechts eine Determinante von vier Vektoren steht. 
Berechnen wir z. B. ZL aus (139) (140) (141) (144), so erhilt man nach dem 
Multiplikationssatz der Determinanten das Produkt der Determinante der vier 
Grundvektoren r“, s*,t*,v*, die nach (55a) A genannt wurde und der 


Determinante aus den 16 Koeffizienten von y“, i“, y“, y* in den erwahnten 
Linearkombinationen aus den Grundvektoren. Rechnet man die letzte 
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Determinante aus, verfahrt man mit M und N analog wie mit L, setzt iiberall 
cos* h = 1 —sin*h und ordnet nach den Faktoren cosh sin"h und sin" h, 
so erhalt man 


(147) L = {ycosh}- A, 
(148) M = {cosh[sinh-o + (yt— 0)] + sin*h(xr—e) + sinh(}5—yo) 
+(ye@—r)j -4, 
(149) N = {cosh[sin*h(r*—te—o* + A) + sinh(209—2yor 
+4de—2yp + ex) 
+(2tey—evyet+tdyo+yit+2yrv—e+er—}F 
—}dx+4—o')] 
+ sin’h(oe — 20r— yp) + sin*h(2teo— yt? +2yA 
+ yo? + »—2e0) 
+ sinh(}ydt —2yo0+yu—eya+ hbo — 2o0r+ 4p) 
+(y?—eyt—yv—tbo+ tbdyna —2te+eo—2yd 
+ye— »)}-A. 
Wir wollen uns diejenigen unter unseren Flichen bestimmen, die Torsen 


sind, fiir die also LN — M* = 0 identisch in A und ¢ erfiillt ist. Aus (147) 
(148) (149) erkennt man, daB LN —- M? die Form hat: 


(150) LN—M?® = {(y—cosh)[...]—[}ésinh —esin®A}) - A’. 


Da (150) identisch in / erfiillt sein muB, so kénnte man so zu schlieBen ver- 
sucht sein: (150) mu® speziell auch fiir h=arccosy; cosh =y; 


sinh = + ¥1—~y?* gelten, also folgt wegen A +0 
(151) +46VI—P —e(1—y') = 0 


fiir jedes der beiden Vorzeichen der Wurzel ¥1—+*. Somit wiirde wegen 
yi—y| = 1—/* gelten 

(152) d(1--y) =0; e(1— yy’) = 0. 

Nun ergibt sich fiir 

(153) cosh = y; snh = +yl—/ 

und (152) aber gerade, daB die Vektoren y*, y“, y* linear abhingig sind, 
was besagt, daB auf den Flachen mit (152) die durch (153) gegebenen beiden 
Kurven singular sind. Fiir cosh = y ist die Forderung (151) also gerade 
nicht berechtigt. Aber man kann den Schlu8 auf (152) folgendermaBen 
retten. Fiir cos h + y sind, wie man leicht feststellt, die Vektoren y*, y*, y* 
nie linear abhingig, die zugehérigen Flichenpunkte also stets regular; somit 
ist die Forderung LN — M* = 0 fiir alle h + arc cosy berechtigt. Nun 
ist fiir festes ¢ die rechte Seite von (150) aber eine analytische Funktion in h, 
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da sie nur von cosh und sink abhangt. Diese Funktion mu8 aber fiir alle 
h + arc cos y identisch Null sein, also ist sie es auch fiir die reguliren Stellen 
in h = are cos y. 

Als Torsen kommen somit nur Fliachen mit (152) in Frage, d. h. nach (40) 
nur Flachen, die zu den Typen C,D, E, F gehéren. Nehmen wir zunichst 
den Fall C. Es ist hier 
(154) y=éb=>e=0 
und wir haben aus (147) (148) (149): 

L:A = —cosh, 
M:A = cosh(sinh-o — g) + sin*h-t —r, 
N:A = cosh[sin* h(t* —o* + A) + sinh -(200) + (A— o* — 1°)] 
+ sin’ h(— w—2or) + sin*h (2t0 + v) + sink (2ot + p) 
+(—2re—»). 
Man erhalt: 
(LN — M*): A? = cosh[—Asin® + 4] — uwsin* h + vsin*h 4- wsinh — ». 

LN — M? =- 0 fiihrt nach (79) auf die Bedingungen 

A=z=0; w=0; »=0. 
Nach § 5, SchluB, erhalt man hier also den trivialen Fall des Kegels zweiter 
Ordnung. Wenden wir uns zu den Fillen D, E, F mit y = 1. Hier erhalten 
wir unter Beriicksichtigung der aus (40) folgenden Beziehungen ¢6 = 0, 
6? = 6 nach einiger Rechnung: 


(LN —-M?*): A? = cosh [sin®h (pu + ec) + sin’?h(et —34— vy — 40) 
+ sinh(2ex—4yu+ }60— 4dr) 
+ (44+ 49+ 2er—2e0+ 5b0— ba — }3)] 
+ sin‘h (er — e®? — A) + sin®h (ex — 3p — 0 —5r) 
+ sin?’h(54 + 3v—eo— j da —j5 + $40) 
+ sinh(4u—2ex—jdo+ fdr) 
+(—4A—4v—2e1t+2e0—60+62+16)=0. 
Da der Faktor von cosh sinh mit dem von sinh bis aufs Vorzeichen iiber- 
einstimmt und ebenso der Faktor von cosh mit dem von h freien Glied, so 
erhalt man nach (79) die folgenden sieben Bedingungen: 


(155) uwt+eo = 0, 
(156) et—3A—v—do = 0, 
(157) 2ex—4yu+idoe—jdér = 0, 
(158) 4A+4y—2er—2e0+d0—du—i6 = 0, 
(159) et—e*—A = 0, 
(160) ex—3u—eo—dt = 0, 
(161) 5A4+3v—eo— jdxa—id+jdo = 0. 


Mathematische Annalen. 108. 19 











290 G. Thomsen. 


Im Fall D haben wir 6 = 1, ¢ = 0 und nach (159) A = 0, und dann nach (156) 
vy = —o. Es ergeben dann (158) und (161) 


(162) a=—3o—} und a>—3e—-1. 


Wir gelangen also zu einem Widerspruch. Fall D liefert daher keine Torsen. 
Im Fall E haben wir 6 = 0, e = 1, und in diesem Fal] kénnen wir das System 
(155) bis (161) ersetzen durch 


+r—4= 0; +2o= 0; —2u = 0; 
(163) a diner ore 


(e—t)+2(A—»v)—4=0; A—rtr+1=0. 


Die oc! Tangentenebenen unserer Torse sind offenbar durch die Tangenten- 
ebenen lings irgendeines festen Scharkegelschnitts gegeben, oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, durch die Ebenen, die zwei konsekutive Scharkegel- 
schnitte a*? und a*? +- a*? gleichzeitig beriihren. Es sind also die Ebenen w,, 
fiir die 
a*?w,w, = 0; a*?w,w, = 0 

gilt, wobei a“? und a*? fiir irgendein festes ¢ zu nehmen sind. Durch ge- 
eignete Koordinatenwahl, Umnormierung und Parameterwahl kénnen wir 


es nun nach § 3 erreichen, daB a*? und a*? die spezielle Form (36) und (37) E 
bekommen. Die Gleichungen lauten dann: 


(164) wi+wi—wi=0; 2w,v,+2u,v,+2u,0, = 0. 


Die hierdurch gegebenen oo! Ebenen lassen sich aber mit Hilfe eines Para- 
meters u in der Form 


| w, = uv —u, 
— 
(165) W, au, 
| w, = u'+u, 

=w+1 


darstellen. In der Tat sind die Gleichungen (164) dann identisch in w erfiillt. 
Da alle w in (165) vom dritten Grade sind, haben wir hier die Tangentenfliche 
einer nicht ausgearteten Raumkurve dritter Ordnung, die sich bekanntlich 
selbst dual ist und keine projektive Invariante besitzt. Fiihrt man geeig- 
nete projektive Punktkoordinaten ein, so kann man fiir die Punkte der 
Kurve dritter Ordnung eine zu (165) analoge Darstellung erreichen 


{z= wv —u; tg = —2u'; 


166 
on | a, = w+ u; a= v'+1. 
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Auf dieser Flache liegt nun in der Tat nicht nur eine Schar, sondern es liegen 
auf ihr sogar drei Scharen von Kegelschnitten, die durch die Ebenen 


(167) (S—¢)2,+(1—-F)m+(Gte)m+2e,=0 


mit dem von Null verschiedenen Parameter c herausgeschnitten werden. 
Durch einen Punkt gehen im allgemeinen drei der Ebenen (167). 


Der Fall F y = 1, e = 6 = 0 fiihrt nach (155) bis (161) auf 
A=p=v=0. 
Also erhilt man nach §5, SchluB, wieder nur den trivialen Fall des Kegels 
zweiter Ordnung. 

Somit ist die Tangentenfliche der Raumkurve dritter Ordnung auBer dem 
Kegel zweiter Ordnung die einzige Torse mit mindestens einer Schar von Kegel- 
schnitten; sie trigt sogar drei solcher Scharen. 

Wir wenden uns jetzt zu unserem letzten Problem: Wann sind die Schar- 
kegelschnitte t = const wnserer Fliiche mit der einen Schar der Kurven von 
Darboux auf der Fliche identisch ? 

Die Bedingung hierfiir ist (vgl. Fubini-Gech, Geometria projettiva 
differenziale, Band I, Seite 66 oben) b,,, = 0: 


(168) | yt, #8, HI—GL+ ILS g(LN—M = 0. 


Nun ist aber nach (144) ie = — ¥*, also ist die Determinante in (168) 
gleich Null, wir kénnen dann unsere Bedingung auf die Form bringen: 


(169) L(3LN—4M"’)+2MLM—NL* = 0. 

Die Rechnung ergibt aus (147) (148) (149), da 4 von h nicht abhingt, 

(170) L = sinh-A, 

(171) M = {cosh[sinh (21 — 2) + (46 — yo)] + sin*h (— 20) 

+ sinh(e—yrt)+0}-A, 

(172) N = {cosh[sin*h(30e—60r1 — 3p) 
+sinh(4t9—2yt?+ 4yA4+ 2yo* + 2¥—4e0) 
+(tydt—2yoo+y'p—eya+ 60+ 207+ 4p)] 

+ sint'h(37re— 37°? + 30°--3/) + sin*h (4yvat — 400 
—de+ 4yu—2ezx) 

+ sinh(eyo— 2toy—  tbyo— YA—2yv+37°—3er 
+404 pox—A+ o — 204) 


+ (200 — 2yvyor+ }de—2yp-+ e2)}. 
19* 
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Setzt man (147) (148) (149) und (170) (171) (172) in (169) ein, so erhilt 
man nach langerer Rechnung nach Weglassung des Faktors A°: 
cos h [sin*h (4 ye? —3yet + yA—do— ») 
+ sin*h(3yeo0 + 3y n+ yexrn—jyde—3e0+50 + pw) 
+ sin h (37° — 3y°A— ye 0 —iy*b0 +i yd —2ydn—yd 
+ 8yer—3e0—ida+ ») 
+{yex—yu—jyor—b6yut jyde+ 3yen+ yed 
— $ydr+}5o—up)] 
+ sinth(3yeo + yu + ex + ied—Sr) 
+ sinth(3y*er —(37°A— 2yeo + 3yv—424+ 4er—H — Sz) 
+ sinth(yde—3ybr+yex—3yu—byeo—5yu 
—7;Sye+ 36d) 
+ sinh (44+ jf yd0—yeo—y'v— iY P+ 3yA—3yy 
+yda—4yetr+ jydo+ 5yeo— 4et+ dz) 
+ (4 e+ 2ydr— jyde—3yex+ 4yu—ydo—ex 
—ide+dr) = 0. 
Nach (79) miissen wieder die einzelnen Klammern verschwinden. 

Im Fall A, y = 0, 6 = 1, ¢ = 0, erhalt man aus dem Verschwinden der 
Faktoren von sin*h und sinh: 2 =—1 und x= 0, also einen Wider- 
spruch, so da8 man hier keine Flachen erhilt. Im Fall B, y = 0, 6 = 2, 
e = 1, erhalt man aus dem Verschwinden des Faktors von sin? h die Bedingung 
6 = 0, also ebenfalls einen Widerspruch. Im Fall C, y = 6 = ¢ = 0, be- 
kommt man die Gleichungen 
(173) y= p= 0. 

Im Fall D, y = 1,56=1, e = 0, erhailt man aus dem Verschwinden der 
Faktoren von sin* A cosh, von sin*h und von sinh cosh: 
A—o—yvy = 0, 
—3iA—3»—l—aza = 0, 
4yv—41—20—22+} = 0. 


Eliminiert man hier (A — r), so wird man auf die beiden widerspruchsvollen 
Gleichungen 

3o0+2 = 1, 

8o0+2x=1! 


gefiihrt. Im Fall E kommt man zu dem sicher erfiillbaren System von Be- 
dingungen: 


Il 


I 
csosceo 


o+t—4= 
| a+2¢ 


(174) 


jee-# +2(4A—p)—4 
xz—2n = 


. 
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das sich nach einigen Umformungen ergibt. Im Fall F ergibt sich 
(175) A—v=0; u=0. 


Wir haben also nur in den Fallen C, E, F Flachen der von uns gesuchten Art, 
und zwar ergeben sich in den Fallen C und E die uns aus § 5 schon bekannten 
Hiillflachen solcher F,-Scharen, bei denen sich konsekutive F, lings eines 
Kegelschnitts beriihren. Diese Flachen hingen von drei willkiirlichen Funk- 
tionen ab. Welches sind die Flaichen des Falles E? Unter der Annahme 
y = 1,6 = 0, e = 1 des Falles E kénnen wir die Ableitungsgleichungen (54), 
wenn wir statt r* und ¢* iiberall z* = r* + ¢* und h* = r* —(¢* einfiihren 
und schon die erste der Gleichungen (174) beriicksichtigen, in der Form 


schreiben: 
| e* = o2* + 38%, 


he a —oah* + (9—1+ 1)s* + 2%, 
(176) > 
es = — $(@ — rt) 2* — 2h, 
im = $(A4+ v)2* + 4(A—») h* 4+ ws* + x0". 


2*(t) ist nach (124) die Raumkurve des Falles E, durch deren Linien- 
elemente die Kegelschnitte unserer Schar hindurchgehen und in deren 
Schmiegebenen sie verlaufen. Wir wollen zeigen: z(t) ist in unserem Fall (174) 
eine Kurve, deren Tangenten alle einem festen linearen Strahlenkompler an- 
gehéren. Da z* = oz* 4+- 3 s* gilt, sind die Pliickerschen Linienkoordinaten 
der Tangente von z*(t) durch den schiefsymmetrischen Tensor 


(177) pre = 2 gf al 23 si 


gegeben. Mit p wollen wir den Sechservektor mit den Komponenten 
(p'®, p'®, p™, p*, p™, p™} bezeichnen. Bekanntlich ist dann die Bedingung 
dafiir, daB z*(¢) eine Komplexkurve ist, durch 

(178) |p, », 6, BP, P| = 0 


gegeben, wo links die Determinante von sechs Sechservektoren steht. Sind 
d* und f{* zwei Vierervektoren, so wollen wir den zugehérigen Sechservektor 


(179) d«j?—_d* fe mit df) 
bezeichnen. Es gilt dann (df) = — <f/d) und fiir skalare Faktoren ¢ 
und 7 auch 
(180): Ed-+nk; fh) = Edh+nkh. 
Differenzieren wir die Gleichung (177) 
p = @8), 


so erhalten wir p = (28) + (z8), was nach (176) (180) ergibt 
p = o(28)— 2h). 
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Da in der Gleichung (178) von dem Vektor p ein beliebiges Vielfaches von p 
abgezogen werden kann, und da es auf einen konstanten Faktor der Vektoren 
nicht ankommt, so sieht man: Wenn man 
(181) q = «h) 
setzt, so la8t sich die Bedingung (178) auch in der Form 
(182) |p, a, 4, 4, G, 4] = 0 
schreiben. Wir erhalten aus (181) 
Gq = (e—t+ les —3ths) + 2m. 
Da man von q wieder beliebige Vielfache von p abziehen kann, so kann 
man statt q den Vektor 
(183) t= —3hs) +2») 
einfiihren und statt (182) 


(184) lp, gq, t, t, tf] = 0 
schreiben. Aus (183) erhalt man: 
t = 2u@s) + [A— v— } (0 —1)] <A) + 1268 v) 

+ (20+ 22)v) + 3c¢hs). 
LaBt man hier wieder die Glieder mit (zs) und (zh) weg, was auf das 
Abziehen von Vielfachen von p und q hinauskommt, addiert man dann 
noch den Vektor or und dividiert zuletzt durch 12, so bekommt man 
einen neuen Vektor 

t = §(a+ 20) <zv) + Sw). 

Wegen der zweiten Gleichung (174) wird aber 


(185) t = (sv). 
(184) kann man jetzt so schreiben: 
(186) Ip, q, r, t, t, tf] = 0. 
Aus (185) erhalt man 
t = —4(A+ ») (zs) +2680) —i (0 — 1) ev) —2 hv) — 3 (A— ») tha). 


Addiert man zu t den Vektor }(9 —r)r und jaBt die Glieder mit (zs) 
und (sv) weg, so bekommt man den Vektor 


t= —2hv —[i(e—1) + 7(A—»)] hs), 
mit dem man die Bedingung (186) in der Form 
(187) |p, q, t, t, tf, |] = 0 
schreiben kann. Wegen der dritten Gleichung (174) hat man 
t= —2hv)—chs 


und 


t = [4 (0 — rt) —(A + »)] A> + (0 —1) (sv) + (24 — 0) ch) 
+ (2%—20) hv). 
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Wegen der vierten Gleichung (144) kann man nun schreiben 
t = [4(e — t) — (A+ »)] @h) + (eo —1) Sw + (2u—2) [hs) + 2h]. 


{ ist also von q, t und f linear abhingig, unsere Behauptung (187) bzw. 
(178) ist also bewiesen. 

Man kann unschwer einsehen, daS die Komplexkurve im Fall (174) 
noch von ganz allgemeiner Art sein darf, das Gesetz, nach dem die Kegel- 
schnitte durch die Linienelemente und in die Schmiegebenen gelegt werden 
miissen, damit schlieBlich eine Fliche der gewiinschten Art herauskommt, 
mu8 aber ein ganz spezielles sein. Es wire wiinschenswert, iiber den geo- 
metrischen Charakter dieses Gesetzes genaueren Aufschlu8 zu bekommen. 


(Eingegangen am 7. 7. 1932.) 











Die Desarguesschen Siitze vom Rang 10. 


[Eine Erginzung zu ,,Ein Satz iiber die Schnittpunktsiitze des allgemeinen 
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In der Arbeit’): ,,Ein Satz iiber die Schnittpunktsitze des allgemeinen 
Fiinfecksnetzes (Das (A, B)-Netz)“ wurde bewiesen, da8 alle Schnittpunkt- 
sitze eimes allgemeinen zehnparametrigen Netzes aus einem Desarguesschen 
Satz vom Rang 9 (friiher als D, bezeichnet) und der Existenz einer bestimmten 
Pascalschen Konfiguration folgen. Insbesondere ist in diesem Satz die Aus- 
sage enthalten, daB alle Desarguesschen Siitze eines allgemeinen Fiinfecks- 
netzes aus dem D, und der genannten Pascalschen Konfiguration folgen. 
Diese letzte Aussage laBt sich verschirfen: wir werden jetzt zeigen, daB 
bereits aus dem D, allein (unter Zugrundelegung der ebenen projektiven 
Axiome der Verkniipfung und Anordnung) alle zehnparametrigen Desargues- 
schen Sitze der Ebene folgen. 

Alle Dy folgen aus dem Dag. 

Es zeigt sich namlich, da8 der D, zusammen mit den ebenen projektiven 
Axiomen den nicht-kommutativen Kérper (Schiefkérper) zweier Parameter a, 5 
zu realisieren gestattet [wir bezeichnen diesen Kérper mit R*(a, b)]. Mit Hilfe 
des D, la8t sich das allgemeine Fiinfecksnetz in der Weise algebraisieren, 


1) Math. Annalen 107 (1932), S. 124—139; zitiert als ,,(A, B)-Netz“. 
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daB jedem Netzpunkt ein-eindeutig ein Zahlenpaar aus R*(a, b) zugeordnet 
wird und jeder Netzgeraden ein-eindeutig eine lineare Gleichung mit 
Koeffizienten aus R* (a,b). Alle Zahlen aus R* (a, b) sind rationale Funktionen 
von a und 6 mit rationalen Koeffizienten. Fiir das Rechnen mit diesen Zahlen 
gelten alle Rechenregeln mit Ausnahme des kommutativen Gesetzes der 
Multiplikation. Diese Rechenregeln sind bekanntlich zum algebraischen Beweis 
des Desarguesschen Satzes hinreichend, wenn ein Punkt durch ein Zahlen- 
paar und eine Gerade durch eine lineare Gleichung mit feststehenden Ko- 
effizienten definiert ist. Da, wie an anderer Stelle*) gezeigt wurde, aus dem D, 
bereits alle allgemeinen Rechenregeln mit Ausnahme des allgemeinen asso- 
ziativen und kommutativen Gesetzes der Multiplikation folgen und iiberdies 
die Gleichung der Geraden als eine lineare Beziehung mit linksseitigen Ko- 
effizienten, so geniigt es, zur geometrischen Erzeugung des Kérpers R* (a, 6) 
und weiterhin zur Algebraisierung des allgemeinen Fiinfecksnetzes die Giiltig- 
keit auch des assoziativen Gesetzes fiir alle Zahlen aus R*(a, b) nachzuweisen. 
Dieser Nachweis ist deswegen schwieriger als der entsprechende Beweis fiir 
die Zahlen des kommutativen Kérpers R(a, 6), weil die Zahlen aus J?*(a, 5) 
keine Normalform haben, die sich beim Kérper R (a, 6) aus der Tatsache 
ergab, da8 die postulierte Beziehung ab = ba auch die Vertauschbarkeit 
von a" mit 6" nach sich zieht, so daB jedes Potenzprodukt in a und b auf die 
Form a* 6! gebracht werden konnte. Diese Umformungsregel gilt in R* (a,b) 
nicht mehr. Der Nachweis des assoziativen Gesetzes ist hier nur so zu er- 
bringen, daB man dieses Gesetz fiir die Multiplikation gewisser ,,einfacher“ 
Zahien aus R* (a, 6) beweist und dann zeigt, daB es beim Ubergang zu be- 
liebig komplizierten Zahlen des Kérpers, die aus jenen schrittweise vermége 
der rationalen Operationen hervorgehen, erhalten bleibt. Diese ,,einfachen“ 
Zahlen sind Potenzprodukte in a und 6 aus beliebig vielen Faktoren mit 
rationalen Koeffizienten. 


§ 1. 
Das assoziative Gesetz der Multiplikation fiir beliebige Potenzprodukte 
in a und b. 


1. Wir legen im folgenden die im ,,(A, B)-Netz erhaltenen Resultate 
bis einschlieBlich § 1,4 zugrunde. Es wurde dort allein mit Hilfe des D, und 
der ebenen projektiven Axiome abgeleitet, da die Multiplikation von irgend 
drei Faktoren des Typus a*, b’ assoziativ ist, und zwar fiir jede Reihenfolge 
der drei Faktoren. Beim Ubergang zu Produkten aus mehr als drei Faktoren 
wurde dann die Relation ab = ba herangezogen, was wir jetzt vermeiden 
wollen. 

2) Die Schnittpunktsitze des speziellen Fiinfecksnetzes in ihrer Abhangigkeit 
voneinander, (Das A-Netz.) Math. Annalen 106 (1932), 8S. 755. 














298 R. Moufang. 


Sei bewiesen, daB jedes Produkt P, aus héchstens & (k fest) Faktoren 
a*, b?, in dem die Faktoren a und 6 abwechselnd aufeinanderfolgen, beliebig 
assoziativ ist, also ohne Klammern geschrieben werden darf. Wir beweisen, da8 
auch jedes solche Produkt aus k + 1 Faktoren beliebig assoziativ ist. Die 
Annahme ist richtig fiir k = 3 (siehe a. a. O. 8. 131). 

Sei 

P, = a" ab ... abt... am bn (a4, ; ganz), 
Dabei ist es gleichgiiltig, ob in P, die Folge der Faktoren mit einem Faktor a 
beginnt und einem Faktor } schlieBt oder mit einem Faktor b beginnt und 
einem Faktor a schlieBt. Wir setzen voraus, daB alle Exponenten von Null 
verschieden sind, d. h. daB P, wirklich k Faktoren enthalt. (Ist k ungerade, 
so schlieBt man entsprechend mit dem Ansatz 
P, = a" bab ... a 

von k auf k+ 1.) 

Man nehme zu P, einen k -+- 1-ten, etwa rechtsseitigen Faktor hinzu. 
Ist dieser Faktor von der Form 6’, so ist das aus k +- 1 Faktoren bestehende 
Produkt P,- 6? sicher ebenfalls beliebig assoziativ, denn es ist 


P,-b° = (a 0... a bP") b? = (a 0... an) bPny bP 
=a" bY. . an pint? 

da, wie wir a. a. O. bewiesen haben, die Verkniipfung von irgend drei Faktoren, 
von denen zwei Potenzen ein und desselben Parameters sind, stets auf Grund 
von D, beliebig assoziativ ist. Damit ist P,- 6’ gleich einem Produkt aus nur 
k Faktoren, also nach Voraussetzung beliebig assoziativ. 

Man fiige zu P, einen Faktor a* hinzu: 
(1) Pra, = P,-a® = (a ... a" bP") ae, 
Wir beweisen, da8 auch dieses Produkt beliebig assoziativ ist, also ohne 
Klammern geschrieben werden darf. 

Zu dem Ende gebrauchen wir folgenden 

Hilfssatz: Fiir beliebiges u,v, w folgt mit dem D, aus der Beziehung 
(vu) w = v (uw) die Beziehung (uv) w = u (rw). 

Beweis. In Fig.1 ist [AC] || [A’C’]|| [BD]|| [B’D', [2 B)\|| (2 B] 
\| [CF] || (C’F’), [2 F)||(2#’ FF’). Auf Grund des Satzes II (siehe das 
»(A, B)-Netz“, 8.128) fiir die Vierecke CEFB und C’E'F’ B’ sind daher 
[C B] und [C’ B’) parallel, so daB auf Grund desselben Satzes fiir die Vierecke 
CDAB und C’ D’ A’ B’ [AD] und [A’ D’) parallel sind, wie behauptet wurde. 

2. Dieser Hilfssatz liefert die gleich zu gebrauchende Relation 


(2) Py, = (a * ... a) ("a") = P,_, - P,. 
Man setze 
u =a"b... e-1g™ y=, w =a"; 
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dann ist 
(vu)w = (b(a" b* ...a)} a® = (ab ... a) a® 
= Pag t,t t* — Bra .. a **) 
= Wm (ab ... a) a") = v(uw), 


also nach dem Hilfssatz auch 


(a BY... a) (b'™a*) = (a...) a" ged. 








3. Wir schlieBen jetzt mit Hilfe vollstindiger Induktion, daB P,,, 
auch erhalten wird, indem man zu der Gesamtheit der ersten | (1 <1 < k) 
Faktoren von P, die Gesamtheit der iibrigen s Faktoren (J+ s = k+ 1), 
die rechts in Formel (1) vorkommen, hinzufiigt. Sei bis zu einem festen s 
bewiesen: 

(3) Poa, = Py-at = P,P, = (a ... at tat +1) (ptt2 ,,, a bPng’) 
(da P, und P, je héchstens k Faktoren enthalten, diirfen diese Produkte 
nach Voraussetzung ohne Klammern geschrieben werden). Aus (3) folgt 
fir a,,, = 0 
(3) (a BY... a tht) (B+, a bP a") 

= (ab .. a*tbta’ Betts, a® b°n) a" 
(ab .. . at Ott htta, g*m Bn) g* 

= a Bt. at Htthttr, gin pPng®, 

I. Wir beweisen, es ist auch 
(4) Peay = Pry Pegs = (aH ... at Bt) (gt +1 Ht +1, a" BP g*), 

In der Tat, setzt man 


u =a"... Ft yp =atti, w= tts... ma, 


Il 


so ist 


(vu)w == (a%t+1* BF, BM (BM +1 a bm") 
= (a%ttit er pr | pet esr) (g%t+s,,, ng”) 
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wegen (3); dieses Produkt enthilt insgesamt nur / — 1 Faktoren, ist also 
nach Voraussetzung beliebig assoziativ, insbesondere auch gleich 
atti ter pt | Bet he+rgt+2 bmg) 
= atti (a Ft ... Pit htti gts... ba), 
also nach (3) 
= atts ((a™ bt ... bP) (t+ 1g%t+2 ... ba’), 


d.h. es gilt 

(vu) w = v(uw), 
mithin 

(uv)w = u(vw), 
also 


Py, = P,P, = Pi-, Poss q.e. d. 
II. Wir haben jetzt noch zu zeigen, daB aus (3) auch 
(5) Peay = (ab ... a) (Wtattt1... a ™ Wa") = P,_, Pris 
folgt. Der Beweis erfordert zwei Hilfsbetrachtungen A und B. 


A. Ist jedes Produkt aus k abwechselnd aufeinanderfolgenden 
Faktoren a* und 6’ beliebig assoziierbar und ist 


(1) Piri, = (a of ..a"" b) a* = P,-a’*, 
so gilt auch 
(A) P,., =a" (0... a" ba"). 


Zum Beweise setze man im Hilfssatz 


a 
b 


u=a", v= b'a™...a"b", w=a 
dann ist wegen 
(a... a™ ba" )a® = ba... a ™ bmg ** 
die Relation (vu)w = v(uw) erfiillt, so daB (A) folgt. 
B. Gilt die zu Anfang von A. ausgesprochene Voraussetzung und ferner 


die Gleichung (3), so gilt fiir das in (3) vorkommende ¢ auch die folgende 
Beziehung: 


(B) (B%a™ b%... a%t—1Bt—1 4%) (q%tt+2Htt2 .. a" hPa") 
= Hta™ .., pt—1gttt +1 ptt BPmg*, 
Da das rechtsstehende Produkt nur k Faktoren enthilt, also beliebig 
assoziierbar ist, geniigt es zu zeigen, daB die linke Seite gleich 
(Wta® ... t—rg®tt +1) Ota... ma’) 
ist. Die Behauptung folgt wieder aus dem Hilfssatz. Es ist namlich 
mit 
u = ta”... Pt-1a™t, vy = atti, w = btt1,,. aba" 


(vu) w = (a%t+1 Bta™ .., Bt—1 gt) (bt+1 .. bP a"); 
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dieses Produkt ist von der Form des rechts in Gleichung (3) auftretenden 
Produktes nur mit teilweise geinderten Werten der Exponenten «, und £,, 
also nach Voraussetzung in einer P,-a* entsprechenden Form darstellbar: 

(vu)w = (at+1 tg OY .., Ht—r1g%tpttrg%t+s._, Bn) q*, 
also wegen (A) 

= atti (bta™ Pt ,,, t-1gt pts... ma") = vo (uw), 
woraus die Gleichung (B) folgt. 
Eine abermalige Anwendung des Hilfssatzes liefert jetzt die Be- 

hauptung (5). Man setze: 

u=a"bh"...a%, v= Wt, w= atti ptt... gt bfng* 
also 

(vu)w = (Hta™ O ... a) (att+1 b+... ma"); 

wegen (B) ist dies gleich 


= Bt a Bt .. gttt tts ptt |, Bn g* 
= Bt (a OY, g@tt t+ 1 ptt |, Bn g*) 
= Bt (a b* ... a*ta%t+1) (BFtt+1.., bm a*)}, 


und endlich, wenn man auf die geschweifte Klammer die Gleichung (4) 
fir 8, = 0 anwendet: 


= Bt (a .. .a%t) (at+1 bt +i gt+2...ba*)) = v(uw). 


Es gilt also auch u (vw) = (uv) w, was Gleichung (5) aussagte. Damit sind 
wir wieder bei der der Gleichung (3) entsprechenden Zerlegung von P,,, 
fiir das nichst kleinere ¢ angelangt. 

Damit ist der Induktionsschlu8 vollstindig durchgefiihrt, und gezeigt, 
da8 fiir beliebig hohes k die Produkte P,, in denen die Faktoren a“t, br 
abwechselnd aufeinanderfolgen, beliebig assoziativ sind. Ist nun ein 
Produkt P* vorgelegt, in dem mehrere Faktoren a“ oder auch mehrere 
Faktoren 6”* nebeneinander stehen, so kann ein solches Produkt immer da- 
durch erzeugt werden, daB man in einem Produkt aus mehr Faktoren, in 
dem die a* und b’ abwechselnd aufeinanderfolgen, geeignete Exponenten 
gleich Null setzt; durch diesen ProzeB verliert aber ein Produkt nicht die 
Eigenschaft, assoziativ zu sein. Durch Zusammenfassung nebeneinander 
stehender gleichartiger Faktoren kann daher P* wieder in die Normalform 
iibergefiihrt werden, in der die Faktoren a und 6 abwechselnd aufeinander- 


folgen. 
Man kann das bis jetzt abgeleitete Resultat auch so formulieren: 
Sind zwei Reihen von Zahlen gegeben 1, A,, Az, Ag,.--, 1, By, Bg, Bg,... 


von der Beschaffenheit, daB 1. das Produkt aus zwei Zahlen A stets wieder 
eine Zahl A, ebenso das Produkt aus zwei Zahlen B stets wieder eine Zahl B ist, 
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daB 2. das Produkt aus drei (also beliebig vielen) Zahlen A beliebig assoziativ 
ist, ebenso das Produkt aus drei (also beliehig vielen) Zahlen B, und dafs 3. jedes 
Produkt aus zwei Zahlen A und einer Zahl B oder auch aus zwei Zahlen B und 
einer Zahl A fiir jede Rethenfolge der drei Faktoren assoziativ ist, so folgt aus 
dem D,, wenn man die arithmetische Multiplikation in geeigneter Weise als 
geometrische Operation interpretiert, daB auch beliebige Produkte aus beliebig 
vielen Zahlen A und B stets assoziativ sind. 
Insbesondere folgt aus 

P, =a"... ab... ab 

fiir die durch P, P=’ = 1 definierte Reziproke P;' 
Prt =o a... Mg... Ma, alo P' P, = 1. 
Die Zahlen P bilden also gegeniiber der Multiplikation eine Gruppe; sie ist 
mit der freien Gruppe aus zwei Erzeugenden a, 6 isomorph. — Versieht man 
die Zahlen P mit rationalen Koeffizienten, so geht die Eigenschaft der 
assoziativen Multiplikation nicht verloren, denn wegen ru = ur, r (uv) = (ru)v 
fiir rationales r und beliebiges u, v (siehe a. a. O. S. 127) ist 
cP-/P =r -P’ 
und 
(Pe P) (rR!) =r’ PP’ PP’ = (rP)(r' P-r" P’). 


Wir bezeichnen im folgenden die Zahlen ra b*: a™: ... mit P,Q usw. 


§°2. 
Das assoziative Gesetz der Multiplikation fiir beliebig hohe Zahlen des 
Schiefkérpers R* (a, bd). 

1. Aus den Zahlen P, fiir die wir das assoziative Gesetz als giiltig nach- 
gewiesen haben, erhalt man durch Addition umfassendere Zahlen P™ des 
Kérpers, denn die P reproduzieren sich nur gegeniiber der Multiplikation 
und der Reziprokenbildung. Wendet man auf die P™ wieder die drei rationalen 
Operationen an, und so fort, so erhailt man immer hdéhere Zahlen des KGrpers. 
Es ist zu zeigen, da bei jeder der genannten rationalen Operationen ( Addition, 
Reziprokenbildung, Multiplikation) auf eine aus den P rational erhaltene 
Gesamtheit von Zahlen, in der das assoziative Geselz gilt, dieses Gesetz erhalten 
blevbt. 


a) Fiir die Addition folgt dies — sogar fiir beliebige Zahlen — aus den 
distributiven Gesetzen: Aus p, (q,17:) = ~; 7x) 7; folgt sofort 


(2 Pi Ea) Sr: = (Lan) Fn = L(Ad)n = » Pi (er) 
i,k I i, k,l i,k,t 


i=1 k=1 I[=1 


= SplSar) = Em (Sa S- 
é gt i=l k=l I=e1 
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Allgemein folgt aus der Assoziativitat eines Produktes aus m Faktoren 
?, +++ Pm, daB auch das Produkt 


n, Xm 


2 Py 372). ss 2p” 


i=1 ig ign = 1 


beliebig assoziativ ist, denn ist dies fiir ein Produkt aus m — 1 Summen 
richtig, so wird wegen der distributiven Gesetze 


Nm 


—1 7 
x (1) _ ee (m—1)\ mim) — ‘ (1) mi). . (m — 1) ay (m) 
Pi Spe = Bling | Ly PP PD +. Pe PR 
\=1 = ‘m—1>= thy $25 -+-9 4m —y 
— (9, , 9 (h+1) gy (m—1) (mm) 
a (pj Pi, Pi, ) (Pi +1 Pin —1 Pin ) 
44, 895 ---9 bm — 4 


ihe 


pp (2) pm” ‘ b pi +1) pia—v p™ 
* Pi, Pi, th + yyy bm—y A+ tm—1 tm 


{Vy Wye... p™\ (h+1). et (m—1) . ~(m) 
2 Ps ree. oN OR a 


dies gilt fiir h = 1, 2,...,(m— 1), d.h. das Produkt aus (m — 1) Summen 
und einem m-ten Faktor p ist assoziativ. Nun addiere man die 
n,, Gleichungen, die aus dieser Gleichung entstehen, wenn p‘™ der Reihe 
nach die Werte p™ bis oy annimmt; das gibt sofort , 


n 
im—1 
tS pm DE ct z. et ¥ h 4 
1 tg im —1 = in= 
— {/Vy® T'y® Ty®\ | VS wmh+D (h + 2) Ds (m — 1) 
= Pi, = Pi, os me Py = Pass 2 Pinte se 4 “ae 2 Pin} 
ut te th th+1 th+ Peaz’ 1 tm 


so daS auch Produkte aus m Summen assoziativ sind. Dies gilt a fortiori, 
wenn man nicht alle Faktoren des Produktes durch Summen ersetzt. 


b) Sind p, q,7,... Zahlen, deren Produkt aus irgend dreien in beliebiger 
Reihenfolge assoziativ ist, so bleibt ein solches Produkt assoziativ, wenn man 
irgend einen Faktor durch seine Reziproke ersetzt. Auch bei 
diesem Beweis werden wir iiber die spezielle Beschaffenheit von p,q,... 
keinerlei Voraussetzungen machen. 


a) Aus p(qgr)=(pq)r folgt p(q-*r) =(pq-*)r. 
Beweis. In Fig. 2 ist 
[4 B)|| [4’B’), [BC}|| (BC), [4£)|| (CD)\| [4’F)|| (C’' D1, 
[AD}|| [4’D’], [AF]|| [BC]|| [4’F'), (F@)|| (4B) || (F'@1, 
[G J] || (G’J’]|| [AF]. 
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Es ist zu zeigen: [A’J’]|| [AJ]. Ist 

N = ([FG) [A£)), N, = ((AB) [(CD)), 

M = ((F'@’) [A’E)), M, = ((4’B) (CD), 
so liegen die Dreiecke FAN und BCN,, ebenso die Dreiecke F’ A’M 
und B’C’M, axial im Sinne von Satz III (siehe a. a. O. 8. 128), also 


% 


a 


MV 
A, 





oP e\y’ \ 


0 1 ORg pn = paral), a7, nig?) pr pgr 





Fig. 2. 








y\g" 
0 m,7 Gopt) r pggr qr 
“(nr 
Fig. 3. 


liegen sie perspektiv, d.h.ONN, und OM M, liegen je in einer Geraden, 
so daB nach demselben Satz die Dreiecke EGN und DAN,, ebenso 
E’G' M und D’ A’ M, axial liegen, d.h. es ist [@E] || [A D]|| [A’D’]}| [@ EF’). 
Nun folgt aus Satz II fiir die Vierecke GJ EA und G’J’ E’ A’ sofort die Be- 
hauptung [AJ]|| [A’J’]. Ebenso ist q (p-'*r) = (qp~")r usw. 
B) Aus p(gr) = (pq)r usw. folgt p—*(qr) = (p—*q)r. 

Beweis. In Fig.3 ist zu zeigen, daB [FJ]|| [F’J’] ist. Man ziehe 

[GH)\| [4B] und [A’H’]||([AH), dann erhalt H’ die Marke (gp-)r. 
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Wegen a) ist aber (qp~*)r = q (p-'r), so daB die Parallele durch H’ zu [A B] 
die Gerade [OA] im Punkt G’ mit der Marke p-'r trifft. Nach Satz IT fiir die 
Vierecke GH BA und G’ H’ B’ A’ ist also [G B) || [G’ B’), so daB nach demselben 
Satz fiir die Vierecke GF BJ und G’F’ BJ’ [FJ)|| [F’J’] ist q.e. d. 
y) Aus p(qgr) = (pq)r usw. folgt (pg)r-* = p(qr—’). 

Beweis. Um zu zeigen, daB in Fig.4 [AJ]|| [A’D] ist (d.h. daB 
(p(qr-*)} r = pq ist, woraus sofort p (qr-') = (pq)r- folgt), ziehe man 
[F’L} || (FC) || [2.K]|| [2’K’]; dann sind offenbar wegen (qpr)r-! = gp 
die Geraden [F’ K] und [FK’] parallel, so daB aus Satz II fiir die Vierecke 
F’EKL und FE'K’'C die Beziehung [LE] || [(CE’] folgt; mithin ergibt 





Ca 
SY ™% 
a \J J 
BAY 
y, rv es 


if 
rar), 





9° jer fgr 
Fig. 4. 


derselbe Satz fiir die Vierecke JEAL und DE’A’C, das [AJ]|| [A’D] 
ist q.e.d. — Man darf folglich in einem Produkt pgr nach Belieben die 
Faktoren durch ihre Reziproken ersetzen, ohne das assoziative Gesetz zu 
zerstoren. (Fiir n-faktorige Produkte gilt dies nicht ohne weiteres.) Wir 
machen hier folgende Bemerkung: Die unter «) bis y) angegebenen Beweise 
lassen sich auch so interpretieren, da fiir das Ensemble aus den 
drei speziellen Fiinfecksnetzen aus OJ,X,EX,, O Y,X,EX,, OJ,X,EX,, 
die gemaS der sechs Konfigurationen (pq)r = p(qr) (wir benutzen der 
Kiirze halber hier wieder die Bezeichnungsweise von 8.126 des ,,(A, B)- 
Netzes‘*), q (pr) = (qp)r usw. miteinander verkettet sind, allein mit Hilfe 
des D, (und der projektiven Verkniipfungsaxiome) neue Schnittpunktsitze 
hergeleitet werden. Darin hat man ein weiteres Beispiel des in der Einleitung 
zum ,,(A, B)-Netze“ aufgeworfenen Problems (s. 8. 125), Netzteile, die aus 
einer konditionalen Grundfigur durch projektive Verkniipfung hervor- 
gegangen sind, mit einem konstruierbaren nicht-trivialen Schnittpunktsatz 
zureduzieren. Es zeigt sich dabei, daB die unter «) bis y) abgeleiteten Relationen 
nicht die einzigen sind, die der D, fiir das genannte Ensemble zur Folge hat; 
des weiteren kann man allgemein die Beziehung p/(q'r") = (p'q*)r® fiir 
Mathematische Annalen. 108. 20 
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beliebig ganze 1, k,n beweisen, und es ist sehr wahrscheinlich, da8 sogar das 
assoziative Gesetz fiir Produkte aus beliebig vielen Faktoren des Typus 
p', g*, r beweisbar ist. Dies wird naturgem&8 nicht ohne vollstindige Induk- 
tion durchzufiihren sein, denn es scheint nicht so zu sein, daB sich geometrisch 
die Beziehung (pq) (rs) = p(qrs) = (pqr)s mit Hilfe des D, beweisen laBt, 
sofern nur Produkte aus je drei der Faktoren p, q, r, s in beliebiger Reihenfolge 
assoziativ sind. Wir werden daher, um die Invarianz des assoziativen Gesetzes 
gegen Produktbildung zu beweisen, Aussagen iiber die Beschaffenheit der 
zu verkniipfenden Zahlen heranziehen miissen; deswegen ist bei dem Beweis 
wieder in starkem MaB die vollstandige Induktion beteiligt. 


c) Aus den Zahlen P erhilt man durch n-malige Multiplikation, ebenso 
durch Reziprokenbildung immer wieder Zahlen P, durch n-fache Addition 


n 
dagegen neue Zahlen P) = ¥' P;. Nimmt man die P® zu den P hinzu, 


so gilt wegen «) auch in dieser weiteren Menge M, noch das assoziative Gesetz 
der Multiplikation fiir Produkte aus m Faktoren. Nun nehme man zu M, 
alle Zahlen hinzu, die aus den Zahlen von M, durch je eine der rationalen 
Operationen (n-mal angewandt) entstehen: durch Multiplikation erhalt man 
immer wieder Zahlen P®, durch n-malige Addition ebenfalls; durch Rezi- 
prokenbildung neue Zahlen (Pi) 1, Man hat zu zeigen, daB auch noch fiir 


die Zahlen der neuen Menge M, das assoziative Gesetz gilt: Zuniichst ist das 
Produkt aus drei Faktoren ~ P, assoziativ, also wegen b) auch das Produkt 


aus drei Faktoren 3’ p,. (x P,)-1, Aus dieser Tatsache folgt durch denselben 


SchluB, wie in §1, daB auch das Produkt aus n solchen Faktoren assoziativ 
ist, da alle Voraussetzungen, die dort iiber die Zahlen a*, b? gemacht wurden, 


auch fiir die Zahlen 2 P,, (2P,) erfiillt sind. (Man beachte, da 
(<P,)- 1. (2 Q,)-? = (20 P,)-? = (> Ri) “1 ist.) Zugleich folgt daraus, 
daB alle Produkte von Zahlen aus M, die Form haben 


1) 1) 2 1) 1)-—1 1)Qj0)—1- 
PPQP— PP GP = ... Pag : 
wegen 


Mgon-1 — FW Pa-1 
PEQP— = ZR 


lassen sich diese Produkte auch schreiben als Summe von Zahlen P® —, — 
Nun wende man auf alle Zahlen aus M, die drei rationalen Operationen an, 
auf die neu erhaltenen Zahlen ebenfalls, usf. Sei nach s Schritten eine Menge M, 
von Zahlen erhalten worden mit der Eigenschaft, daB das Produkt aus n Zahlen 
aus M, assoziativ ist. Wir bezeichnen die Zahlen aus M, mit Z,, Z,, Zs, ... 


Ferner setzen wir voraus, da sich alle Zahlen Z darstellen lassen als Summen 
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von Reziproken: Z; = =2 z,’, wobei die 2,, wieder Reziprokensummen 
sind usf., bis herab zu Ain em deren Summanden Zahlen P = J P, 
oder Zahlen P)—1 = (2 P,)-1 sind, so daB alle Zahlen Z aus den Zahlen P 


allein mit Hilfe der Verkniipfungszeichen -+ und ()-? erhalten werden 
(alle eventuell vorhandenen rationalen Zahlenfaktoren lassen sich in die P, 
hineinnehmen); fiir keine Zahl Z der Menge M, iiberschreitet die Anzahl 
der Zeichen ()-1, die bei dieser Darstellung imeinandergeschachtelt sind, 
eine feste Grenze, wir nennen sie die charakteristische Zahl (oder auch 
Charakteristik) der Reziprokensumme und bhezeichnen sie mit c,. (Z. B. haben 
alle Zahlen aus M, die Charakteristik 0, da sie aus den P ganzrational zu- 
sammengesetzt —. alle Zahlen aus M, die charakteristische Zahl c, = 1, 
da sie die Form 2 “ (< 2 Pa) =2 P —' haben, s. oben). Fiir jede Menge M, 


ist die untere Cinied von ¢, gleich 0, da die Zahlen P selbst zu M, gehéren. 
Nun ist evident, daB das Produkt zweier Zahlen Z, und Z, mit den Charak- 
teristiken c, bzw. c,, wobei c, < ¢,, C, < ¢, ist, eine Zahl ergibt, die wieder 
die Form einer aus den P zusammengesetzten Reziprokensumme hat, deren 
Charakteristik nicht gréBer als die gréBere der Zahlen c,, c, ist: sei etwa 
C, < Cy (fiir c, = c, schlieBt man entsprechend). Nach Voraussetzung ist 


n m 
— -1 —_ =~} 
Z,= 2%; Z, — & %3; 
i=1 k=1 


wobei in den z;, das Symbol ()-? héchstens (c,— 1)-mal _,,ineinander- 
steckt, in den 2» héchstens (c, — 1)-mal. (Diese Ausdrucksweise ist nicht 
mi8verstindlich; bei unserer Art der Abzahlung der ineinandergesteckten 
Exponenten — 1 wird verlangt, daB bei der sukzessiven Erzeugung der Zahl, 
deren Exponenten —1 abgezihlt werden, nach einer Reziprokenbildung 
stets mindestens eine Addition vorgenommen wird, ehe die nichste Rezi- 
prokenbildung vorgenommen wird, so da sich die Exponenten — 1 nicht 
vermége der Formel (A-1)"* = A ,,eliminieren“ lassen.) Wegen der distri- 
butiven Gesetze ist 
Z, Z, _ = Xe Zig os & (22 211)~* 
i,k 
Nun ist nach Voraussetzung 
22 = 2 Sins» a1 = 2 oi, 
also 
Z; —= P { & (Enir Ere2)—*}-?; 
i,k Lh 
die & haben wieder die Form von Reziprokensummen usw.; durch fortgesetztes 
Ausmultiplizieren gelangt man nach c, Schritten in der Darstellung von Z, 
bis zu den Zahlen P, Z, ist dann vollstindig aufgelést, und man hat die 
20* 
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nach ¢, Schritten bei dem AuflésungsprozeB erhaltenen Bestandteile von Z,, 
nimlich Reziprokensummen mit der Charakteristik c.—c,, mit den Zahlen P 
zu multiplizieren. Man zeigt leicht mit vollstindiger Induktion, daB die 
Multiplikation einer aus den P zusammengesetzten Reziprokensumme von 
der Charakteristik ¢ mit einer Zahl P (gleichgiiltig, ob die Multiplikation 
links oder rechts geschieht) stets wieder eine aus den P zusammengesetzte 
Reziprokensumme der Charakteristik ¢ ergibt: Fiir ¢= 1 ist dies wegen 


2 (2 Pi)-*.Q - 2 (2Q-* Pa)? _ 2 (x Pix) 


trivial. Aus der Giiltigkeit fiir ¢ folgt sofort die Giiltigkeit des Satzes fiir ¢ +- 1, 
denn haben die A, die Charakteristik t, so ist 2 (2 Ag) die allgemeinste 


Zahl der Charakteristik ¢ + 1, und es kommt 
2 (2 Ay) P = 2 (2 P-* Ay), 


wobei nach Voraussetzung P-!A,, eine aus den P zusammengesectzte Rezi- 
prokensumme der Charakteristik ¢ ist, so da8 sich jede aus den P zusammen- 
gesetzte Reziprokensumme bei Multiplikation mit einer Zahl P reproduziert; 
damit ist in der Tat Z,Z, dargestellt als eine aus den P zusammengesetzte 
Reziprokensumme der Charakteristik c,. Die Zahlen Z; reproduzieren sich 
also bei Multiplikation; daB sie dies auch bei Addition tun, folgt aus der 
Definition. Nun bilde man gem&3 der drei rationalen Operationen die 
Zahlen 
22,, 2, 12, 
i=1 k=1 

(dieses Produkt darf nach Voraussetzung ohne Klammern geschrieben werden) 
und adjungiere sie zu M, (2 Z,; und J7 Z, sind bereits darin enthalten), das 
liefert eine Menge M, ,,. Es ist zu zeigen, daB auch jetzt noch das assoziative 
Gesetz fiir beliebige Produkte gilt. Die zu untersuchenden Produkte zerfallen 
in verschiedene Typen: 


a) Die Produkte JT Z;" sind assoziativ, da 
Z;'Z,"...B,' = (Z,...2,)°* 


ist und nach Voraussetzung I Z, assoziativ ist. 


8) Dann kommen Produkte vor, die Faktoren Z und Faktoren Z-* 
enthalten. Bestehen sie nur aus drei Faktoren, so sind sie assoziativ wegen 
der Voraussetzung der Assoziativitit der Z und der unter b) bewiesenen 
Beziehungen. Daraus folgt dann nach demselben SchluB wie in § 1 auch die 
Assoziativitat fiir n-faktorige Produkte, da die Z, bzw. die Z;' alle Voraus- 
setzungen erfiillen, die fiir a« bzw. b’ in §1 genacht wurden. 
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Es folgt ferner, da das Produkt aus » Zahlen Z, stets wieder eine Zahl Z,, 
also auch das Produkt aus » Zahlen Z;' stets wieder eine Zahl Z;" ist, daB 
sich jedes Produkt aus beliebig vielen Zahlen Z und Z-* darstellen laBt als 
Produkt, in dem die Zahlen Z und Z-! abwechselnd aufeinander folgen; da 
weiterhin Z,-Z;* wegen der distributiven Gesetze eine Reziprokensumme 
der Charakteristik s + 1 ist (weil Z;' diese Charakteristik hat), das Produkt 
zweier solcher Reziprokensummen stets wieder eine solche Summe mit nicht 
gréBerer Charakteristik als s + 1 ist, so laBt sich schlieBlich jedes Produkt 
aus beliebig vielen Zahlen Z, und Z;’ darstellen als eine (aus den P zusammen- 
gesetzte) Reziprokensumme der Charakteristik s-+-1. — Die Menge M,,, 
besteht, wie wir sahen, aus allen Zahlen Z; und Z;', wobei Z;' nach Definition 
eine Zahl mit der Charakteristik s+ 1 ist. Diese Zahlen bilden offen- 
sichtlich gegeniiber der Multiplikation keine Gruppe, denn das Produkt 
einer Zahl Z,; mit einer Zahl Z;" ist im allgemeinen eine Reziprokensumme 
der Charakteristik s + 1, d. h. eine Summe von Zahlen Z;'. Indessen haben 
wir bewiesen, da8 ihre multiplikative Verkniipfung beliebig assoziativ ist. 
Beim nachsten Schritt hat man zu M,,, hinzuzufiigen: 1. die Reziproken 
der Zahlen aus M, , ,, das sind aber die Zahlen aus M,,, selbst, nimlich Z;' 
und Z,, 2. die Produkte aus ailen Zahlen aus M,.,, das sind, wie wir oben 
sahen, Reziprokensummen mit héchstens der Charakteristik s+ 1 und 
3. die Summen aus den Zahlen aus M,.,, das sind ebenfalls an noch nicht 
vorhandenen Zahlen Reziprokensummen der genannten Charakteristik. 


Da8B auch Produkte aus beliebig vielen Zahlen der Menge M,,, dem 
assoziativen Gesetz unterliegen, folgt einfach aus der oben bewiesenen Tat- 
sache, daB die Reziprokensummen der Charakteristik s+ 1 sich assoziativ 
multiplizieren. In M,,, hat man also wieder eine Menge, die allen Voraus- 
setzungen geniigt, die wir an die Elemente von M, gestellt haben, namlich bei 
Multiplikation eine Gruppe zu bilden. Nun geht man von M, ,, zu der Menge 
M, .; iiber, deren Elemente sich bei Multiplikation zwar nicht reproduzieren, 
sich aber in beliebiger Anzahl assoziativ multiplizieren, usw. Der hier durch- 
gefiihrte Induktionsschlu8 geht gleichsam von s auf s + 2. Als Anfangsglied 
dieser SchluBkette waihle man die Menge M,, bestehend aus allen Zahlen 
P® = 2 P, mit der charakteristischen Zahl Null. Die 2 P;, die vermége 


der rationalen Operationen aus den Zahlen P, also auch aus den Parametern 
a, b hervorgegangen sind, erfiillen in der Tat, wie bereits bemerkt, alle Voraus- 
setzungen, die wir fiir die Zahlen Z aus M, gefordert haben. 

Damit ist man fertig: in einer Menge von Zahlen, die durch beliebig 
haufige rationale Verkniipfung aus den Zahlen P — also auch aus den Para- 
metern a, b —- hervorgehen, gilt stets das assoziative Gesetz der Multiplikation 
fir Produkte aus beliebig vielen Faktoren. 
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2. Damit ist die geometrische Erzeugung des Schiefkérpers R*(a, 5) 
mit Hilfe des speziellen Desarguesschen Satzes D, beendet. Insbesondere 
laBt sich jede Zahl des Kérpers darsteHen allein mit Hilfe der Zahlen P und 
der Verkniipfungszeichen + und ()-!. Bei Hinzunahme der bereits in der 
Einleitung angefiihrten Tatsache, daB sich, wie andernorts gezeigt wurde, 
jeder Geraden der Ebene eindeutig eine lineare Gleichung (mit linksseitigen 
Koeffizienten) zuordnen laBt, insbesondere — wie sich ohne weiteres aus der 
Herleitung dieser Geradengleichung ergibt — den geraden Punktreihen des 
projektiven allgemeinen Fiinfecksnetzes lineare Gleichungen mit Koeffizienten 
aus R*(a, b), ist das allgemeine Fiinfecksnetz mit Hilfe des D, und der ebenen 
projektiven Axiome der Verkniipfung und Anordnung so weit algebraisiert 
da8 es méglich ist, an einer beliebigen Stelle des Netzes die Giiltigkeit des 
Desarguesschen Satzes rechnerisch zu beweisen. Das war unser Ziel, denn 
es besagt, daB alle Desarquesschen Sdtze, die 10 Parameter (d.h. fiinf willkiirliche 
Punkte) enthalten, eine Folge des Desarquesschen Satzes D, vom Rang 9 sind, 
Mit diesem Resultat ist eine der Liicken ausgefiillt, auf die am Schlu8 der 
unter Anmerkung *) angegebenen Arbeit hingewiesen worden war. Die 
Desarguesschen Sétze vom Rang 8, 9, 10 sind jetzt in eine gewisse Ordniung ge- 
bracht. Es bleibt zu zeigen, da8 sich mit Hilfe der ebenen projektiven Axiome 
der Verkniipfung und Anordnung vom D, keine Briicke zum allgemeinen 
Desarguesschen Satze D,, schlagen laBt. 


(Eingegangen am 28. 6. 1932.) 














Uber gewisse Invarianten der e-Abbildungen. 
Von 


Karol Borsuk in Warschau und Stanislaw Ulam in Lemberg. 


Es sei / eine stetige Abbildung eines kompakten metrischen Raumes A 
auf eine Teilmenge irgendeines topologischen Raumes. Diese Abbildung 
wird nach Alexandroff') eine e-Abbildung genannt, wenn fiir jeden Punkt 
y¢€{(A) die Urbildmenge f-*(y) dieses Punktes einen Durchmesser < 2 ¢ 
hat. Es zeigt sich, daB gewisse topologische Eigenschaften, welche keine 
Invarianten von allgemeinsten stetigen Abbildungen sind, sich trotzdem 
gegeniiber allen e-Abbildungen bei hinreichend kleinem ¢, invariant ver- 
halten. Als solche Eigenschaften haben sich z. B. die Dimension > n*) 
und die Nicht-Unikohiarenz*) erwiesen. 

In dieser Arbeit zeigen wir, daB auch die Existenz einer sogenannten 
wesentlichen*) Abbildung der Menge A auf die euklidische n-dimensionale 
Kugelflache auch Invariante von e-Abbildungen (bei hinreichend kleinem e) 
ist, womit auch eine von Alexandroff aufgestellte Frage®) im positiven 
Sinne beantwortet wird. 

Nebenbei ergibt sich daraus die Invarianz des Schnittes des eu- 
klidischen n-dimensionalen Raumes R,, gegeniiber den e-Abbildungen bei 
hinreichend kleinem e. Obwohl diese Invarianz auch auf einem anderen 
Wege, und zwar mit Hilfe des Dualititssatzes von Alexandroff *) 
erhalten werden kénnte’), so ist unser Beweis vielleicht nicht ohne 
Interesse, weil wir mit ganz einfachen Mitteln und, insbesondere, ohne 
Gebrauch von Homologiebegriffen auskommen. Uberdies erlaubt unsere 





1) P. Alexandroff, Untersuchungen iiber Gestalt und Lage abgeschlossener Mengen 
beliebiger Dimension, Annals of Mathematics (2) 80 (1928), 8. 103. 

%) L. c., 8. 120. 

8) Vgl. auch eine in Fund. Math. demnichst erscheinende Arbeit von C, Kura- 
towski und 8. Ulam. 

*) Vgl. den SchiuB von 5. Der Begriff der wesentlichen Abbildung stammt 
von H. Hopf. Siehe H. Hopf, Moskauer Math. Sammlung (1930), 8.53. Vgl. auch 
P. Alexandroff, Dimensionstheorie, Math. Ann. 106 (1932), S. 223. 

5) P. Alexandroff, Dimensionstheorie, S. 226. 
®) Derselbe, Gestalt und Lage, 8. 156. 
7) Nach einer brieflichen Bemerkung von P. Alexandroff. 
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Methode eine einfache und (in gewissem Sinne) scharfe Abschitzung der 
Zahl e zu erhalten, bei welcher noch jede ¢-Abbildung eines gegebenen 
Schnittes von R,, wieder einen Schnitt dieses Raumes ergibt. 

1. Im folgenden bedienen wir uns einer Bezeichnungsweise, die im 
allgemeinen mit der in der Arbeit von K. Borsuk, Uber Schnitte der 
n-dimensionalen euklidischen Réume, Math. Ann. 106, 8. 239 gebrauchten 
iibereinstimmt. Insbesondere bezeichnet o(z, y) und o(X, Y) den Abstand 
zweier Punkte z, y bzw. der Punktmengen X, Y. 6(X) den Durchmesser 
der Menge X, E [1], die Menge aller Punkte z von X, fiir welche die 

zex 


Eigenschaft [ | gilt (das Lebesguesche Symbol); (A) das durch die Ab- 
bildung  erzeugte Bild von A, d. h. die Menge derjenigen Werte (Punkte) 
y = @(z), welche die Funktion g(z) fiir die Punkte z von A annimmt, 
Zy bei c+ y die Halbgerade aus z durch y. 

2. Es seien: K, die in R, liegende Kugelflache vom Radius r = 1 
und dem Mittelpunkte 0, ferner S ein Simplex*) mit den Eckpunkten 
Po» Py «+» Px und P die Projektion von S aus dem Punkte 0 auf K,. _ 

Hilfssatz. Liegen alle Eckpunkte von S auf K,, und ist 5(S) < 2, 
so gilt: 

(1) 0€R,—S, 
(2) 6(P) < 2°). 

Beweis. Laut Voraussetzung ist 0 (p;, pj) << V2 fir i,j =0, 1, ...k, 
was die Ungleichung fiir die Winkel: A (p,0p;) << = ergibt. Infolgedessen 
befinden sich saimtliche Eckpunkte des Simplexes S nur an einer Seite 
der durch 0 durchgehenden (n — 1)-dimensionalen zur Halbgeraden p,0 
orthogonalen Hyperebene in R,, womit die Beziehung (1) bewiesen ist 
und woraus sich andererseits die Ungleichung X (p,0z) < = fiir jeden 
Punkt «¢€S und fiir jeden Index i=0,1,...k ergibt. Demzufolge 
befinden sich alle Eckpunkte von S auch an einer Seite der durch 0 
durchgehenden (mn —1)-dimensionalen und zu 0 orthogonalen Hyperebene, 
so da8 fiir jedes Punktepaar z, y von S die Ungleichung X (x0 y) < = 
besteht. Aus dem Dreiecke A (0, z’, y’), wo 2’ = Oz.K, und y/ = Oy: K,, 


ist, erhalten wir also 9 (z’, y’) < Vo(0, 2’)? + 0 (0, y’)? = V2, was wegen 
der Kompaktheit von S die Beziehung (2) ergibt. 











8) Das heiBt die kleinste konvexe Menge in R,, welche die Punkte pp, p,,..., Pk 
enthalt. Ist S k-dimensional, so heiBt es eigentliches Simplex. Ist 0 ( Py P;) = const, 
fir ¢ + j, so wird S ein regelmaéfiges Simplex genannt. 

*) Man kann leicht zeigen, daB 5(P) = 6(S8) ist. 




















Invarianten der e-Abbildungen. 313 


3. Von nun an wird mit A eine in sich kompakte (sonst aber be- 
liebig gegebene) Punktmenge bezeichnet. 

Hilfssatz. Ist p eine e-Abbildung von A, so gibt es ein n> 0, 
derart, daB folgende Beziehung gilt: 
(3) aus o[p(2'), p(2")] Sm folgt o(2’, 2’) <2e 
fiir je zwei Punkte x’ und x” von A. 

Beweis. Andernfalls wiirde es in A fiir jedes n = 1, 2, ... ein 
Punktepaar z,, z, mit den Eigenschaften geben: 


(4) ole (2), pal <—, 
(5) 0 (zn, tn) > 2e. 


Da aber A kompakt ist, so gibt es eine Folge {n,} von natiirlichen 
Zahlen, fiir welche die Limites 


(6) x =limz,, und 2” = lima, 
k= = 


existieren. Aus (4) und (6) erhalten wir p(2z’) = p(z”’), dagegen aus 
(5) und (6), o(2’, 2”) => 2e, was der Voraussetzung, daB m eine e-Ab- 
bildung ist, widerspricht. 

4, Satz. Ist f{ eine stetige Abbildung von A mit den Eigenschaften: 
(7) f(A) c K,, 
(8) aus g(2’,2")<2e folgt off(z’), f(a" <V2 
fiir je zwei Punkte x’ und x” von A, und ist p eine e-Abbildung von A, so 
gibt es eine stetige Abbildung wy der Menge (A) derart, dap: 


(9) yy(A)CK,, 
(10) o[f(z), py (x)] <2 fiir jedes EA 
gilt. 


Beweis. Wir beweisen die Existenz von yw zunichst fiir den Fall, 
wo ~(A)C R, ist. Nach Hilfssatz 3. gibt es ein 7 > 0, fiir welches die 
Bedingung (3) erfiillt ist. Sei X ein simpliziales Netz**) im R,, dessen 
Simplexe vom Durchmesser < +47 sind. Sei ferner 7 die Vereinigungs- 
menge aller zu g(A) nicht punktfremden Simplexe von £2. Wahlen wir 
nun") fiir jeden Punkt ¢ € T einen beliebigen Punkt «(¢) in der Menge 
E [elt, y) = e(t, y(A))] und fiir jeden Punkt y€ (A) einen be- 

A) 


y=( 
liebigen Punkt B(y) in der Menge g~'(y), so gilt: 
(11) o[t,a(t)]) Sin, fiir jedes te T. 


1”) Das hei®t eine Folge von eigentlichen Simplexen, die als Vereinigungs- 
menge R, ergeben, wobei jeder Eckpunkt eines dieser Simplexe zugleich ein Eck- 
punkt aller anderen, ihn enthaltenden Simplexe ist. 

11) Diese Auswahl kann, da diese Menge in sich kompakt ist, effektiv vor- 
genommen werden. 
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Ist also y irgendein in T liegendes Simplex von X mit Eckpunkten 
Yoo Ui» «++ Ue, 80 folgt 
o (x (q,),«(9;)) S ola (gi), a + o Ge 9;) + ela, «(9)) S 3-50 = 0 
und somit nach (3) 


(12) o[Ba(q,), Balg)) <2e fir 4,7 =—0,1,...k. 
Betrachten wir nun das (eigentliche oder nicht eigentliche) Sim- 
plex S mit den Eckpunkten p, = /fa(q,)¢K,, so ist nach (12) und (8) 


(13) 6(S)< ¥2 


und daher nach Hilfssatz 2 liegt der Mittelpunkt 0 von K,, auBerhalb 
von 8, 

Sei r die affine Abbildung von y auf S, bei welcher die Punkte gq, 
in die Punkte p, (mit den entsprechend gleichen Indizes) iibergehen. Wir 
setzen 


(14) p(s) = Or(s)-K, fiir jedes sey. 


Die in dieser Weise in allen in 7 liegenden Simplexen y von 2 
definierte Funktion y ist offenbar in T und somit in m(A) CT stetig. 
Da sich dabei aus (14) y@(A) CK, ergibt, so ist die Bedingung (9) be- 
wiesen. Um nun die Bedingung (10) zu beweisen, beachten wir, daf 
g(z)¢T, daB also in T ein Simplex y von Z existiert, welches ¢(z) 
enthilt, Wir haben nach (11): o [a (45) 9 (2)] < o[ (qo): 4a) + 2 [4 9 (2)] 
<= 4n+4< yn und nach (3) o[fa(q,), 7] <2, woraus sich nach (8) 


(15) e[fBa (q), f(z)] < V2 
ergibt. 

Andererseits folgt aber aus (14), daB wq(z) in der Projektion P 
(aus 0 auf K,) des Simplexes S liegt. 

Da der Punkt p, = ffa(g,) ein Eckpunkt von S ist, so erhalten 
wir aus (13) und auf Grund des Hilfssatzes 2 


(16) olfBalg), pp(z)] < V2. 


Die Formeln 0 (a, 6) << V2 und o (a,c) << V¥2 haben aber auf der 
Kugelfliche K, die Ungleichung o (b,c) <2 zur Folge, womit durch (15) 
und (16) die Bedingung (10) fiir den Fall (A) c R, bewiesen ist. 

Um davon zum allgemeinen Fall iiberzugehen, diirfen wir annehmen, 
daB (A) eine Teilmenge des Grundquaders Q,, des Hilbertschen Raumes 
ist). Wir wiablen eine natiirliche Zahl & so groB, daB wir fiir die 


%%) Nach dem bekannten Einbettungssatze von P. Urysohn, nach welchem 
jeder separable metrische Raum mit einer Teilmenge von Q. homéomorph ist. 
Vgl. z. B. K. Menger, Dimensionstheorie, 8. 57. 
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positive Zahl 7 von der Eigenschaft (3) die Formel 


. ne | 
(17) > a<7 
i=k 
haben. 
Setzen wir nun fiir jedes (z,, z,, ... 2, ---) €Q,, 


Y(t, Bap... Buy ---)) = (By, By ..- Be) E R,, 


so bildet die Funktion yp die Punktmenge A auf eine Menge yp(A)c R, 
ab. Dabei hat yq(z’) = yp(x”") nach (17) o[(2’), p(z”")] Sy und 
somit nach (3) o(2’, 2”) << 2e zur Folge. 

Die Voraussetzungen des schon erledigten Falles »(A) c R, werden 
also erfiillt, wenn wir g durch y@ ersetzen. Demnach existiert eine 
Funktion y’, die y p(A) auf eine Teilmenge von K, abbildet und gemaB 
(10) der Bedingung 
(18) olf (2), yy pla] <2 fiir jedes 2eA 
geniigt. 

Setzen wir nun y= y’y, so wird erstens die Beziehung (9) erfiillt, 
weil w die Menge p(A) auf eine Teilmenge von K,, abbildet, und zweitens 
auch die Beziehung (10), infolge von (18). 

5. Sei K4 der metrische Raum"), den wir erhalten, indem wir die Menge 
simtlicher stetigen Abbildungen von A auf eine Teilmenge von K,, durch 
die Formel 9 (/,, /,) = Sup o [f, (x), f, (z)] metrisieren. 

ZEA 


Im Falle, wo Ac R,, gilt der Satz"): 

(B) Der Funktionenraum K ist dann und nur dann zusammenhéngend, 
wenn A den Raum R,, nicht zerschneidet. 

Der aus alien stetigen Abbildungen von A auf einzelne Punkte von 
K,, bestehende Teilraum von K+ wird mit N,, 4 bezeichnet. Da derselbe 
mit K, isometrisch ist, so ist er fiir n >2 zusammenhingend. Infolge- 
dessen liegt N,, in einer Komponente von K+, die mit N,, 4 bezeichnet 
wird. Da die Komponenten von K? voneinander mindestens um 2 ent- 
fernt sind’), so gilt 


(19) o(f,, fa.) 2 fiir jedes f,EN, 4 und f,eKi—MN, 4. 


’ 


13) Dieser Raum, der zahlreiche Anwendungen in der Topologie hat, steht in 
engster Beziehung zu den Untersuchungen von H. Hopf und P. Alexandroff. Ex- 
plizit wurde er in topologischen Untersuchungen von K. Borsuk angewandt. Siehe 
Fund. Math. 18 (1932), S.193—213 und die dort (in Zusatz 4) angegebene 
Literatur. 

4) K. Borsuk, Math. Ann. 106 (1932), S. 247. 

1%) Derselbe, Fund. Math. 18 (1932), 8S. 202. 
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Da der Raum K% lokal zusammenhingend ist"), so besteht N,, , aus 
simtlichen unwesentlichen Abbildungen, d. h. aus solchen, die sich mit 
Elementen von N,,, durch einen in XK} liegenden Bogen (homéomorphes 
Streckenbild) verbinden lassen (mit anderen Worten, welche durch stetige 
Abanderungen in eine konstante Abbildung transformiert werden k6nnen). 
Der Unzusammenhang des Raumes Ki (wo n > 2) ist somit mit der 
Existenz einer wesentlichen Abbildung von A auf K,, gleichbedeutend. 

6. Satz. Gibt es eine wesentliche Abbildung { von A auf K,, mit der 
Eigenschaft (8), so ist fiir jede e-Abbildung » von A, der Raum Ki“ nicht 
zusammenhiingend . 

Beweis. Auf Grund des Satzes in 4, dessen Voraussetzungen die Funk- 
tionen » und f geniigen, gibt es (indem wir die Beziehungen (9) und (10) 
in der soeben eingefiihrten Bezeichnungsweise schreiben) eine Abbildung yp 
derart, daB die Formeln 
(20) ye Ki, 

(21) olf, yy) <2 

bestehen. Ware nun der Raum K{“” zusammenhiingend, so wiirde eine stetige 
einparametrige Schar von Abbildungen y, ¢ Kf“ existieren, wo 0 < t <1, 
Y = y und y,€N,, 4 ist. Dann aber wiirden die Abbildungen yp 
im Raume K{“’ ein Kontinuum (sogar ein stetiges Streckenbild) bilden, 
welches yy = pp mit y, ye Nn, 4c Ra, Verbindet. Nach der Defi- 
nition von N,, 4 folgt daraus ype, 4, und somit nach (21) und (19) 
gilt fE MN, 4, was der Voraussetzung, daB / eine wesentliche Abbildung 
ist, widerspricht. 

7. Eine unmittelbare Folgerung aus dem letzten Satze ist das 
folgende 

Korollar™). Lapt sich A auf K, wesentlich abbilden, so gilt das- 
selbe von jeder Menge A’, die aus A bei hinreichend kleinem « mittels einer 
e-Abbildung hervorgeht*’). 

Insbesondere ergibt sich daraus die Invarianz der Nicht-Unikoharenz 
von stetigen Streckenbildern A gegeniiber solchen Abbildungen q, da die- 
selbe mit dem Nicht-Zusammenhange von K¢, also mit der Existenz der 
wesentlichen Abbildungen A auf K, fquivalent ist**). 

8. In gewissen Fallen la8t sich fiir die Menge A, fiir die der Raum 
K* unzusammenhingend ist, eine nur von A abhingende Konstante ex- 


16) Vgl. P. Alexandroff, Dimensionstheorie, Math. Ann. 106 (1932), 8S. 226, 
Korollar 1 und darunterstehende Bemerkung. 

17) Diese Formulierung verdanken wir Herrn P. Alexandroff. 

18) K. Borsuk, Fund. Math. 17 (1931), S. 195. 
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plizit angeben derart, daB der Raum fiir alle stetige Funktionen g, bei 
welchen alle Durchmesser der Urbildmengen einzelner Bildpunkte unter- 
halb dieser Konstante bleiben, auch unzusammenhiangend ist. 

Sei r4, wo AC R,, die obere Schranke der Radien aller abgeschlos- 
senen, in den beschrinkten Komponenten von R, — A liegenden n-dimen- 
sionalen Kugeln. Wir beweisen den 

Satz. Zerschneidet A den Raum R,, und ist p irgendeine ¢,-Abbildung 
von A auf A’, wo & = Lr, V2 ist, so ist der Funktionenraum K’“ nicht 
zusammenhingend . 

Ist insbesondere p(A) c R,, 80 ist p(A) ebenfalls ein Schnitt von R,,. 

Beweis. Da A kompakt ist, gibt es eine positive Zahl 2, daB 
eine e-Abbildung und 


(22) e<jraV2 

ist. Es existiert also eine beschrinkte Komponente von R, — A, die eine 
Kugel Q vom Radius 2¢ enthalt. Man kann voraussetzen, da der Mittel- 
punkt von Q der Punkt 0 ist. 

Betrachten wir die Funktion { ¢ K4, die folgendermaBen definiert ist: 

f(z) =O2.K, fiir jedes «CA. 

Diese Funktion, im Gegensatz zu jeder Funktion aus %, 4%), liBt 
sich nicht als eine Teilfunktion einer stetigen, den ganzen Raum R, auf 
eine Teilmenge von K, abbildenden Funktion auffassen”). Es ist also / 
eine wesentliche Abbildung von A auf K,. Dabei folgt aus 0(2’ x’) <2e, 
wo 2’, x”€A, die Ungleichung X (z’02") << ia und daher off (z’), 
{(x”")] << ¥2. Somit ist die Bedingung (8) erfiillt. Nach Satz 6 ist 
folglich der Funktionenraum K*%“ nicht zusammenhangend, also im Falle 
wo p(A)c R, ist nach Satz (B), »(A) ein Schnitt von R,. 

9. Es entsteht die Frage, ob die im Satz 8. angegebene Abschatzung 
sich nicht etwa verschirfen laBt. Wir zeigen allerdings, da8 eine eivheit- 
liche, von der Dimension n unabhangige Verschirfung der Abschitzung 
von der Gestalt r,- A unméglich ist. 


Es seien: S ein regelmaBiges, n-dimensionales Simplex, dessen alle 


Eckpunkte p,, p,,... p, auf K, liegen, S?~* die gegeniiber dem Eck- 
punkte p, liegende (mn — 1)-dimensionale Seite von S und S, das n-dimen- 
sionale Simplex mit Eckpunkten 0, p,, p,, ... Pi-1» Pitas +++ Pn» Setzen 





1%) Da die Menge aller Teilfunktionen stetiger, R, auf eine Teilmenge von Kn 
abbildender Funktionen gleichzeitig offen und abgeschlossen im Raume K* ist und 
die Menge Nn, 4 enthalt. Vgl. K. Borsuk, Monatsh. f. Math. u. Phys. 38 (1931), 
8. 382. 

#0) L. c., 8. 384—385. 
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wir nun 7, = B(S,) —S— wo B(S,) die Oberfliche von S, bezeichnet 

und betrachten die folgendermasien i in der Menge B(S) definierte Funktion: 
g(x) = Dt: T, fir xeSj-* wed i=l, 2,...2%, 

so ist die Funktion 


p(x) =g(0x-B(S)) wo eK, 


eine stetige Abbildung von K, auf die Punktmenge T = z T;. Da aber 


i= 0 
die Menge 7 offenbar den Raum R,, nicht zerschneidet, so ist nach Satz (B), 
K; zusammenhingend. Andererseits aber, wie eine elementargeometrische 
Uberlegung zu berechnen gestattet, gilt fiir jedes y¢ p(T) = x, die Be- 
ziehung 


m+) 
d[p— (yy) S48) = Y=F”. 


2(n - ‘y) 


Daraus und da lim ne om V2 ist, ergibt sich die Unméglichkeit 





n == 00 


einer gleichmaBig fiir alle A geltenden Verbesserung der Abschitzung von 
der Form r,-A des Durchmesser der Urbilder; da schon fiir die Kugeln 
mit dem Radius 1 die Konstante nicht gréBer als } 2 sein kann. Die 
Frage, ob trotzdem eine solche Verbesserung fiir in sich kompakte Teil- 
mengen eines einzelnen R, méglich ist, bleibt noch offen. 


(Eingegangen am 11. 7. 1932.) 























Bemerkung zu der Arbeit von Herrn Iglisch: 
Zum Aufbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung'). 


Von 


Erhard Tornier in Kiel. 


Herr Iglisch will durch seine Arbeit den Aufbau der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung von Herrn v. Mises, der seiner Natur nach nicht-mathe- 
matische Elemente enthalt, rein mathematisch formulieren, indem er das 
sozusagen physikalisch definierte Kollektiv durch den Begriff der ,,regu- 
laren Folge“ ersetzt. 

Ich méchte zeigen, daB dieser Begriff nicht widerspruchsfrei ist. Dazu 
geniigt es, einen Spezialfall zu betrachten und auch nur einen Teil der 
Bedingungen, die Herr iglisch an die regulire Folge stellt, da auch dann 
schon der Widerspruch hervortritt. 

Es werde mit einem richtigen Wiirfel unbeschrinkt oft auf ,,gerade“ 
oder ,,ungerade“ gewiirfelt. Es entsteht so eine unendliche Folge F, die 
aus den Ziffern 0, 1 gebildet sei (0 = gerade, 1 = ungerade). In F 
existiert nach Annahme der Grenzwert der relativen Haufigkeit des Auf- 
tretens der 0 und ist }. 

Es sei g = {n,} eine monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen 
und g +k sei die Folge n, +k, n, +k, n, +k, ... 

Aus F wird nun die Teilfolge F,,, gebildet, indem man in F jeden 
Platz streicht, dessen Nummer nicht unter den Zahlen n, + k, v = 1,2,3,... 
vorkommt. 

Damit F eine regulire Folge ist, ist nach Herrn Iglisch unter anderem 
nétig, daB hier jedes p in der Folgenfolge Fy, F,.1, Fy+2, ... die Dichte 
derjenigen Folgen 1 ist, in denen die Dichte der Ziffer 0 existiert und } ist. 

Diese Forderung versté8t aber gegen eine andere Bedingung, der F 
als Idealisierung einer Wiirfelfolge unbedingt geniigen mu8 und die sich 
auch mit den Mitteln von Herrn Iglisch (m-malige Auswahl, darauf 
folgende Verbindung und endlich Mischung) ableiten 1aBt: 


1) Math. Annalen 107, S. 471—-484. 
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Fiir jedes m miissen ja in F Sequenzen der Ziffer 0, die mindestens 
die Linge m haben, auftreten, da die Wahrscheinlichkeit einer Sequenz 


a l —- 
der Lange m, — also, positiv ist. 


Man wihle nun @ wie folgt. 

nm, sei die Nummer des ersten Platzes von F, auf dem 0 steht. 

n, sei die Nummer des ersten Platzes oberhalb n,, so da8 auf ihm 
und dem folgenden 0 steht. 

mn, sei die Nummer des ersten Platzes oberhalb n,_,, so daB auf ihm 
und den s—1 folgenden Platzen 0 steht. 

Betrachtet man aber fiir dies pm die Folgenfolge 

Fy, Fors, Pes 
so enthalt offenbar jede dieser Folgen nur endlich oft die Ziffer 1, nim- 
lich F,,, héchstens k-mal. Die Ziffer 0 hat also in jeder der Folgen 
die Dichte 1, was der Definition der reguliren Folge widerspricht. 

Es sei mir gestattet, folgendes hinzuzufiigen: Ich glaube nicht, daB 
Versuche, die v. Misessche Theorie rein mathematisch zu fassen, zum 
Erfolg fiihren kénnen, und glaube auch nicht, daB solche Versuche dieser 
Theorie zum Nutzen gereichen. Es liegt hier offensichtlich der sehr 
interessante Fall vor, da8 ein praktisch durchaus sinnvoller Begriff — Aus- 
wahl ohne Beriicksichtigung der Merkmalunterschiede — prinzipiell jede rein 
mathematische, auch axiomatische Festlegung ausschlieBt. Wohl aber 
wire es wiinschenswert, daB sich diesem Sachverhalt, der vielleicht von 
grundlegender Bedeutung ist, das Interesse weiter mathematischer Kreise 
zuwendet. 


ey 


(Eingegangen am 29. 11. 1932.) 














Asymptotische Entwicklungen von Besselschen 
und Hankelschen Funktionen fiir groBe Werte 
des Arguments und der Ordnung. 


Von 


C. 8. Meijer in Groningen. 


Einleitung. 


Herr Debye hat in zwei Abhandlungen') mittels der Methode der 
Sattelpunkte asymptotische Entwicklungen abgeleitet fiir die Besselschen 
und Hankelschen Funktionen groBer Ordnung und groBen Arguments. In 
seiner ersten Arbeit (Math. Annalen 67) behandelt er den Fall, da8 die 
Ordnung vy und das Argument z beide positiv sind. Er unterscheidet 
dabei drei Fille, nimlich  < », x > v und g gleich oder nahezu gleich +. 
Fiir das Restglied, das entsteht, wenn man die Entwicklungen irgendwo 
abbricht, wird in keinem der drei Fille eine numerische obere Schranke 
bestimmt. 

Die Debyeschen Ergebnisse haben noch einen anderen Mangel. Er 
gibt nimlich nur die ersten Glieder der asymptotischen Entwicklungen. 
Zwar kann man mittels der von ihm angewandten Methode mehrere 
Glieder berechnen, aber ein allgemeines Gesetz, nach dem die in der Ent- 
wicklung auftretenden Koeffizienten gebildet sind, wird nicht angegeben. 

Der Fall, daB x < » ist, ist auch von Herrn van Veen”) behandelt 
worden. Er benutzt nicht die Methode der Sattelpunkte, sondern leitet 
auf eine andere Weise fiir die Besselsche Funktion J, (x) eine asymptotische 
Entwicklung ab und bestimmt eine numerische obere Schranke fiir das 
Restglied, das man erhalt, wenn man die Entwicklung abbricht. AuBer- 
dem gibt er eine rekurrente Beziehung, durch die die Koeffizienten be- 
stimmt werden kénnen. 


') P. Debye, Naherungsformeln fiir die Zylinderfunktionen fiir groBe Werte des 
Arguments und unbeschrankt veranderliche Werte des Index, Math. Annalen 67 (1909), 
8. 535—559; Semikonvergente Entwicklungen fiir die Zylinderfunktionen und ihre 
Ausdehnung ins Komplexe, Miinchener Sitzungsber. 40 (1910), Nr. 5. 

2) S.C. van Veen, Asymptotische Entwicklung der Besselschen Funktionen bei 
groBem Parameter und groBem Argument, Math. Annalen 97 (1927), S. 696—710. 

Mathematische Annalen. 108. 21 
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Wenn »>0O und 0 <a < — ist, lautet die van Veensche Ent- 


wicklung wie folgt: 


| 


3m—1 . 
(1) J,(v sina) = + (ee terey -| Sy? Bel») P(k+) 


; O —m— ts ’y 
EL, @rconayeris TO) 
worin 
(k/3) 
(2) B,(v) = 2D dy, 5 v4. 


j=o0 


Die Koeffizienten B,(v) geniigen der rekurrenten Beziehung 


3 B _ 2k+1 B 8 v? B 
(3) r+i(%) = 2k+2 «(*) — GT e@k—) k—2(%); 
mit 

By(v)= 1, Biv) = 5 By (v) = §.- 


Fiir das O-Glied in (1) wird eine numerische obere Schranke an- 
gegeben. 
Die Debyesche Entwicklung *) lautet, wenn it > 0 ist, 


m—i1 
y C, (cot Ith 
J,(vsect) = 3 rte) 5 a Se 8 +00-2-1h 
Bf oe tv rl2 
h=0 {> ter) 
worin 
h 
C, (cotg rt) = De, ; (cotg r)*/. 
j=0 
Setzt man nun sect = sing (O<a< =)> also*) tgt = —icosa 


und e~‘* = tg4a, dann erhilt man 


7 Cf (cos x) I’(h-+-4) 


= y COS a \h+*/2 
h=( {—=— } 


(4) J,(vsin«) = + (ee tg $a)’: 40(0- =~} 


\"2 


h 
(5) Ch (cosa) = 3’ (— 1)/ ep, ; (cosa)—2s. 


8) Die Debyeschen Formeln enthalten einige Rechenfehler. Er gibt namlich 
nicht die Entwicklung von J,(vsec rt), sondern von 2J,(vsecr). In den von ihm 


™ ve 7 77 
berechneten Koeffizienten mu8 man 17 ersetzen durch 7 
01d vid 
— ET eae . - cos « cos « 
4) cosa = |1—sec?z — itgr, isinr = cosacost = = ——, 
sec T sin « 
, l 108 x 
e ’ = cos tT — 7? Sin tr4«. 
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Aus (1), (2), (4) und (5) ergibt sich durch Betrachtung der Koef- 
fizienten von v~"—*!2(cosa)—*-%J—*/2 in (1) und in (4) 


(6) (—1)9 4+ 2 P(h + bjeg jj = 2-8-9 — "2 P(A + 25 + 4) dn + 93, 5. 


Nun kann man mit Hilfe von (2) und (3) eine rekurrente Beziehung 
fir die Koeffizienten 5; ableiten; aus (6) folgt dann eine rekurrente 
Beziehung fiir die Koeffizienten c,, ;. 

Auf diese Weise findet man also auf indirektem Wege mittels der 
genannten ven Veenschen Formel eine rekurrente Beziehung fiir die 
Koeffizienten in der mit der Methode der Sattelpunkte gefundenen Ent- 
wicklung. 

In dieser Arbeit werden wir auch den Fall, da8 z und » komplex 
sind, betrachten. Wir werden unter der Voraussetzung, daB argxz = arg » 


und zugleich = > 1 ist, mit Hilfe der Methode der Sattelpunkte asympto- 


tische Entwicklungen ableiten fiir die Hankelschen Funktionen H;” (2) 
und H*(z), fiir die Besselschen Funktionen J,(xz) und Y,(z) und fiir 
' : dH, (x) @H,’(z) ,, . 
ihre Ableitungen any ea J,(z) und Y,(z). Fiir das Restglied 
in jeder dieser Entwicklungen werden wir eine numerische obere Schranke 
bestimmen. Uberdies werden wir auf direktem Wege, ausgehend von Formeln, 
die von der Methode der Sattelpunkte selbst herriihren, rekurrente Beziehungen 
fiir die in den Entwicklungen auftretenden Koeffizienten ableiten. 

Die zwei Probleme, die Herr Debye ungelést gelassen hat, kénnen 
also in unserem Falle mittels der Methode der Sattelpunkte selbst gelést 
werden. 

Die gefundenen Ergebnisse kénnen folgendermaSen zusammengefabt 
werden. Ich schicke zunichst zwei Definitionen voraus. 


Definition 1: Es werden die Zahlen «,,(1>0, —LSk=l+1) 


(7) Go = 1, o—1 = M41 =9 (> 0) 
durch die rekurrente Beziehung 


214+4k—1 


(8) a. = 4(27—1) (1+ 2k) 





((21 + 4 k —5) oy —1, x—1 +(214+-4 k—1) a -,, x) 
d>1,0<k<)) 


definiert, und es werde fiir jedes 8 im Intervall 0 <6 < = 


l 
A, =2 a,x (cotg B)?* 
=0 
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Bemerkung. Aus (7) und (8) findet man sukzessive 





0 = 1; 
l 5. 
a0 = 7: 1,1 = jo 
(10) ¢ 2 — 385. 
%,0 = 35 %,1 = Ta 2,2 = 964” 
_ 5 _ 1521 _ 17017 _ 17017 
S,0 =i 81 = gH 8 = T7K0* «= * ™ ST I8 


Definition 2. Es sei / ganz rational > 0, 0<p<F und es 


werden die Zahlen D, definiert durch die Beziehung 


l 

(11) D, = J b,x (cotgB)**, 
k=0 

worin 

(12) b.2=— FS 


Bemerkung. Mittels (10) und (12) findet man 


b,0 = 1; 

51,0 <a a 61,1 = — 5 

Ko——s &:5-m &:=—oe 

b:. = — i> 63,1 = — é,. = ———s i_~=— aor’ 

Satz 1. Ist y+ 0, —a< arg vy < 22, arg v'/? = fargy, 0 <P — 
dann ist °): 


1. Fiir jedes ganze N>0 


1 
iv(tg f—p)— — _ N 1 wf 9 

cS . iV > (—i'ra+ ha 

OP tein te a CEES 

av '2?(tgB)'? lf _ (» tg f) 





(—i)* rin + Ay | 
-j. 0, a ————— : 
(» tg 8)’ | 


’) Fir die Definition der Funktionen H“’(w) und H‘)(w) vergleiche man 
§2. Eine leere Summe wird in dieser Arbeit stets gleich 0 und ein leeres Produkt 
gleich 1 gesetzt. 
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2. Fir jedes ganze N>1 


iv (ty p— pA+— 


d Hy (v sec) _e 2 ap v Carat bp, 
t 





eB _ (> tg B)! 


vy d sec 8 pls 
—i* rin + Dy, 
a, 0, Fret OM , 
(» tg p)’ 
Hierin ist fir h = 1 und h = 


\O,| <1, falls 0 < arg» <2 ist, 
|9.| <—____ 


—-, falls —x < arg v < 0 ist, 
~ 08 (1; — arg v) (cos ,)* 3 
wo u, den durch die Bedingung 


‘ 2N—1.. 
sin (arg y— 2.) = 4 yacg Sin arg » 


eindcutig bestimmten, im Falle —x < arg vy << — = zwischen — + und 


9 
~ 


rela 


z 


= + argv und im Falle — > < arg v <0 zwischen arg v und 0 liegenden 
Winkel bezeichnet. AuBerdem ist fiirh = 1 und h = 2 





\O,| < = Os falls x < arg vy < 22 ist, 
cos (#9 — arg v) (cos yo)" ~ |? 


WO My den durch die Bedingung 


2N — 


sin (arg » —2 te = -9 7 q sin arg v 


eindeutig bestimmten, im Falle * “ < argv <22 zwischen —3 4 +- arg » 


und 5 und im Falle x < argv < <3 zwischen 0 und arg »—2 liegenden 
Winkel bezeichnet. SchlieBlich ist fiir h = 1 und h = 

0 < arg O, < arg » ——, falls — << argy <*2 
und 


arg »— Sarg, <0, falls — F< argy <> iat. 


Zusatz: Wenn »+0, —2n <argy <a und 0 <B < + ist, kann 
man aus Satz 1 mittels der Formeln 


(116) H® (vsecp) = — H”,;(ve™' sec) 
und 

dH (y sec dH”, (ve*' sec f) 
(117) 1 a (v sec B) ce peti VY 





v dsecP ytd d sec 
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H® i 1 dH‘ (sec p) 

, (vsecf) un —— 
herleiten. 

Definition 3. Die Funktionen J,(w) und Y,(w) werden definiert 
durch 
H (w) + H® (w) 


(13) J, (w) - 2 —- 

3 H\” (w) — H* (w) 

(14) Y,(w) = 7 
Definition 4. Es sei 0< #<~ und es werden die Funktionen 


R,(vsec 8) und S,(yvsec £) definiert durch 


+ 


(15) J,(vsec 8) = R,(vsec 8) cos| »v (tg 8 — f) - 4 


S, (v sec f) sin | v (tg 6 — f) * } 


und 
(16) Y,(vsecf) = R,(vsec f) sin( v (tg 8 — 8) — - } 
—S,(v sec $) cos | vy (tg Pp B) ; |. 
Definition 5. Es sei »+0, 0 B - ; und es werden die Funk- 
tionen V,(vsec8) und W,(»secf) definiert durch 
1 @J, (vse ) n “ 
(17) ~ oy in V »(¥ sec f) cos | » (tg B—B)- x) 
+ W,(vsec f) sin( » (tg8 —p) + a 
und 
; 1 @Y, (v sec) : 2) si _— 4 
a , ls (tg . } 
(18) “ery = V,(vsec £) sin| rv (tg/ B) +) 
— W, (vsec f) cos | » (tg 8B —f) + 5 
Satz 2: Ist »+90, —a < argy <2, argr':? = farg», O<f- > 
dann ist: 
1. Fiir jedes ganze m > 0 
2 (—1P P(2j+d) 4 
R,(vsecf) = aolin Le! - #2 
x v'l2 (tg p)'l2 |, (» tg py? 


(—1)"r(2m+A,,,| 


e me 
¥ (» tg p)*™ 





3 
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2. Fiir jedes ganze m > 1 


, = 2B( "yy CW reit+HD,, 
ONS is (» tg p)*d 
49 Crem t OD, o| 


4 


(v tg p)?™ 
Hierin ist fiir h = 3 und h = 4 


(19) |O,|<1, falls - - <argy =F ist, 


l ; % 
(20) |0,| - - , falls —x <argy< — ~. ist, 
sin (2 4; — 2 arg v) (cos 3)”™"* 4 
wo ut, den durch die Bedingung 
(21) (2m-+ 24) cos (3 4, — 2arg v) = (2m — 1 4) cos(u, — 2 arg v) 
, , , : ‘ 32 : nm 
eindeutig bestimmien, im Falle — x < argv —~{ zwischen — > und 
. ’ 3: 7 ° j 
; + argv, tm Falle - ra <argy»<—~ zwischen i 4+-argv und 
4 as ud . F ll sf - ? mf meal h i 4 >» nd 0 
> t+ argy und im Falle — > < arg» < — | ewischen 7 + argy u 


liegenden Winkel bezeichnet. AupBerdem ist fiir hh = 3 und h = 4 





(22) |O,|< . » falls = a arg vy < 2 tt, 
sin (2 arg v — 2 4) (cos »,)°” 

wo u, den durch die Bedingung 

(23) (2m + 2 4)cos(3 uw, — 2 arg v) = (2m — 1 4) cos (u, — 2 arg ») 

. , , ; . i» ° ms m 
eindeutig bestimmten, im Falle 7 Ser <a zwischen — + arg » und —, 
im Falle > ;= arg vy <— = zwischen — 5 +argvy und — ; +argy und 
im Falle _< arg v <— 5 zwischen 0 und — A + argv legenden Winkel 
tee SchlieBlich ist fiir hh = 3 und h = 
(24) 0 < arg O, < 2arg », falls 0O< argy < ; ist, 
und 


(25) 2 arg y < arg 9, = 0, falls — > <argy <0 ist. 
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Satz 3. Ist »+0, —x<argy <a, arg v's = farg», O< 6 <j, 
dann ist fiir jedes ganze m > 0 




















aaa cnt 
‘ —l1y r(27+18)A,, 
B, vest fp me pe | FY Ot A 
a pv '* (tg B) ful, (» tg py? +} 
; (—1)"7'(2m+14) A, | 
5 (» tg p)?"*? 
und 
=~ oA ( =} ast 
! —1y 7 4)D,., 
W,(vsecf) = > (—1yY P(25+ 1b) Dy; +1 
+ She a (» tg p)*? +? 
10 (—1)"F(2m+14)D,04, 
y (vtg py" *? 


Hierin geniigt 9, fiir h=5 und h = 6 den Beziehungen (19), (24) 
und (25) und auBerdem den Beziehungen, die man bekommt, wenn man in 
(20), (21), (22) und (23) m durch m + } ersetzt. 


§ 1. 
Die Methode der Sattelpunkte; der Lagrangesche Satz. 

Wie wir in der Einleitung erwahnt haben, ist die Methode der Sattel- 
punkte von Herrn Debye angewandt worden, um asymptotische Entwick- 
lungen abzuleiten fiir die Besselschen und Hankelschen Funktionen groBer 
Ordnung und groBen Arguments. Nachher ist die Methode der Sattel- 
punkte éfters benutzt worden bei der Untersuchung von Kurvenintegralen 
der Gestalt 
(26) fer® (edz, 
erstreckt iiber Wege in der komplexen z-Ebene; g(z) und y(z) sind ana- 
lytische Funktionen von z, und g(z) hangt nicht nur von z, sondern 
auch von einem anderen Parameter « ab. 

Wir werden jetzt die bisher benutzte Methode in Kiirze skizzieren. 

Als Integrationsweg in (26) nimmt man eine Kurve 
(27) 3(e-** w(z)) = konstant. 

Hierin ist ~ eine geeignet gewiahlte reelle Zahl, in vielen Fallen gleich 
Null. Wenn sich auf dem Integrationsweg (27) Sattelpunkte*) von ¢(z) 
befinden, so zerlegt man den Integrationsweg durch diese Sattelpunkte in 








*) Ein Punkt z heiBt Sattelpunkt von » (z), falls py’ (z,} — 0 ist. Ist m die 
kleinste ganze rationale Zahl > 2 mit der Eigenschaft ¢‘” (z,) + 0, dann nennen 
wir z, einen Sattelpunkt der Ordnung m — 1. 
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Teilstrecken, und man berechnet dann die Integrale, erstreckt iiber jede 
der auf diese Art gefundenen Teilstrecken’), besonders. Sind a und 6 
(worin a und 6 auch unendlich sein diirfen) die Endpunkte einer solchen 
Teilstrecke, so enthailt der Weg {a,b} zwischen a und 6 keinen Sattel- 
punkt von g(z), so daB*) R(e~* m(z)) sich auf {a,b} monoton dndert. 
Das Integral 
b 
(28) fer p(e)dz 


wird nun transformiert durch die Substitution 

(29) p (a) — plz) = 0’. 

Hierin ist Ah = 1, falls a kein Sattelpunkt von g(z) ist, und h = m, 
falls a ein Sattelpunkt der Ordnung m—1 ist. Da 3(e~‘*(@(a)—(z))) = 0 
ist fiir jedes z auf {a,b}, und R (e—* (@(a) —  (z))) sich auf {a, 6} monoton 
aindert, hat man also e~*“(p(a)— p(z)) >0 fiir jedes z auf {a,b} oder 
e~‘"(@(a)— p(z)) 0 fiir jedes z auf {a,b}. Wird nun A= pw oder 
A= u-+ 2 gesetzt, je nachdem e~‘"(g(a) — p(z)) stets >0 oder stets 
< 0 ist fiir z auf {a, 6}, dann ist e~‘* (y (a) — p(z)) => O fiir jeden Punkt z 
auf {a,b}. Wenn man nun fiir z auf {a, 5} 





h 
Ve-"(9(a)— 9) >0 


nimmt und 





ah : 
¢ = F(z) =e* ye-“(9(a)— (2) 


setzt, dann ist te *>0 fiir z auf {a,6}. Der Punkt a ist eine ein- 
a 
fache Nullstelle von F(z). Ist F(b) = Be*(B > 0), dann erhalt man 
wegen (29) 
P| 


b h 


Be 
(30) ef ® w(z)dz = er | e-* ple) Seat. 
a 0 
Nun kann bekanntlich (2) 22 fiir hinreichend kleine Werte von |¢ 
¥ at 
in eine Lagrangesche Reihe 


(31) v (5s = E'm,t! 


7) Wir werden annehmen, daB die Anzahl der Teilstrecken endlich ist. 

8) Ist y(z) eine analytische Funktion von z, dann Andert sich bekanntlich 
R z(z) monoton auf den Teilen der Kurve 3 x (z) = 0, die keinen Sattelpunkt von 
z(z) enthalten. 
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entwickelt werden, worin 


{2—a k+1 
m, = ~) \ 


Di =a \v(2) ($7 . 


Fs a 
ki \ F (z)/ 


Man setzt in der rechten Seite von (30) fiir y (2) 9 die Reihe (31) ein 


und integriert gliedweise. Man findet dann fiir das Integral (28) eine 
Entwicklung der Gestalt 


ao 


= by (x). 
k=0 


Es zeigt sich gewoéhnlich, daB diese Reihe divergent ist. Man be- 
weist *) aber unter gewissen Voraussetzungen, da8 das Restglied, das ent- 
steht, wenn man irgendwo abbricht, fiir grobe Werte des Parameters « 
héchstens dieselbe GréBenordnung hat wie das erste vernachlassigte Glied; 
d.h., wenn man das Integral (28) gleich 


n—1 
» ty (a) + R, (a) 


k= 0 
setzt, dann ist der Quotient 
R. (a) 
n 


t, (x) 





fiir groBe Werte von « beschrinkt. 

Dies ist die bisher benutzte Methode. 

In den meisten") bis jetzt behandelten Anwendungen der Methode 
der Sattelpunkte bestimmt man keine numerische obere Schranke fiir das 
Verhaltnis der Absolutwerte des Restgliedes R, (a) und des ersten ver- 
nachlissigten Gliedes t,(«). Da es méglich ist, daB dieses Verhiltnis sehr 
groB ist, sind die gefundenen Ergebnisse fiir numerische Berechnungen 
nicht zuverlassig. 

In dieser Arbeit werden wir die Methode der Sattelpunkte derart 
abindern, daB sie uns in den Stand setzt, in gewissen Fallen — z. B. bei 
den Besselschen und Hankelschen Funktionen groBer Ordnung und groBen 
Arguments — eine numerische obere Schranke fiir das Verhaltnis der 
Absolutwerte des Restgliedes und des ersten vernachlissigten Gliedes zu 
berechnen. 

Die Abdnderung, die ich dazu anbringe, besteht darin, daB ich 
yl2)$ nicht, wie in (31), in eine unendliche Reihe entwickle, sondern in 
eine endliche Reihe mit einem Restglied. 

*) Wie z. B. Watson, Bessel Functions, 8. 236. 

1) Eine numerische obere Schranke fiir das Restglied ist von Herrn van Veen 


in seiner Arbeit: Asymptotische Entwicklung und Nullstellenabschatzung der Hermite- 
schen Funktionen [Math. Annalen 105 (1931), S. 408—436] bestimmt worden. 
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Ich benutze dabei den folgenden Satz 
(Lagrangescher Satz mit Restglied). 

Voraussetzungen: 

l. @ ist ein Gebiet, dessen Rand C aus endlich vielen geschlossenen 
rektifizierbaren Kurven besteht. 
2. p(z) ist stetig auf und innerhalb C und analytisch im Innern 
von C. 

3. Die Funktion [ = F(z) ist analytisch innerhalb C und bildei das 
Innere von C umkehrbar eindeutig ab auf ein Gebiet der £-Ebene. 


4. a ist ein Punkt im Innern von C und F (a) 0. 
os a ave 1 
5. Falls z ein beliebiger Punkt innerhalb C ist, so ist Fa Fa 
(t) — (z 
fiir alle Punkte t auf und innerhalb C, t z ausgenommen, eine stetige 


Funktion von t *'). 
Unter diesen Voraussetzungen gilt fiir jeden Punkt z im Innern von C 


und fiir gedes ganze rationale n > 0 


: dz —" ‘ ‘une | y(t) di 
(32) y (z)—. aS ml*+ = | as hs 
ds k=0 “711 F (t)" (F (t) r) 
worm 
o¢ l k { z—a\k+1 l j yp (t)dt 
too) ty ) . »(2 } ; a 
>) me = py Dima ¥ (FG) rai | F (t)§*} 


c 


Beweis. Aus der zweiten, dritten und fiinften Voraussetzung folgt, 


, . . ee y (t) ™ . 
daB, falls z innerhalb C liegt, Fa : F fiir alle Punkte ¢ auf und inner- 
) (Zz) 
halb C, ¢ z ausgenommen, eine stetige Funktion von ¢, fiir alle Punkte ¢ 
innerhalb C, ¢ = z ausgenommen, sogar eine analytische Funktion von ¢ 


ist. Weiter ist, wegen der dritten Voraussetzung, F’ (z) +0 fiir jedes z 
innerhalb C. Liegt also z im Jnnern von C, dann hat man nach dem 
Cauchyschen Residuensatz 


1 { ypitjdt y (z) (2 dz 
221 F (t) a F'(z) y (2) d¢ 
¢ 
Aus 
n 1 F * 
l ot Se en 
F(t)—C  P(tyFt* © P(t)" (F(t) —2) 
folgt dann 
a-— } . - 
dz 1 Ww. f vide en yp (t)dt 
9a = ga3 DO | Sees tan | pan “t 
.  §2¢ o F (t) “me } F(t)" (F(t) —2) 


( 


11) Fir ¢ innerhalb C folgt dies schon aus der dritten Voraussetzung. 
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womit, wegen 





l y(ijdt Pr 3 k z— a\tt+}) 
st; | F (tyF*? ~~ &l Dr =a (ve) (Fz) af 
Z 

der Satz bewiesen ist. 

Wenn wir diesen Satz anwenden kénnen — der Integrationsweg {a, b} 
mu8 also innerhalb C liegen —, dann findet man wegen (30) und (32) 

a 

b Beh 


n—1l 2 
[er p(e)d = eta) Px m, | e~* tkde 


k=0 
a 0 
(34) Fd 
Be * 
_“@ | e-t* en [ A StS S 
| ) F(t)" (F (t) — 2) 


0 ( 





Unser Integral ist also gleich der Summe von »-+ 1 Gliedern, wo 
das letzte Glied das Restglied 
a 





Be * 
er) th pn _ vit)dtd? 
ini | ) F(t)" (F(t) —2) 


0 c 
bezeichnet. Aus (33) und (34) ergibt sich, da® das erste vernachlassigte 
Glied den Wert 








4 
Beh 
er @ { eo eae | yili)dt 


2x4 Fi"?! 
0 Cc 
hat. Das Restglied und das erste vernachlissigte Glied haben also eine 
analoge Gestalt. Es wird sich zeigen, da8 wir hierdurch im Stande sind, 
bei den Besselschen und Hankelschen Funktionen groBer Ordnung und 
groBen Arguments, bei geeignet gewablter Kurve C, eine numerische obere 
Schranke fiir das Verhiltnis der Absolutwerte des Restgliedes und des 
ersten vernachlissigten Gliedes zu berechnen. 


§2. 
d B® (ww 
Die Integraldarstellungen von H;” (w), HS (w) und ~~ a 


Bekanntlich hat man, falls w +0 ist und yu, und yp, beliebige Zahlen 
sind, die den Bedingungen — = <A <> — = < Ms <+ geniigen, fiir 








eer ene = = 
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beliebige komplexe Werte von » und beliebige Werte von argw **) 


oo + i(a— arg w + ug) 


(35) HY (w) = > ew sions —red 2, 
—~ + t(arg w +H) 
oo + 1(— 2 — arg w + Mt) 
(36) HY (w) = —+ ewsinhe—ve dz 
— 00 + é (arg w + my) 
Setzt man in (35) und (36) 4, = —u, = —, dann bekommt man 


oo +i(4—argw + u) 


(37) H® (w) -_ + ewsinhs —+*z dz (— as at 7 


—o+ i(argw—n) 
oo +i(— ”#—argw + u) 
1 ; j n 
(38) H® (w) —_— Fs | ew sinh: “r2dz = 2S 
at é 
— co + i(arg w— «) 


Ersetzt man in (38) z durch —z, dann erhalt man 


a<-{{— & argwt+ mM) 
(2) 1 . i 
H, (w) = — | e~ weinhz+r¥z dz 
mt 
oc t larg u um) 


or it arg w+ Mm) 
° 


4 | e— wsinhz+¥2 da. 


Hieraus und aus (37) ergibt sich 
(39) Hy” (w) = — H™, (we™'). 


Bekanntlich hat man 





d H” (w) (1) (1) 
— = $(H,_,(w) — Hy 4+, (w)). 


Hieraus und aus (37) folgt, falls w+ 0 ist, die Beziehung 


a » “m+ i(n arg wv u“) 

H” (w) l ; - 
0) - = — ow sinhz— vz 2 2 4 

(40) —— — | é sinhz d ( 5 





. 
—o« +flarg uv u) 


12) Far (35) und (36) vergleiche man: Watson, Bessel Functions, 8. 178-179; 
oder Hopf und Sommerfeld, Archiv der Math. u. Phys. (3) 18 (1911), 


Hopf und Sommerfeld ersetzen = durch — it + i=. 


ro] 2 
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§ 3. 
Der Integrationsweg in (37) und (40). 

Ich betrachte zunichst die Funktion 
(41) G (z) = «(sinh z — zcos f) + sinf -—f cos, 
worm 0< p< ad 
die Punkte + Bi + 2hat (h = 0, 1, 2, ...) und diese sind Sattelpunkte 
erster Ordnung. Die -Gleichung 
; der Kurve 3G (z) = 0 ist, wenn 


vorausgesetzt wird. Die Sattelpunkte von @(z) sind 


2xi-Bt man z= 2+ 7y setzt, 





(42) sinh zcos y— xcosf = 0. 


Cy 
Diese Kurve besteht aus der 
N | wre 
ec. 5; imaginaren Aclise und unendlich 
G 


vielen gleichférmigen Zweigen, 

















- — die durch die Punkte 
Z —_£ aa . : 
ee 2, + Bi+ 2hai (h = 0,1, 2,...) 
ta ae gehen. Die Asymptoten dieser 





Zweige sind die Geraden y = 
shed > 
- © — 


2hx. In der Figur sind die Zweige C,, C, und C, gezeichnet, die 


durch — fi, Bi und 2x%1— Bi gehen. 
Ich werde weiter nur den Streifen der z-Ebene zwischen C, und C, 

(einschlieBlich C, und C,) betrachten. 

Man hat 

(Bt) = 0, G(— ft) = 2 (sinf — Bcosf) > 0, 

(43) G(2a1— Bit) = 2(sinf — fcosf + 2cos 8) > 0, 


4 


G(+ co — **) = @(+ oo +4 3%") = co, G(+-00 + **).= — ow. 


Hieraus geht hervor, da RG@(z) sich auf den Teilen der Kurve 
JG (z) = 0, die keinen Sattelpunkt von @(z) enthalten, monoton andert, 
daB, den Punkt £1, wo G(z) = 0 ist, ausgenommen, RG (z) > 0 ist auf 
C,, C, und auf der imaginiren Achse zwischen — fi und 2~11— fi, und 
da8B RG (z) <0 ist auf C,. Der Punkt fi ist die einzige Nullstelle von 
G(z) im betrachteten Streifen; denn ist G(z) = 0, so ist JG(z) = RGE(z) 
= 0, also z = fi. 

Aus (41) folgt noch 
G (z) = (1 — cosh (z — 87)) sinB + 1 (sinh (ze — Bi) — (2 — 8 t)) cos B 

a 5)2 i aioe ;\4 
= (2 = 4 3Po + ...)sinB 


- ((z— pep z— Bt)® 
+i mae ™ aed A +...) 008 B. 








(44) | 
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Da 8% die einzige Nullstelle von G(z) im Streifen der z-Ebene zwischen 
C, und C, ist, ist @(z)‘'2 in diesem Streifen eindeutig bestimmt durch 

















(a (2) Se a 
©) = -i(e—pi (2+ 25 P,. ..) sing - (2 =F! , SP, ..) cos B 
und r 
is 1 (z — Bt)? : -(z—Bt , (e—pep 
(46) IV ( 5 +7, + ...) sin B — if +i + —,- 4 ...} cosB > 0 
| fiir z = Bi. 


Ich setze nun 
s = G (z)'!2 
und werde untersuchen, wie unser Streifen der z-Ebene auf die s-Ebene 
abgebildet wird. Ich betrachte dazu fir 0< 1+r<_2 die Kurven 
argG(z) = t und argG(z) = t-+-2. Die Gleichung dieser Kurven ist 
3G (z) cos tr — RG (z) sin tr = 0, 
also wegen (41) 
(47) (sinh zcos y — xcos) cost 
— (— cosh x sin y + ycos f+ sin 8 — Bcos#)sint = 0. 

Fir c= 0 ist das die Kurve (42), so daB dann der im betrachteten 
Streifen liegende Teil der Kurve (47) aus C,, C,, C, und der imaginiren 
Achse zwischen — fi und 227i — Bi besteht. 

Ich werde nun den Fall, daB + +0 ist, betrachten. Die Kurve (47) 
hat einen Doppelpunkt in #1, und die zwei Tangenten in fi bilden 


Winkel von = und — 3 + < mit der Richtung der positiven x-Achse. Es 


sei a reell +0 und es médgen (a, 6), (a,c) und (a,6+ 22) die Schnitt- 
punkte der Geraden 2 = a mit C, bzw. C, oder C, bezeichnen. Setzt 
man die linke Seite von (47) gleich f(z, y), dann ist 


f, (a, y) = —sinha sin y cos r — (— cosha cos y + cos f) sin r. 


Hieraus ergibt sich"*), daB f(a, y) héchstens zwei Nullstellen im Intervall 
b<y<b+22 hat; die Gleichung f(a, y)=0 hat also in diesem 
Intervall héchstens drei Wurzeln. Da sinhz cos y—- xcosB = 3G (z) 
verschwindet, wenn z auf C,, auf C, oder auf C, liegt und —coshz siny 
+ ycosf + sinf —fcosB = RG(z) > 0 ist fiir z auf C, oder auf C, 
und < 0 ist fiir z auf C,, so haben wegen (47) f(a, 6) und f(a, b+ 22) 
dasselbe Vorzeichen wie —sinzt und f (a,c) dasselbe Vorzeichen wie sint; 
die Gleichung f(a, y) = 0 besitzt also zwei Wurzeln im Interval) 
b< y<.b+ 22, von denen die eine im Intervall b << y <e, die andere 

18) Die Funktion h(y) = A,cosy+ A,siny + A, hat, fails A,, Ag und A; 
reel] sind, héchstens zwei Nullstellen im Intervall « < y < «+22. 
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im Intervall ¢ << y<._ b+ 22 liegt. Die Kurve (47) besteht also, falls 
0 <t <2 ist, aus zwei Zweigen (LZ und N in der Figur), die einander 
in £% senkrecht schneiden und C, und C, weder schneiden noch beriihren. 
Aus (47) geht hervor, daB y bei unbeschrinkt wachsendem x nach einem 
Grenzwert 7» strebt mit cos(7— 1) = 0; bei unbeschrinkt wachsendem 
—2x strebt y nach einem Grenzwert o mit cos(o+ 1) = 0. Bezeichnen 
co +ty,, co +44, (y, > ¥), —co+ty, und — oo +ty,, (y, > y,) die 
im Unendlichen liegenden Punkte der obengemeinten Zweige, dann sind 
also y, und y, Nullstellen von cos(y— 1) = 0 und y, und y, Nullstellen 
von cos(y-+ 71) = 0. Hieraus ergibt sich 


_< a , 32 ™ 

a a ee ewe ee ees aan 
Der eine Zweig (ZL in der Figur) verbindet —- oo + i(— r+ =] mit 
co + i(r + =), und die Tangente dieses Zweiges in fi bildet einen Winkel 


von 1t/2 mit der Richtung der positiven z-Achse; der andere Zweig (N in 


= . , 32) — é . 
der Figur) verbindet — oo + 1{— 1+ | m tco+iar— = ), und die Tan- 
gente in fi bildet einen Winkel von — —— mit der Richtung der posi- 


tiven z-Achse. Wegen (44) ist argG(z) = ++ 2 auf dem ersten Zweig 
und argG (z) = t auf dem zweiten Zweig. 

\G@(z)| lauft von 0 nach oc, falls z einen der Zweige der Kurve (47) 
von fi ab durchlaiuft, und da auf der Kurve (47) 


3(G(z)e—*") = 0 also |G(z) + R (G (z) e~ **) 
ist, so andert sich |@(z)| auf jedem Zweig, von #1 ab gerechnet, monoton. 
Sind z, und z, zwei verschiedene auf derselben Seite von {7 liegende 


Punkte eines der Zweige, dann ist also G(z,) +G@(z,). Sind z, und 2, 
zwei verschiedene Punkte, liegend auf zwei Kurven (47), die verschiedenen 
Werten von t mit 0 <= t <a entsprechen, dann ist, da fi die einzige 
zwischen C, und C, liegende Nullstelle von G (z) ist, G (z,) + G@ (z,). 


Weiter lauft (siehe (43)) @ (z) monoton von 0 nach 2sin 8 — 2/ cos {i 
bzw. 2sinf —2f8cosf +-22cosf, falls z die imaginare Achse von fi 
t I I t 5 t 
nach — Bi bzw. 221i1—fi durchlauft. Fiir z auf C, bzw. C, ist 
t 1 3 


G(z) > 2sinB —2fcosB bzw. G(z) > 2sinf—2fcosf -+ 22cosf. 


Aus diesen Betrachtungen und (45) und (46) geht hervor, daB die 


Funktion s = G@(z)'/: den Streifen der z-Ebene zwischen C, und C, 


(C, und C, nicht eingeschlossen) umkehrbar eindeutig abbildet auf die 


s-Ebene, die von —Y¥2sinf —2fcosB nach —o, und auBerdem von 
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¥2sinB —2f8cosB + 22cosB nach co geradlinig aufgeschnitten voraus- 
gesetzt wird. Fiir z auf C, bzw. C, hat man 





Wir werden nun voraussetzen, daB 


v+0, —a<argyv<_22, argw=argy und = - i 
ist. Es existiert dann ein eindeutig bestimmter zwischen 0 und > 
liegender Winkel 8 mit der Eigenschaft 
(48) w= vsecf. 

Wir nehmen in (37) und in (40) yw derart, daB 
(49) Max | — >? --- = + arg») << Min (>: 7 + argy) 
ist. Wir erhalten dann wegen (48), (37) und (40) 
oo +t(t—arg’ +m) 
(50) H\” (v sec B) = = e” sec fsinhz —v2q 2 
coo + i(arg? “) 
und 
; oo +i(t— argv + u) 
| _— ; 
) (51) 1 4H, come ry 1 | e* sec 8 sinh z -*2ginh zdz. 
v d sec p at 


« 
— oo + i(argr — u) 


Nun ist (wegen (41)) 
y sec § sinh z — vz 
vy sec B sinh 18 — i » B — iv (i (sinh z — z cos f) + sin 8 — B cos f) sec B 
iv (tg B —- B) —tvG (z) sec B. 
Hieraus und aus (50) und (51) folgt 


o+i(t— arg? + mt) 


( . . ef ritg ? %) 
52 7, _ at | ~ivG (s)sec8 do 
) H,” (vsec B) = e dz 
=+i(arg *— u) 
und 
x2 +i(7—argy+u) 
5 1 @ H'” (vsec p) eft tap —p) ; : 
(53) = : = e— 1" G2) e008 sinh zd z. 
v d sec j} 71 
— s+ i(arg? -u) 
Aus (49) folgt 
nm 32 
=o argy—ewo>z- 
mf ” . . ms 
Ist —> < argy—y < =, dann setzen wir in(47) tr = > — argy+u. 
Dann verbindet der Zweig L den Punkt — o + i(argy—jy) mit 


co -+i(a—argy+ yu); die Tangente von ZL in f¢ bildet einen Winkel 
Mathematische Annalen. 108. 29 
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von = — “e" + mit der positiven x-Achse und fiir jeden Punkt 


2 + Bi von L ist argG(z) = ~~—argy +. Wir nehmen dann in (52) 


und in (53) Z als Integrationsweg. Ist argy— yw = — dann nehmen wir 
in (52) und in (53) C, als Integrationsweg. Fiir jeden Punkt z von C, ist 
3 G(z) = 0, und fiir jeden Punkt z+ 82 von C, ist RG(z) <0, also 


3 3: a 
argG@(z) = a. Ist > < argy—yu <— - dann setzen wir in (47) 
“—argy + mu. Dann verbindet der Zweig N den Punkt 


9 


~ 


— oc +4é(argy — «) mit oo + i(m—argy + pu); die Tangente von N in Bi 


| 


T_= 


arg y 
--< 


bildet einen Winkel von > - + mit der positiven z-Achse und fiir 


3x 
2 
dann in (52) und in (53) N als Integrationsweg. 

Wir werden den auf diese Art gewiblten Integrationsweg fiir (52) 
und (53) 7 nennen. TJ liegt also zwischen C, und C,, die Tangente 


jeden Punkt z + Bi von N ist argG(z) = —argy-+-y. Wir nehmen 


von T in fi bildet einen Winkel von = we” 1 £ mit der positiven 


9 > 


z-Achse und fiir jeden Punkt z+ fi von T gilt 


’ 3 7 
(54) arg G (z)- aut 7 5 arg vy -+- #. 
Aus (52) und (53) folgt 
iris t) e 
‘eit s™ opin 
(55) H® (vsec B) | e—irG(e)eccs dz 
= | 
und 7 
(1) > —— e 
Eee 1} @H," (vsec p) ef "te s— 3) ; z 
(56) . e— '* G@) see? sinh z dz, 
d sec pj 71 
i 
worn 7 von —cc +i(argy—w) nach co +2(a—argy--u) dureb- 
laufen wird. 
Wird jetzt 
(57) rs ? vr (2) sec p 
gesetzt, dann ist wegen (54) fiir jeden Punkt z+ fi von T arg? = wu. 


Da |G (z)| sich auf 7, von fi ab gerechnet, monoton andert, liuft f°e ‘" 
monoton von 0 nach cc, wenn z die Kurve 7 von fi nach 
oc +-i(a—argy+ mu) oder nach co + i(argy— yw) durchlaiuft. 
Wenn man nun (man vergleiche (57)) 
ni 

(58) C= F(z) =e! v'l:G(z)'l: (see B)' 

i ) oT j l 

{0 B< 3, ”+0, argv: = > arg?) 
setzt, worin G (z)'!: fiir jeden Punkt z des Streifens zwischen C, und C, 
durch (45) und (46) eindeutig definiert ist, dann liuft wegen (58), (45) 
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— 


und (46), da die Tangente von 7 in #7 einen Winkel von - — 5 argv + 
mit der positiven z-Achse bildet, te * monoton von —cc nach oo, 
wenn z die Kurve 7 von — oo + i(arg vy — mv) nach oo + i(a — arg y+ pw) 
durchlauft. Aus (55), (56) und (57) folgt daher 





iu 
2 
me 
iri 3?— pf P 
e ie. w Az 
59 H‘’ (v sec B) = — e-- —dl 
(59) r B) at os : 
‘ua 
¥ 
- oe 
und iu 
rr 
=e ad 
l d H'" ( »sec 2) ef "(te 7 — A) ii Tn dz ss 
(60) = , e~“sinhz ——d. 
v d sec p xi ds” 
“Ge 
- 
— ose 


Wir betrachten nun die Kurve C, bestehend aus C,, C,; und den 


Geraden « = §, und « = —§&,, worin &, und £, unbeschrinkt wachsen 
" : i : 3 xi ” ‘ xt 
(2 = &, verbindet oo =- mit oo +——, «= — é, verbindet — oo — — 


‘ 32i 
mit — oc + — 


}. Dann folgt aus (58) und der oben untersuchten Ab- 


bildung der z-Ebene auf die s-Ebene mittels der Funktion s = G(z)': 
daB die Funktion € = F(z) das Gebiet der z-Ebene im Innern von C 
umkehrbar eindeutig abbildet auf die ¢-Ebene, die von 
ai 32 1 
e * v'lz(sec B)'!2 V2 sin B — 2 B cos B nach oo oi ike 7") 


und auBerdem von 


zi _{2 1 

; —. — —~ —- — i(— + — arg? 
e* y'l:(sec B)'l: V2 sinf —2BcosB +-22cosf nach oe (T*4 ) 
geradlinig aufgeschnitten ist. Fiir z auf C, bzw. C, hat man 


f 1 a - 
i( P 38") (2) > |y|"la (sec B)''2 Vain — 2B cos B 


3 


bzw. 
a 


1 
e “+s ") F (2) => |v|'/2 (sec B)'le y2 sin 8 — 2B cosp + 2 x cos p. 
Wir wenden jetzt den in § 1 bewiesenen Lagrangeschen Satz zweimal 
an, namlich mit w(z)=1 und a= fi und mit y(z) = sinhz und 
a= fi. Wir finden dann fiir jedes z im Innern von C und jedes ganze 
n=>0 


a-— i 7 
dz ¥ dt y dt 
61 —_ = ~ rk . os ——— a Eesemw 3 
it qq Bat ey” J rats? ext 1 Pe (RF) —2) 


22* 
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und 


n— 


7” 1 7 sinh t dt sinh t dt 

62 sinh z => = 5-3 . —_—_—— i —_—__————.. . 

= at rid | Fit? © 288) Fen (F@—s) 
rf 








é 
Setzen wir die Entwicklungen (61) bzw. (62) in (59) bzw. (60) ein, dann 


kénnen wir den folgenden Hilfssatz aussprechen: 


Hilfssatz 1. Es sei » +0, —a<argy < 22, O< p< 3 
Max (— > -- ded -+ arg v) < p< Min (5 ‘ > am arg), F(z) die durch 
(45), (46) und (58) defimierte Funktion und C die oben definierte Kurve, 
dann ist fiir jedes ganze n > 0 














rm 
Hy gree—P [ST (ay at 
, (v sec 8) = ——z3 Le ; e 3 F()t*? 
in Cc 
(63) | —e® 
Pa | 
- dt 
+ o Feeds |—_—— 
| aie =o 
Lie 
und 
a 
1 d H® (v see B) a. ee —P) o—} peat sinh tdt 
v d sec f wy 2x3 —.. . » ; Ft? 
(64) aa 


_ppnd r sinh t dt \ 
? |< ’ ¢ | F ("(F (t) — 5) 


iu c 





§ 4. 
Hilfssitze. 


In der Folge bezeichnen C, C, und C, die in § 3 definierten Kurven, 
F (z) ist die durch (45), (46) und (58) definierte Funktion und 4, bzw. D, 
sind die durch (9) bzw. (11) definierten Gréfen. 








(65 


un 


(66 
ges 


mn 
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Hilfssatz 2. Ist l ganz >0,0<6B< > und wird 





(65) oe a i | ((t — sin t) cos 8 + (1 — cost) sin B)~'~ tat 
und +) 
(66) d, = :, aT | ((t — sint) cos B + (1 — cos) sinf)~ '~ 4 sin (t + 8) de 


(0 +) 
oe ((t — sin t) cos B + (1 — cos ¢) sin py-'-4 
in der Umgebung von t = 0 eindeutig macht durch die Bedingungen 
((¢ — sin t) cos 6 + (1 — cost) sinf)~ '~ , 
1 ye t ., 
= t-#t—-1((—— + ...)sinB +(3—F a -- 0s B) 


\\ 
und 


—1-4 


(+—at ...)sing +(—£ + ...)eosp) "10 fiir t = 0, 


dann ist 


(67) = (sin B)~ ‘~ tA, 
und 
(68) d, = (sinf)~‘* tp, 
Beweis. Sind p und 2q ganz rational, dann setze ich 
(69) E,.4= —_ | (t — sin t)? (1 —cost) dt, 


(0 +) 
worin (1 — cost)? in der Umgebung von ¢ = 0 eindeutig gemacht wird 
durch die Bedingungen 
(l— cosy = ee(2—F 4...) (P—f+...)'>0 fart =0. 
Weiter setze ich, falls / ganz rational >0, k ganz rational und 
0< k=! ist, 


| ap = 8-1-0 5 


(70) ooet 2k—1 
| = gy Bening: [] Cr+ the 
und 
(71) &, —1 = &, 141 = 9. 
Man hat 
+ ((1 — cos t)? — * sin t) 
(72) ) = (1 —cost)?—* cost + (q — 3) (1 —cost)?— *- (1 —- cost) (1 + cost) 


(1 — cost)? — * (2 gq —5 — (q — 2) (1 —cos?)). 
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Nun ist 
p— 9 ¥ ; 
(p + 1) (P+ 2) By, = PPE | (¢ — sine (1 — costar 
(0 +) 
sia pt+2 : , d(t—sint)? +? 
= ni [ (1 —cos ¢y 1 @E- - dt 
(0 +) 
: (p re =) | (1 —_ cos 1)? - 2 (¢ — sin t)P + lsintdt 
@ +) 
— eee d (t—sint)? *? 
eR: | (1 — cost)’ —* sin t — di dt 
(o +) 
— a (¢— sin ayy + 2 20 nl sin t) 9, 
(0 +) 
_ g-—il | « — sin t)” +2 (1 — cost)? 1 3(2 , 5 (q — 2) (1 —cost)) dt 
~ Qe ; q q 2) ( os )) 
ats (wegen (72)) 
= (g—1)(2q—5) Eps 2, a—s— (9 — 1) (9 —2) Ep +2, g-2 
Ersetzt man hierin p durch 2k—2 und g durch —I1—2k+ 2} 


(| ganz > 0, k ganz, 0< k< 1), dann findet man 
(—-l---2k+13)(—21—4bE,, 


(73) | * 2h(2k—1)B,,_, oes ed 


+ (—1—2k+ 14)(—1—2k+))E£,, 


1—2k—4 





t—ak+ 4° 
Ist | > 1, dann diirfen wir beide Seiten dieser Beziehung mit 


on - 2k-— 
2 2k } &—1 


@bid> 2h Q1+4k- 5 I] ° 1+ 2h+1) 


multiplizieren. Wir erhalten dann, falls k > 1 ist, 


-2k-— 4 2k—1 


ae F,,, om (20+ 2h +1) 


A=0 


(214+ 4k —5)(214+4k—1) 
4(21—1) (1+ 2k) 


(74) 


og 2k+14 


x open Bans, —1— 2840} [] @t+22—y 


=—3i—i 2k—1 
, (214+4k-17 2? . Jus 
T 4Ql—-1d+2k °° 2h! E,., t—2k+} TL] (274+ 2h—1). 


A=0 
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Ersetzt man das erste Glied in der rechten Seite von (74) durch 0, 
dann bekommt man die Formel, welche man statt (74) nehmen muB, 
falls k = 0 ist. Wird (¢ —sin¢)** (1 —cost)'~***? nach steigenden Po- 
tenzen von ¢ entwickelt, dann hat das Glied niedrigsten Grades in dieser 
Entwicklung den Exponenten 2k— 21+ 1, so daB wegen (69) 
Mas take |» und also auch das zweite Glied in der rechten Seite 
von (74), verschwindet, falls k = i ist. Aus (74), (70) und (71) folgt nun 
(75) ee = TE HeEH ((20+ 4&-5) es, 4-1 + (20+ 4k—-1) e;_ 4,2) 

(>1, 0<k<)). 

Aus (70) und (69) ergibt sich ¢, , = 1; also hat man wegen (7), (8), 

(71) und (75) & 4 = a,,, so daB wegen (70) 


- 9-4(—*—i\p 
(76) ak = 2 i 2k Mi teas 
ist. 
Setzt man nun fiir ¢+0 in der Umgebung von 0 
(77) f(t) = 2 be — sin t) cos 8 +- (1 — cos ¢) sin B)~ ea 
und 


g(t) = 2 tt — sint)cosf + (1 — cos t) sin B)~ ‘~ 4 sin (¢ + B) 
t—sint\—!-} 
T—cost } 


=o! (sin By‘ * ; (cost + cotg # sin t) (1 —cos t)~ '~ 4 (1 +cotg B 


dann kénnen f(t) und g(t) fiir t+ 0 und |t| geniigend klein auf die 
Gestalt 


(78) f(t) = 2-4 (sing) '~* ¥ B,, 5 (9 (cotg py 
bzw. = 
g(t) = 2-4 (singy-'* ? ¥ C,,; () (cotg py 
joo 
gebracht werden. Hierin ist 
(79 | B,, ;(t) = (~*~ #) @—sinty (— eos!“ 3 
79) 





a ; 
| = ( j \- 2-1 (10, 5,0 Hye + --.) 
und 
—I—} oer. . — 
C,,; (0 = ( j *) (¢ — sin ¢)) (1 — cos t) i-j—-4 | 
(80) x (cost t ay . — sin t) 
/ -f.. J - . 
= | ; *)t I-20 sg + Ae +.) 


worin die Koeffizienten ju) ;,., und 4,42, (hk = 0, 1, 2,...) nicht von ¢ 
abhangig sind. 
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Wegen (65) und (77) ist a, der Koeffizient von ¢t-' in der Entwick- 
lung von /(t) nach steigenden Potenzen von t, und aus (79) folgt, da8 in 
B, ;(t) mit 7 > 21 die Potenz ¢-' nicht auftritt. Also ist a, wegen (78) 
der Koeffizient von (~' in der Entwicklung von 


a/ 
2-"ls (sin B)—'—"l2_ ¥” B, ; (t) (cotg A) 
xP — 
2t hd 
= 2-"s (sin B)-'—"'2_S? (cotg By) (—!— #) 05-211 SY ay 5 on 34, 
} 0 h=0 


so daB 


I 
(81) a, = 2-2 (sing)-'—"»_S (cotg f)* (— 37 #) man er—ae 


k=0 


ist. Auf analoge Weise beweist man 


l 
(82) dy = 2-2 (sinf)-'+ "2S" (cotg p)** (— P74) Ay ensr—ae- 


k=0 
Aus der in (79) gegebenen Definition der Koeffizienten u,;., ergibt 
sich, daB yu; 2%2:-24 der Koeffizient von ¢—' in der Entwicklung von 
(¢ — sin t)?* (1 — cost)—!'—2*—"“/2 
nach steigenden Potenzen von ¢, also 


1 [ , 
oxi (¢ — sin t)** (1—cost)—'—2*—"l2 dt = Ey, ;_9p_y, 


(0 +) 


ist. Auf analoge Weise findet man mittels (80) 


(83) uro%,2:—-28 = 





We | , 
2. = zai | (¢ — sin t)?* (1 — cost)—'—2*—"l2 costdt 


(0 +) 


(84) Arse 


s— | (t —sint)?*—* (1 — cos t)—!— 24+ “2 sint dt. 





Nun hat man 


1 


(85) 22 


71 ¢— sin ¢)?* (1 — cost)—'!—2*—*/2 cost dt 
(0 +) 


=~ 1 f — k —_ —I—2k—1/, 
= 353i | ( sin t)?* (1 — cost) 3 2dt 


(0 +) 


2x4 


(0 +) 


pa (¢ — sin t)?* (1 — cost)—'—2* + ‘le dt 


= Bex, —i—ae—1), — Eos, —i—2n4 4), 











wegen (69). 


. 
(86) 5- 


(87) 
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Mittels partieller Integration findet man 


(¢t — sin ¢)?* —1 (1 — cost)—!— 24+ "/2 sintdt 





1 2k—1 , 
im OE: nad a 2k—2(] — 12k + 21s 
ini —1—88 414 | (t — sin t) (1 —- cos t) 2 dt 
(0 +) 
2k—1 . 
i+2k—1} Ey ,—¢ 1—2k+21/, 
Aus (84), (85) und (86) folgt nun 
Ai, 2x,21—axr = Ege, —1—ox—1), — Boe, —1—2n + 1), 
o¢ 2k(2k—1) E 
849-8 6+5s—-in 
Ce F4k+ 1p ve et 
BEF AE RTE 2-H) 2D) 


wegen (73). 


Aus (81) und 


(88) a, 


und aus (82) und 


(89) d, = 


Bezieh 
(89), (76), 
Hilfs 


(90) 


und 


(91) 


Bewe 


x [—(—1—2k + 14) (— 21-4 Ey —1 28-1, 
+ 2k(2k—1) Bs, 2,—I—2k+21/, 
+ (—1— 2k +14) (—1— 2 + ¥) Bas, 1a 1) 
21+4k+1 
r Ey, —1—-2k-1, 


- 1 +4k —1 





(83) ergibt sich 
l 


= 2-'ls (sin B)-'~ "z_S” (cotg B)**( “7 *) Bax —t—20— 1, 
k=0 
(87) 
9-1 ° ia 1 —t— 21 4k l 4 
— 2—"l2 (sin B)—!+ 2S” (cotg B)** | a7) (Srrapnz) Bon 1—2k- 1/9 
k=0 


ung (67) folgt nun aus (88), (76) und (9), Relation (68) aus 


(11) und (12). 











satz 3. Ist | ganz > 0, dann ist 
fe ‘eet —2x\2A1 
| F(t)?'*? Seiyy 214 “— 
4 v * (tgp) 
f sinhtdt  —2zxJ\sin2p D, 
F(p2tth *6 631) 21+1 
C ef y * (tg py’ 


is. Da fi die einzige im Innern von C liegende Nullstelle 


von F(t) ist, hat man wegen (58) 








dt ° dt 1 ’ é 
F(t)?! + F (t)?!* rt 91 +1) ih eta UE a! 
e* v * (secf) * J Git) ” 
(pi+) (pi+) 
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Aus (44) folgt 
G (Bi + ti) = (¢t — sin?#) cosf + (1 — cos?) sin£. 
Man findet daher wegen (65) und (67), wenn man ¢ durch fi +- ti ersetzt, 
ate (Ot ___ = _ an 2 (ninpy-'-": A, 


2041 ° at+1 


(93) 
G(o ? / G(gi+ti) ? 

(ji+) (0 +) 

Aus (92) und (93) folgt nun die erste Behauptung des Hilfssatzes, 
Der Beweis der zweiten Behauptung ist dem Beweis der ersten Behaup- 
tung analog. Man braucht dabei nur (66) und (68) statt (65) und (67) 
anzuwenden. 

Hilfssatz 4. Es bezeichne r eine Konstante und es sei F(t)? +1 
fiir alle Punkte t von C; es sei t z+iy, falls t auf C, oder auf C, 
liegt. Dann ist fiir jedes ganze N 0 


. dt dz 
94 ae - ( = [ eo 
( ) F(t)?*-? (Fi? r) \ \) F()?*-? (F (0? — r) 
‘ Cc . 


i 3 


» IV I 


und fiir jedes ganze N > 1 





: inht dt ff '\ cosh x sin ydx + sinh z cos yd» 
95 sinht di : -| cosh x 8 eee +! yay. 
-_ | F (1)? *—* (Fy? —r) (| / F (0?*—*(F (—7) 
a 3 


hierbei werden C, und C, von links nach rechts durchlaufen “*). 


Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt, daB im Integral 


{ a. é 
F ()?*—* (F @*—r) 
c 


die Beitrage der vertikalen Seiten von C nach Null streben, falls & 
unbeschrinkt zunehmen. Also ist 


1 dt 1 dt 
96 - — = — —_______—, 
8) j F()?*—* (FW? —r) (| ) F(?*—* (Fw@*—r) 


C; 


g 
, und &, 


‘ 
5 


Ebenso hat man, falls N 


IV 


1 ist, 
97 r sinh t dt ‘ ( — f . _sinbidt ’ 
( 7) F(y?*-! (F ()?— r) (| \) F (wy? 1 (Fw? 9) 
. Cy C3 

Jeder Punkt P = (z,, y,) auf C, hat die Eigenschaft, daB auch 
Q = (—2,, y,) auf C, liegt, und da8, wenn G (z) die durch (41) definierte 
Funktion ist, 
(98) IG (tp) = IJE(t.) = 0 





4) In der Folge werden C, und C, stets von links nach rechts durchlaufen. 
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ist (denn fiir jeden Punkt ¢ auf C, ist J@(t) = 0). Nun ist 
RG (t) = — cosh z sin y + ycosf + sinf — f cos, 


also RG (tp) = RG (t,), so daB wegen (98) G(tp) = G(tg) ist. Aus (58) 
folgt nun 


(99) F (tp) = F (ta). 
Setzt man dtp = dz,+idy,, dann kann man, da die imaginare 
Achse Symmetrieachse von C, ist, dfg = dz,--idy, nehmen, so dab 


wegen (99) 
itp . d ly 


F(tp)?9—* (Fp —r) Fg" (FQ 





d 7, + id Yo d x — id yo 


F (tp) —* (F(pP—) | FP tg? (FU?) 


dx, d x 


Ftp (FG —) | Fig)? (FQ 





ist. Hieraus folgt 
| dt = | oe oe 
J Fes? (Fi —r) ) Fae s-* (F@—r | 
Ci Cy 


Ebenso hat man 





C3 C; 


laun dt -(=3 
J F(Q?s—* (FO | | ata; -r) 
Aus (96) folgt nun die erste Behauptung des Hilfssatzes. 
Man hat 
sinhtp = sinh (z, -+-iy,) = sinh z, cos y, + tcosh 2, sin y,, 
sinht, = sinh(—z, + iy,) = — sinh z, cos y, + icosh 2, sin y,, 
daher 
sinhtpdtp = sinhtp(dz, + idy,) = sinhz, cos y,d z, 
—cosh z, sin y,d y, + i(cosh z, sin y, dz, + sinh z, cos y,d y,) 
und 
sinh tgdtg = sinhtg(dz,—idy,) = —sinhz,cosy,d z, 
}- cosh x, sin y,d y, + 1 (cosh z, sin y, d z, +- sinh x, cosy, d y,). 
Also ist wegen (99) 
sinh tp d tp sinh (, pdt 
FUp**—* (FW, F (tPF —* (Ft rz -r) 
i i (cosh 2 sin yod x) + sinh x C08 yod yo) , 1 (cosh x Bin Yod Xo + sinh 2 cos y, d Yo) 
F (tp? *—*(F(tp)'—») F (te 8—*(F (tyr) 
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Hieraus folgt 


F ()?*—* (Fy 1) 





| — .. y 


J F(?*—? (Fr) 


sinh t dt j [coms Ming s amb sco dy 


Ebenso hat man 


sinhidt 


| PQ (Fan) 


( 3 3 





f cosh x sin yd x + sinh zcosydy 
F (t)?4—* (F(t)? —r) 








Aus (97) folgt jetzt die zweite Behauptung des Hilfssatzes. 


Hilfssatz 5. Wird t = x+-iy gesetzt, falls t auf C, oder auf C, 
liegt, dann ist fiir jedes ganze N > 0 


2 











, | — pewar(( —( dz bit (_ iy x V2T(N +4) Ay 
_ Je ; orae( | —\) FQ bi (vtg pti 
0 Cy Cs 
und fiir jedes ganze N > 1 
(101) | e-?? evar | _ j= Sa 


0 Cy C3 
e® 44 (__ i)% x Vain 28 F'(N + 4) Dy 
vy /2(» tg py® : 





Beweis. Aus (94) mit r= 0 und (90) mit 1 = N geht hervor 


P(yeh tt (vtg py" *" 





C1 Cy 
Hieraus folgt Beziehung (100) wegen 
fe-Pordt = 4F(N +9). 
Der Beweis von (101) ist dem Beweis von (100) analog. Man braucht 
dabei nur (95) statt (94) und (91) statt (90) anzuwenden. 
Hilfssatz 6. Ist 


v+0, —a<argy< 2a, argy':? = jargy, 0< p< 5, 
‘ nm 3: ; ; 7 
(102) Max(——, — > + argv) < wv < Min (=: st arg v) 


und wird t = «-+-«y gesetzt, falls t auf C, oder auf C, liegt, dann gilt: 





(106) 





H (vsecf) = 
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J e-?tkdt = 0 


—ae* 


fiir ungerade Werte von k =") 1 folgt aus (63) (mit n = 


f"Gar—— (4 y 
) — 
l 0 


ip 
2 


xe 


+- ( i nowat| 


. 
0 


iu 


2 


F(t? *—1 (Fy? 





rol 
$ 


dt 


2N) und (1 


{ dt 
ac | Sues 
ak F(t?!*? 


-2){ 





1. Fiir jedes ganze N > 0 ist 
(tee —! —_ N—1i : 
‘ 2. yoy (—il F(l+ 4) A, 
103 H (ysec 8) = J \ 
( ) ( B) ny 9 (tg B)'/2 - (» tg By! 
ann 
pointe Ce erae((— | F(tPdz 
: . : )) Farrer a eT 
0 C1 Cz 
2. Fiir jedes ganze N > 1 ist 
oH," (7000) munis 7. 7 (— i) P(t + ¥) D, 
_ deccB oy ») (vtgp) 
, i=o £ 
esis Lath p e-* 2Nde ({- F(t)? (cosh x sin yd z+ sinh xcos yd y) 
J \) F (tp * +? (F (y? — &) 
Cy C3 
Beweis. Man hat 
= 
i dt 
105 e— C2Nqd j 
ies | * F(y?* (Fi) — 
ne 
tu 

oe? 

( - es. aie 1 
=" — pangpr | _ Le ; 
=| € a ac | Fw ® \F@—t Pip Le 

0 Cc 

a 
= 9 1 N dt 
| e~ alt dé lerinee ea)’ 
Wegen iu 
2 


05) 
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Aus (90) ergibt sich, da 





| elds = §P(l+ }) 


ist, 
e~ *!4(_ jy' a V2 (1+ 4) A 





- r dt 
107 — 2 eelge de 
= re | F(a" *' (v tg py * "2 
Liegt ¢ auf C, bzw. C,, dann ist (siehe § 3) 
ie ! arg y bzw. arg F(t) = -+ ! arg v. 


arg F (t) —— 
falls ¢ auf C, oder auf C, liegt und 


Wegen (102) ist also F(t)’ + 2°, 
arg = m/2 ist. Wir diirfen daher in (94) r = ¢* mit arg¢ = yu/2 setzen. 
Wir finden dann fiir jedes ganze N > 0 
iu ' 
— 
ad * dt 
(108 ” xde | _ 
Rr J Fe *—* (F(t? — 3) 
- 5 
f ee OF j Fi(tida 
ee ewae({— Futds 
| () )) Fara: *) 
Cc C; 


Beziehung (103) folgt nun aus (106), (107) und (108). Der Beweis 
Man braucht dabei nur (64), 


von (104) ist dem Beweis von (103) analog. 

(91) und (95) statt (63), (90) und (94) anzuwenden. 
7 bis 10 entnehme 

Hankelschen 


Die folgenden Hilfssitze ich meiner Arbeit: 
Besselschen , und ver- 


Asymptotische Entwicklungen von 


< 2, dann hat man 


wandten Funktionen "’). 
Hilfssatz 7. Ist r>0,d>0 und —a<y 
re < . t on. 
pet? ta| = |ainy | 
und sogar, falls —ZS sys . ist 
rei‘ 
<1 


re’' 
15) Proceedings Koninklijke Akademie van Wetenschappen te Amsterdam 35 


(1932), S. 656—667, 852—866, 948—958 und 1079—1090. Hilfssdtze 15 bis 18. 


} 





h 
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Hilfssatz 8. Istr>0, d>0 und —a <y < a, dann ist 


yi 
0<= arg (—"S ;) <y, falls 0 <= y- 





° tet, 
ret ™ 
und “a 
_— arg ( Ans =) = 0, falls —xa<y<0 ist. 
— revit a/ = _— 


Hilfssatz 9. Es sei 


2 3x _ 32 
x 0, =a @  . 


Max (—=, —x+0) <4 < Min (=, a+ s), 


A =1, falls — = so-rs = 


ist, 
falls —aza<o—wm-: —F 
A | sin (o — x) |, 
| und falls = o—y x ist, 
P (x) A -(cosy)*, M Max P (u) 


a oa * 
Max (—=, —a2+0)<u<min(=, 2+0) 


Behaupt ungen : 


l. Ist —2<o <=, dann ist M =1. 
) 32 n , 
2. Ist = o -, dann ist 


M sin (4%, — a) (cos 4,)*; 


hierin bezeichnet My den durch 


1 
cos (o — 2 ",) ; Cosa 
° ; . 32 ° x 
eindeutig bestimmten, im Falle — o< — 2% zwischen — = und a+ 
. . 71 ° hy 4 . . 
und wm Falle —a <0 < —5 zwischen o -+- > und 0 liegenden Winkel. 
‘ mT ss 7 
3. Ist = o =: dann ist 


M = sin(o fy) (COS ",)*; 
hierin bezeichnet ft, den durch 


x 
cos (o — 2 u,) cos o 
eindeutiy bestimmten, im Falle x <a zwischen —a-+-o und = und 
. " n ° Ses > 
im Falle = o < 2 zwischen 0 und « — = liegenden Winkel. 








Hilfssatz 10. 


Max | — 


B l, 


B sin (o — Zu) |, 





Es sei 
x>0, —2a<o0< 22, 
4 a o . a Mia o 
- on iin oat a. « -_ a= «he op 
a» —gt+ 5) <z Min (5, 5 + 5): 
Tv % . 
falls — 5 SI 2S gs *t, 
4 
| falls —xz<0 -24<— 3 


‘. 
| und falls yo —-2p x ist 
Yiu) = B-(cosuy’, M* = Max Y (nu). 
f na a ; nm nm 6 
Max (—-—, r yb u Min (>>> — ) 
Behauptungen: 
7 m . * 
l. Ist -sso0os 3° dann ist M l. 
7 . 
2. Ist _Ia<o<x— 3° dann ist 
M* = sin (2 u, — a) (cos u,)*; 
hierin bezeichnet lt den durch 
(x + 2) cos(3 u, —oa) = (x — 2) cos (u, —o) 

; ; . , , 9 - 32 ° 1 
eindeutig bestimmten, im Falle —22 <o <x — = zwischen — ; und 
7 o : . 32 , nm o nm o : 
5 +a m Falle 7 <9 = — 2 zwischen ++? und 5 + 5 und im 

, mf . T o . 7. 

Falle a<a: a zwischen z+; und 0 liegenden Winkel. 
‘ 7 ° 
3. Ist =< 0 < 22, dann ist 
M* = sin (o — 2 u,) (cos u,)*; 


hierin bezerchnet pu, 


(x 


den durch 


2) cos (3 u, —o) (x — 2) cos (u, — a) 





. . : ; . a ; Bd o 7 

eindeutig bestimmten, im Falle = <= o 22a zwischen —>5=+ 5 und 5s, 
. = _32 . m1 oC nm o ° , 

im Falle ao <=> ewischen —5+ 5 und — qty und im Falle 

n . a ‘ 

595% zwischen 0 und — a+; liegenden Winkel. 





dé 
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§ 5. 
Beweis von Satz 1. 


ip 


fe *>0, » +0, —a < argy < 22, F(t) + 0, 





arg (— F (t)*) = —= +4 arg», 
n 32 : oe 

Max (— a> at arg v) <u < Min (5. > + arg v), 

dann kénnen wir in Hilfssatz 7 
= one 
_ | F (t)|?, d — tae evi — — irae 

setzen, so dab y = — 3 + argy—y ist. Wir erhalten dann 

| Fp | ~F(tpe“! | I 
(109) | = Se - <7: 

“or —> - F(tjte—** 4 7H sin(—> + arg y — »)| 





2 
und sogar 


Ftp 


nm m ma”: 
(110) Fo —a <= 1, falls 7 <- x + arg "—UNSG ist. 


Es werde gesetzt: 


Pf 


A = 1, falls —+ <= —F + argr—y <3 ist; 
und 
a falls —2 < — + arg y — <-F 
A= | sin (— > arg »—x)|, 
' | und falls 5 < —F+ argy—u <2 ist. 


Liegt ¢ auf C, bzw. C,;, dann ist, wie wir in §3 bewiesen haben, arg F (t) 


32 R , ; ia 
=— > + targ » bzw. arg P(t) = zt targy, so da8 fiir alle Punkte ¢ 


von C, und von C, arg (—F (t)’) = —F + arg v ist; iiberdies ist, falls 
dz > 0 und N ganz > 0 ist, 


lz \ {f —dz 

111 ong ( 54. = ar 87) mod 2 2). 
ot) e F(t)?** | ele "/t aut Ca ( 
Wegen 

wae? oo c-) 

e— Cl? cos loi |de| om [ e- TreoaueiINdr — — so. feegwae 

d (cos yw)" * 
0 0 # 
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folgt also aus (109) und (110) fiir jedes ganze N > 0 








laoe? | 
ee | F(tPdz 
112 “CIN dl — ——_—__— " 
( ) | e (] Far" (F(n? —2) | 
0 “1 a 
tu 
l — iti2 cosu rioaNn re 1 r dz 
<7 | e~ I61 IoP*\|de| (| t WD ipeerr 
a 3 : 
os : Fs * 2 pan ge. —| dz | 
A - (cos u)y% * ‘le \e alti. \ ran ; 


(Man beachte hierbei, daB in (109) und (110) nicht fiir jedes ¢ mit 


ta 


fe * =>O das Gleichheitszeichen gilt), Aus (103) von Hilfssatz 6, 
(100) von Hilfssatz 5 und (112) folgt nun fiir jedes ganze N > 0 


ni 
ivitg? )——_—-, = of gee 
' P 4 19 (—1) ril + 1) A 
(113) H\”(v sec B) = — = i ! 1 y” 7 
ay '* (tgp) '? [— (» tg 2) 
, (— i)" P(N + BAy | 
+- = _ ; ’ 
A - (cos n)* * ‘le (Yr tg p)* 


worin |o| < 1 ist. 
Wenden wir jetzt Hilfssatz 9 mit x = N + } und o = argv — = an, 
dann finden wir, wenn 


M = Max A - (cos pu) + "2 
Max (—<, 3 + argr)<u< Min (=, = + argv) 
gesetzt wird: 
Falls 0 < argy < = ist, ist M = 1. 


Falls —2 arg v 0 ist, ist 
M = cos(u, — arg v) {cos 4,)¥*' 


hierin ist ~, der durch 


. 2-N — ‘ 
sin (arg y — 2 u,) Ng Sn arg» 
° . ° ° - a4 . IU 
eindeutig bestimmte, im Falle — = argy SS —F zwischen — = und 
mn, , ae ee : : 
> + argy und im Falle — > < argy < 0 zwischen argy und 0 liegende 


Winkel. 
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Falls x < argy < 272 ist, ist 
M = —cos (mu, — arg v) (cos y,)* * ‘2; 


hierin ist mw, der durch 


: 2N—1. 
sin (arg »y — 2 ¢,) = IN 2g SM arg » 
; , . . 32 . 32 
eindeutig bestimmte, im Falle —- < arg» < 2% zwischen — > + argy 


= und im Falle 2 < argy < = zwischen 0 und arg vy — 2 liegende 


Winkel. 
In (113) bezeichnet y» einen beliebigen Punkt des Intervalles 


und 


Max ( — > —#% + argv) << wu < Min (=, + + arg v). 


Wir diirfen also in (113) A-(cosyu)*+': durch seinen (oben gegebenen) 
groBten Wert ersetzen und finden dann 


ni 
ir(tg p— p)— — 


‘ ‘(—i Tu + }) 4 
(114) HY (vsec ) =——, Ay y soiled ra J 
x vy '2 (tg B)'!2 l= (» tg By! 
—i~r(n 
T @, | — +HA tv | 
(» tg B)* 
worin 
|O,| <1, falls 0 < argy < 2x ist, 
lA,|< 3 , falls — a < argy < 0 ist, 
cos (u, — arg v) (cos 4)’ 2 
me . 
\O,| < —_____— . , falls a < argy < 272 ist. 
| C08 (jig arg r) (cos jis)" +"e 6 
Ist 
$20, »+0, —2 < amy <9, Fy +0, 
A] ms 
arg (—- F (t)*) = — => + arg», 
dann kénnen wir in Hilfssatz 8 
F(t)? 
— 2 an: it at cand = 
res © ee oe 


setzen, so dab y = arg vy — > ist. Wegen 


_ Fi — F(t 


Fiy—2@” —FiyP+e 
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erhalten wir dann 


t)? : , 
0s are (Fan 7) < arg ¥—s, falls > <= argy <= ist, 
und 
argy— — < ar tin <0, tilly — 2 et v <= — ist 
oe 5 S88 \FHp—a) S <<" ay 


Hieraus und aus (111) folgt 


«= 


0 





+3 (F (oH? — 2) 
CG Gs 
. ale eesae(|— ( ) dx 
J : F (t)? N+1’ 
F 0 Ci C3 
worin 
- Ss " 3x. 
0S argé S argy— = ist, falls zy Seer <> ist, 
und 
mm 4 . ms  . 
argy—> < argd = 0 ist, falls —> <argvs z ist. 
x 32 “a ; : . 
Ist — zy < arg <-> dann diirfen wir in Hilfssatz 6 » = 0 


setzen. Aus (103) mit ~ = 0, (115) und (100) folgt also, daB in (114) 


0 < argO, <= argy — 3 ist, falls 3 Ss argv <= = ist, 
und 


arg v -> <= arg 9, = 0 ist, falls — ~ < argy = 5 ist. 


Hiermit ist die erste Behauptung von Satz 1 bewiesen. 


Der Beweis der zweiten Behauptung ist dem Beweis der ersten Be- 
hauptung analog; man braucht dabei nur (104) statt (103) und (101) 
statt (100) anzuwenden und zu beachten (siehe die Figur), da8 auf C, 
und C, 


cosh z sin ydz + sinhzcosydy < 0 


ist, wenn C, und C, von links nach rechts durchlaufen werden. 


§ 6. 
Beweis -der Saitze 2 und 3, 
Wir werden in (39) w= yvsecf (0 << +) setzen. Wir er- 
halten dann 
(116) Hy’ (v sec 8) = — H\”,,(ve* sec 8). 

















Asymptotische Entwickiungen Besselscher Funktionen. 


Ist » + 0, dann folgt hieraus 


1 dH” (» sec p) , dH”, ,(ve%! seo p) 


(117) =o = 


> decd oe ee 


Aus (13) und (14) ergibt sich 


(118) J, (vsecB) = }(H;” (sec f) + H\” (vsec f)) 
und 
(119) Y,(vsecf) = = (H’” (v sec 8) — H\” (v sec f)). 


Hiéraus geht hervor 


1 dJ, (¥ see p) 1 (4H (vsecB) dH” (vsec fp) 
(120) + 5 = = (5. ——_—— +{-——___. ts 
v d sec B 2y d sec f d sec f y 
und 
v1 1 @Y, (sec B) 1 (d H™ (» sec B) mba 
(21) v d sec B ~ Qvi\ dsecp  deecp 


Aus (15) und (16) folgt 
R, (v sec B) = J, (v sec p) cos ( » (ty B — ) — +) 


+ Y, (vse) sin ( » (tg 8 —p) —). 
Hieraus und aus (118) und (119) ergibt sich 


(122) R, (v sec f) ie a atts i i H™ (vsec B) 
+ F hee —<—. H*” (» sec f)). 
Ist 
v+0, —22 < argy<a, argy'2=targry, O< B< =, 


’ x” : x 32x , 
Max | — > —F + arg») <2 < Min (=, > + arg v), 
dann ist wegen (103), (116) und (58) fiir jedes ganze N > 0 


—irty p—p)+ — co Beet oul ot 
. e ‘ (i (L+4) 4 
(123) Hy’ (vsecB) = y2 yp iy PEF 2) A, 








wr'la(tg plz y(n tg py 
tu 
“— 
. emirate pf) ' , ae F (Pd z 
t+-(—1)"% t14 ae CNC \-]) —, 
—" > ( Fy?" *) (FUP +) 
0 Cc; Cs 
Es sei jetzt 
y+0, —2a < argy < 2, 


mf 


Max ( — > — 3 + arg) CaS Min(<, = + arg); 
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dann folgt aus (103) und (123), mit N = 2m angewendet, und (122) fir 
jedes ganze m > 0 

2 + (—1 (2; 3 
(124) R, (sec fp) = V2 = . ——— 


my yl (tg py'l2 — (» tg B 


tm 


e° _*2 » Sg 1 F(tdz 
aia ee v4 m d .. : b 
2 c(| rare ra)" 
0 Cy Cy 
Ebenso findet man fiir die durch (15) und (16) definierte Funk- 
tion S,(yvsec ) 


7 
Nn 











5) S y2 Ee ae - 
12! dS, » sec = ; : 
( >) ( » sec B) mY 2 (tg 8) 7X ( » tg Bp)?! ; 
mi RS 
“te. . »—o? rim+2q » {- | Fi(idz - 
i) mn { . ° | ror +3 (RF (ey — C4)” 
0 Cy C3 


Auf analoge Weise findet man (mittels (120), (121), (104) und (117) 
statt (118), (119), (103) und (116)) fiir die durch (17) und (18) definierten 
Funktionen V,(»secf) und W,(vsec f) 


(126) V,(»secp) = "in? by 


my |? 


(—1 F(2i+ DD, 
(v tg py? 


7=0 








ef 1 ee eemae( | — |) Zoo (cosh z sin ydz+ sinh z cos ydy) 





ait & a F(yt™ **(F (* — 09) 
und 
, Vsin2p "s ph Os + Dy 
(127) W,(vsec B) = . : tin 
p xy ‘2 a (vy tg 3)7J 


iu 


2 








F (o*™ * 3 (Fy — 4) 


0 c 


1 Cs 
In (126) bzw. (127) wird m > 1 bzw. m > 0 vorausgesetzt. 
Ist 


fe *>0, »+0, —a< argyv<a2, F(t) +0, 
a4 ™ m4 . ( a 
arg (— F(t)*) = 2 argy, Max (— hee ao argy) <p <Min(5, ms argv 


"is e~ Cem+2ge \- () F (#)* (cosh z sin y d z + sinh x cos y d y) 
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dann kénnen wir in Hilfssatz 7 


f= 


, i F (i) -2ui 
Ft, d=|eh, t= — Foes 





setzen, so daB y = 2argy— 24, ist. Wir erhalten dann 





P(e | _ | ot df et  E 
F(t)*—<*| | — pet e248 + [Ol* | = | sin (2 argy — 2 y)| 
und sogar 
F (t)* ad ¢ ¢ eS 
lr G| S | falls — > S 2argy—2u = = ist. 





Der Beweis der Siitze 2 und 3 ist nun dem Beweis von Satz 1 
analog. Man braucht nur Hilfssatz 10 (mit o = 2argy) statt Hilfssatz 9 
und fiir R,(vsecf) (100) (mit N = 2m) und (124), fiir S,(vsecf) (100) 
(mit N = 2m +1) und (125), fiir V,(secf) (101) (mit N = 2m) und 
(126) und fiir W,(vsec#) (101) (mit N =2m+1) und (127) an- 
zuwenden. 


(Eingegangen am 20. 9. 1932.) 











Uber eine von Herrn S. Bernstein herriihrende 
Abschitzung der Legendreschen Polynome. 


Von 
G. Szegi in Kénigsberg i. Pr. 


Im zweiten Teil seiner Abhandlung ,,Sur les polynomes orthogonaux 
relatifs & un segment fini')“‘ entwickelt Herr 8S. Bernstein eine Reihe von 
interessanten asymptotischen Abschitzungen der Jacobischen Polynome, 
die auch in dem Spezialfalle der Legendreschen Polynome bemerkenswert 
sind. Fiir die Legendreschen Polynome P,,(x) wird hier u. a. die Ab- 
schiitzung 


(I) (1 — 2*)"*| P,,(z)| < A Vn (-lsS2zS)) 
angegeben, wo A (wie im folgenden immer) eine positive absolute Kon- 
stante bezeichnet. Mit Riicksicht auf die bekannte Identitit 


, + | 
(1) (1—2*) P, (2) = SE (P,_, (2) — Pass (2)) 
kann diese Ungleichung auch in der Form 
(IT) | P,_, (cos 8) — P,,, (cos 0)| < A y= (0o<0<35) 


geschrieben werden; sie stellt somit eine Verschirfung einer klassischen 
Ungleichung von Stieltjes dar, in der auf der rechten Seite A n-®* statt 
A#'?n- steht*). Fiir die Differenz von zwei aufeinanderfolgenden 
Legendreschen Polynomen liefert iibrigens (I) mit Benutzung der Identitit 
Pi (z)— P.. (2) 





(2) 8, (x) = (n+ 1) — =n = P,, (2) + Pi +1 (2) 
die Ungleichung 

[+ a” 
(III) | P, (cos?) — P,,, (cos#) | < A ) ~ (Oo<@< 3): 


DaB umgekehrt aus (III) wieder (IJ) folgt, ist klar. 


1) Journ. de Math. (9) 9 (1930), S.127—177; 10 (1931), S. 219—286; vgl. 
insbesondere S. 238. 
2) Vgl. z. B. L. Fejér, a. a. O. %). 








~™FP 2S OL 
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Zum Beweis der Ungleichung (I) kénnen die folgenden Wege an- 
gegeben werden. 


1. Sie erscheint bei Herrn 8. Bernstein, wie schon oben erwihnt, im 
Rahmen einer allgemeinen asymptotischen Untersuchung iiber Jacobische 
Polynome. 


2. Sie ist implizite im einer Abhandlung von Herrn H. Rau ent- 
halten, die iibrigens bereits zwei Jahre friiher als die von Herrn 8. Bernstein 
erschienen ist*). Auf Grund eines Satzes von Herrn E. Kogbetliantz wird 
darin die Ungleichung 


(3) |P” (2)| < Ala, B 


a 1/2 
) 30/8 + tl 
(1 — 2%) 


(«@2=—i, B>-—1; OS27<)) 


bewiesen, wobei die P(x) die geeignet normierten (vgl. a. a. 0.) 
Jacobischen Polynome bedeuten; die Konstante A hangt hier von « und f 
ab. Nun ist bekanntlich 


(4) P, (2) = *t* pe (a), 


so daB aus (3) 
1/2 
|Pa(z)| <4 -— 


a\l , 
_ 22)3/4 


also (I) folgt. Allgemeiner ergibt die Kogbetliantz-Rausche Ungleichung 
die Abschatzung 


d (a, ) | nl? 
(IV) ldz P,,’" (z)| S& Ala, B) rr wy + 3/4 
(« > —}, B > —3; 0s 2 < 1). 


3. In einer Abhandlung ,,Uber einige asymptotische Entwicklungen 
der Legendreschen Funktionen‘) habe ich eine von E. Hilb herriihrende 
Naherungsformel der Legendreschen Polynome auf eine neue Weise be- 
wiesen und verschirft. Diese Verscharfung liefert, wie a. a. O. (§4, 2) 
gezeigt wurde, sehr schnell die Ungleichung (I). Es wird dabei die 
Gleichung 


1 
(1') (1 — 2*) P,(z) = n(m+1){ P, (Oat 
benutzt. : 
4. SchlieBlich geben wir in der vorliegenden Note (§ 1) einen weiteren 


Beweis fiir (I), der auf einem Satz von Stieltjes [vgl. die Ungl. (V)] und 


3) Uber die Lebesgueschen Konstanten der Reihenentwicklungen nach Jacobi- 
schen Polynomen, Journ. f. d. reine u. angew. Math. 161 (1929), S. 237—254. 
*) Erscheint in den ,,Proceedings of the London Math. Soc.“. 
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einem friiheren Satze des Herrn S. Bernstein iiber die Ableitung eines 
trigonometrischen Polynoms beruht. 

In §2 folgt als erste Anwendung von (I) ein sehr einfacher Beweis 
fir einen Gronwallschen Satz iiber die Lebesgueschen Konstanten der 
Laplaceschen Reihe. Dieser Beweis diirfte den zurzeit einfachsten Zugang 
zu diesem interessanten Satze darstellen, dessen friihere Beweise recht 
verwickelt waren’®). 

In §3 wird (I) auf eine von Herrn L. Fejér herriihrende Fragestellung 
angewandt, die aus einer Untersuchung iiber Interpolationsreihen hervor- 
gegangen ist. 

Der Gegenstand von §4 haingt mit den vorangehenden Betrachtungen 
nur lose zusammen. Es wird darin die mit den obigen verwandte Un- 
gleichung von Stieltjes 


(Vv) | Pa(o08 #)| <7 (0<#<$) 


zum Beweis eines Weylschen Satzes herangezogen, auf dem die Unter- 
suchung des Gibbsschen Phinomens bei der Laplaceschen Reihe beruht. 


§ 1. 
Beweis der Ungleichung (1). 

1, Wir benutzen die folgenden Hilfsmittel: 

a) Die Stieltjessche Ungleichung (V). Ein sehr elementarer Beweis 
hierfiir stammt von Herrn L. Fejér*). Er hat auch auf die Bedeutung 
dieser Ungleichung fiir die Summabilitaétstheorie der Laplaceschen Reihe 
hingewiesen. 

b) Ein Satz von 8. Bernstein: Ist »(u) ein trigonometrisches Polynom 
n-ter Ordnung, so hat man 

| ¢ (u)| S AnMax|p(u)|. 
Man kann bekanntlich (das ist jedoch fiir das folgende unwichtig) A = 1 
setzen. Eine einfache Beweisanordnung findet sich in Pélya-Szegé, Auf- 
gaben und Lehrsitze aus der Analysis (Berlin, J. Springer, 1925), Bd. II, 
Abschnitt VI, Aufgaben 80—82, 8. 90, S. 287. 
2. Es sei 0 < 8, < 2/2. Aus a) folgt 


| Pa (008 ®)| 7 (®% < <3). 





5) Er tibertrifft an Einfachheit auch meinen anderen, a. a. O. *) (§4, 1) ge- 
gebenen Beweis. 

*) Abech&tzungen fir die Legendreschen und verwandte Polynome, Math. 
Zeitechr. 24 (1925), S. 2856—298. 
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Setzt man hier cos # = cos #, cosu, so ergibt sich fiir alle reellen Werte 
von wu 





A 
P,, (cosd ; 
Wegen b) gilt somit 
| cos#, sin u P, (cos#, cosu)| <= A s 
0 


Vcos* #, — cos*# | P,, (cos#)| <= A Wz (8, ss +). 


Es sei nun y vorgegeben, 0 << y <= = Aus der letzten Ungleichung 


oder 


folgt fir 6, = 5, O=y 
| Pr (cosy)| S 4 y*". 
y a Y a ? 
cos es y 
Nun ist 
; y i P y > 
cos’ -—5-— cos*y = sin® y — sin’ = sin’ 2 (4 cost 2-— 1) 


, 2 
=> sin’ . re 
da =? im Intervalle 0 2 <= = monoton abnimmt. Daraus geht 


| Pa (cosy)| <2 4 Ke 
d. h. die Behauptung hervor. 


§ 2. 


Beweis des Gronwallschen Satzes. 


1. Die Lebesgueschen Konstanten der Laplaceschen Reihe kénnen 
durch die Integrale 


(5) On = $f |8,(2)|de 


erklirt werden, wo s,(z) den in (2) definierten ,,Kern“ der Legendreschen 
Reihe in dem rechten Endpunkt des Integrationsintervalles —1, 1 be- 
deutet. Der in Rede stehende Satz von Gronwall besagt nun, daB 


(6) lim =? y2 
gilt. ee , 


AuBer den beiden sehr verwickelten Beweisen von Herrn Gronwall’) 
ist dieser Satz in der Literatur an zwei Stellen behandelt worden: a) In 


%») =z H. Gronwall, Uber die Laplacesche Reihe, Math. Annalen 74 (1913), 
8. 213—270, insbesondere S. 222—230; On the degree of convergence of Laplace’s 
series, Transactions of the American Math. Soc. 15 (1914), S. 1—30, insbesondere 
8. 3—14. 
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der Abhandlung von Herrn Rau fa. a. O.*)], aus der (6) als Spezialfall 
folgt; b) in meiner unter *) zitierten Arbeit. 

In dem jetzt folgenden Beweise benutzen wir auBer (I) die asymp- 
totische Formel von Laplace in der folgenden Gestalt: 


P = oo a Ny (9) 
(VI) P, (cos 9) = Vagos [( + 4 8 —F|+ Vn , 


wobei »,,(#) in jedem inneren Teilintervalle «<= # =< 2a—e von 0,2 
gleichmaBig gegen Null konvergiert. Ein einfacher Beweis fiir diese Formel 
findet sich z. B. in dem Werke: Ph. Frank und R. v. Mises, Die Diffe- 
rential- und Integralgleichungen der Mechanik und Physik, 2. Auflage 
(Braunschweig, Friedr. Vieweg 1930), 8. 434—436. 

2. Es sei ¢ eine feste Zahl, 0 < ¢ <_ 2/2. Wir schitzen die drei 
Integrale 


On = 4) +4 f +4] |, (cosd)|sinddd = 4d + 4 J? + gd? 


wie folgt ab. 
Es ist zunichst nach (2) und (I) 


& 


Jo =< fl P’, (cos®) | + | P’, . , (cos#) |} sind dé 


1) 
& 


<A Yn | a dé. 
Weiter gilt wegen (2) und (VI) 


n & 
f 
/ 


I =(n+ 0) | Prerper8[( + 3)? — 9] 


a <5 008 [(n ip . z| 
VaaxTaee eo 


a— et 
* 





1 he 


os [ 2 | f 1 \ « n 
= (n : 1)| V xm@ztans|°[(* t x)? — 7 | 


— cos |(n 4. + )o— llr _\ aa wee (Yn) 


— cos # 


ft | oes 
—2 -|cos (n+ 1)8| dé +- o(Y¥n). 


== 2 y2 Yn +1 +1 
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Das letzte Integral konvergiert bekanntlich*) gegen 








2 : Vain 6 sin 7 2 (Vind wns 
4 Tost OO eee 80 + Ole) = 3 +866), 
wobei lim 6(e) = 0 gilt. 
+0 
SchlieBlich erhalt man aus (2) mit Benutzung der Schwarzschen Un- 
gleichung 
(3 7 l r mn 
Ps \ t| P, (cos) | + | Py 4 (cos) |} sind de 
Papel. 2 sino ao)" ‘lo af [P32 (cos#) + P?2. , (cos #)] sind dé * 
= 1+ cose | U n+1 (Cos v)] si 


- n+i : ya 2 \¥ 
a 1 + cos « { sino ao) |\2n-+ it in+3/ 


a—et 
Zusammenfassend hat man 


F " 


0 ’ sin / [9 -_ 1/2 
in op <A 7 40 j=e4 6 (e)) + ites | sino do} ; 


und wegen po, > 4J\” 
lim inf => y2( + d(e)), 


woraus fiir ¢ -» 0 die Behauptung hervorgeht. 


§ 3. 
Eine Aufgabe von L. Fejér. 


1, Eine von Fejér kiirzlich behandelte Extremumsaufgabe iiber die 
Lagrangesche Interpolation®) legt die Frage nach dem asymptotischen 


Verhalten von 
|d P_ (cos #) 
(7) Max (1 — 2*)'/?| P),(z)| = Max | - “5 = M, 
—iIsS2=1 = on 

*) Vgl. Pélya-Szegé, Aufgaben und Lehrsitze, Bd.I, Abschn. II, Aufg. 106, 
8. 60, S. 217. 

*) Bestimmung derjenigen Abszissen eines Intervalles, fiir welche die Quadrat- 
summe der Grundfunktionen der Lagrangeschen Interpolation im Intervalle ein 
méglichst kleines Maximum besitzt, Annali della R. Scuola Normale Sup. di Pisa 
(2) 1 (1932), S. 1—16; vgl. insbesondere S. 5, (9). 
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nahe, wenn n - oo strebt. Man kann diese Aufgabe auf Grund. von (I) 
und durch Heranziehung der bekannten Grenzwertgleichung 
(8) lim P, (cos =) = J, (2) 
mit Erfolg behandeln; hier bedeutet J,(z) die Besselsche Funktion 0 -ter 
Ordnung und der Grenzwert existiert gleichmaBig in jedem Kreise |z| < R 
der komplexen z-Ebene. 

2. Aus (8) folgt durch Differentiation 


. ris , , 
(8’) lim — sin — Pa (cos 4) = —J,(z) = J, (2),, 


und zwar ebenfalls gleichmaBig in |z| < R. 
Es sei eine feste positive Zahl. Wegen (I) wird fiir z = cos @, 
wn << 0 < 2/2 








— Vn Vn 
_ »2)1/2 = = 
(1 — 2*)"? | P,(z) | <4, z2yils A Vein 0 


J sin 4 2 Ve 


Max (1 — z*)/*| P,(z}| = Max | sin : P’, (cos : | 


‘SF Soln 1. S>z=S>a : 


=~n Max |J,(z)|. 


01S:S0 


Andererseits ist nach (8’) 


Durch Vergleich dieser beiden Resultate folgt **) 


M 
lim —_ = Max |J, (z)| = 0-5818...- 


n—> 2» 


§ 4. 
Uber einen Satz von H. Weyl. 
Wir zeigen zum Schlu8, wie man mittels der Stieltjesschen Un- 
gleichung (V), also mit bescheideneren Hilfsmitteln als (I), das asympto- 
tische Verhalten des Integrals 


(®) in(a) = + | (Pa (cose) + P 


(cos. #)} 222 dé 
aiaiie ' sin ® Vein (6 — a) sin (0 + a) 





10) Verwandte Abschitzungen fiir die Jacobischen Polynome finden sich bei 
8. Bernstein, a. a. O. 1). 








a 2? & 


=> wh 


we 


(9 


wo 
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bestimmen kann. Es gilt gleichmaBig in a, 0 << «a < x/2 


— 


~ 


(10) lim (i, (a) — { == dz) = 0"). 





at-—> = 
na@ 


Die GréBe 1 — x~—'i, (x) stimmt, wie a. a. O. ausgefiihrt wird, mit dem 
n-ten Abschnitt der Laplaceschen Reihe der speziellen Funktion iiberein, 
welche auf der nérdlichen Halbkugel = 1, auf der siidlichen Halbkugel 
= 0 und auf dem Aquator = } ist; « bezeichnet hier die ,,nérdliche 
Breite’’. Fiir » = 0 erhailt man somit i, (a) = 2/2, d. h. die Integral- 
formel [vgl. a. a. O., 8. 313, (2)] 








(11) (ae5 d# “a 
sin # Vsin ( — a) sin (@ + «) : 


die man freilich auch direkt bestitigen kann. Ein Gegenstiick dazu ist 
die folgende Formel 


oo 


‘ ” dé . =[- , =| a 
(12) \5 Vera = |— aresin 5 Ne 


a 


welche in unserem Beweise ebenfalls benutzt wird. 


Fa8t man in (9) die Beitrige der Stellen # und 2—# zusammen, 
so ergibt sich 








m/2 
; , 1 i dé 
9 i, (a) = jy (a) = | P,» (cos) = * . 
( ) (x) J (a) : n’ ( °) ind Van (Oa) ein (Tra) 
wobei n’ = n oder n+ 1, je nachdem ob m gerade oder ungerade ist. 


Wir beweisen die zu (10) analoge Gleichung, in der i,(«) durch }, (a) 
ersetzt wird. Es ist dabei belanglos, ob in der unteren Grenze des Inte- 
grals (10) na oder (n+ 1) steht, denn 


11) Siehe H. Weyl, Die Gibbssche Erscheinung in der Theorie der Kugel- 
funktionen, Rendiconti del Circolo Mat. di Palermo 29 (1910), S. 308 —323. 
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Mit Riicksicht auf die Integralformel "*) 


(elon g e= ("ae (u > 0) 
1 u 





J 2¥22—1 


kann also unsere Behauptung folgendermaBen ausgesprochen werden: Man 
hat gleichmaBig in «a, 0 << a < 2/2, 


ni2 


. sin « dé 
(13) lim { | P_(cos#) sin ? Vsin (@ — x) sin (@ + x) 








rao 
« 


a dé 
—| Jo¢n nF ja a3 = 


Es sei w eine feste positive Zahl und « < w/n. Setzt man 


P,, (cos?) = J, (n#) + «, (9), 


3 Ve — a? [1 + d(a, #)] 


aime 
sin # Ysin (@ — x) sin (@ + a) 








und 
Max «¢,(#) = &, 


6>SFI Son 


Max d(a, #) = 4,, 


1<4SFIS w)n 


so konvergieren die nur von w und m abhingigen GréBen «, und 4, 
offensichtlich gegen Null. Wir zerlegen nun den Integrationsbereich 
in (13) wie folgt: a= ®@ S w/n und # >am/n. Wegen (11), (12) und 
|\J,(z)| = 1 (2 > 0) konvergiert der Beitrag von « < # < w/n, d. h. 


wjn con 
A, = | P, 0 sina . es | a do 
| as gin} fein(O a) ein (9 Fa) 40%) 5 ES 





win w/n 
= J. (n@) 6 (a, #) — &, (0) 


sin x de dé bale 
sin ? Vsin (9 — x) sin (# + «) 








dé 
® Yaa +f 





2) Sie ist richtig fir u — 0 [vgl. (12)]. Die durch Differentiation nach u 
entstehende Formel ist bekannt [vgl. N. J. Sonine, Math. Annalen 16 (1880), 
8. 38 ff.|. 





ge 
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gegen Null. Der dem Intervall w/n < 0 < 2/2 bzw. 8 > w/n ent- 
sprechende Beitrag 4), ist aber infolge (V) und der bekannten Abschatzung 








J,(z)| < Axw~**® (z > 0) absolut genommen kleiner als 
m2 oo 
A | sin « dé A ( % dé 
; — ses fe | 
Vo) 82? | sin (@ — x) sin (@ + a) \o | a ) 2 —2? 
’ onn on 
' x/2 x 
A | sin « dé A a lé An An 
; ——— —— —_——— + — _ = > a — 
' Vo. sin ¥ \sin (@ — x) sin (@ + a) Vo ’ 6 a2 — x? Vo 2 Vo - 
' a a 
a - 
Vo = 


d. h. beliebig klein fiir geniigend groBe w. 

Ist « > w/n, so fehlt A; und (13) kann genau so wie eben 4), ab- 
geschitzt werden. 

Damit ist (10) restlos bewiesen. 


(Eingegangen am 19. 8. 1932.) 
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Uber die Entwicklungskoeftizienten einer allgemeinen 
Klasse automorpher Formen. 


Von 


Hans Petersson in Hamburg. 


Untersuchungen ‘iber die Entwicklungskoeffizienten von Modulformen 
sind in neuerer Zeit mehrfach angestellt worden. Man hat mit Hilfe 
der Hardy-Littlewoodschen Methode aus der additiven Zahlentheorie 
gewisse arithmetische Funktionen untersucht, welche als Entwicklungs- 
koeffizienten von Modulformen oder auch als summatorische Funktionen 
von solchen Entwicklungskoeffizienten auftreten. Zu diesen arithmetischen 
Funktionen gehéren z. B. gewisse allgemeine Teilersummen oder auch 
gewisse mehrfach lineare Formen von diesen Teilersummen und die sum- 
matorischen Funktionen von solchen Ausdriicken; ferner die Anzahl der 
Darstellungen einer natiirlichen Zahl durch eine beliebige definite quadra- 
tische Form mit rationalen Koeffizienten und gewisse damit zusammen- 
hingende Aggregate ganzer Zahlen eines imaginar-quadratischen Zahlk6rpers, 
dazu die summatorischen Funktionen dieser GréBen, d.h. insbesondere die 
Anzahl der Gitterpunkte in Ellipsoiden aller méglichen Dimensionszahlen; 
andererseits aber auch die Anzahl der Partitionen der natiirlichen Zahl n. 
In allen Beispielen ist die erzeugende Funktion, d.h. die Potenzreihe mit 
solchen arithmetischen Funktionen als Koeffizienten, in einer geeigneten 
Variablen geschrieben, eine Modulform, welche im Innern der oberen Halb- 
ebene regular ist. 

Der Gang, den die Untersuchung dieser arithmetischen Funktionen 
jedesmal nimmt, ist im Groen der, daB man aus dem Verhalten der 
Modulformen in der Nahe ibrer Singularititen auf die Wachstumsverhiltnisse 
ihrer Entwicklungskoeffizienten schlie8t. Zur Anwendung der erwahnten 
Methode ist bekanntlich eine genaue Kenntnis der Singularitaten der zu 
untersuchenden analytischen Funktion erforderlich, und in dieser Hinsicht 
sind die Modulformen und ebenso die allgemeinen automorphen Formen 
vor den anderen analytischen Funktionen, auf die man die Methoden der 
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additiven Zahlentheorie angewendet hat, in hohem Mae ausgezeichnet. 
Denn die Modulformen sind, was z. B. ihr Verhalten in den rationalen 
Punkten angeht, infolge ihrer Transformationseigenschaften in einem 
gewissen Sinne auf eine diskrete Menge von ,,Stufen singularen Verhaltens“ 
angewiesen; der Unterschied zwischen den einzelnen Stufen ist ein sehr 
hoher, und in den neuesten Untersuchungen iiber diesen Gegenstand wird 
diesem Sachverhalt bereits durch eine erhebliche Vereinfachung der Beweis- 
fihrung Rechnung getragen. Diese Vereinfachung beruht im wesentlichen 
auf dem Umstand, daB die automorphen Formen von einer festen Dimension 
in ihrer Gesamtheit eine lineare Schar bilden, und ferner darauf, da8 in 
den Eisensteinschen Reihen ein System von Modulformen explizit gegeben 
ist, welches gewissermaBen als ein volles Repraisentantensystem fiir eine 
bestimmte Art singuléren Verhaltens in den parabolischen Spitzen auf- 
gefaBt werden kann'). Beide Tatsachen sind nur ganz spezielle Fille 
eines allgemeinen Darstellungssatzes aus der Theorie der automorphen 
Formen; denn erstens kann man fiir jede automorphe Form eine Art 
Partialbruchzerlegung angeben, d.h. eine endliche Linearkombination von 
speziellen automorphen Formen, deren einzelne eine bestimmte der még- 
lichen Arten singularen Verhaltens in genau einem Punkte des Fundamental- 
bereichs der Gruppe realisiert. Zweitens aber laBt sich jede dieser 
speziellen automorphen Formen durch eine Art von Poincaréschen Reihen 
darstellen, die iibrigens als unendliche Partialbruchreihen fiir eine Klasse 
von untereinander fquivalenten parabolischen Spitzen aufzufassen sind, 
und so gewinnt man dann explizite Darstellungen fiir die simtlichen 
automorphen Formen. 

In den oben erwiaihnten Untersuchungen iiber die Entwicklungs- 
koeffizienten der Modulformen wurde bisher nur ein ganz kleiner Teil 
dieser Erkenntnisse wirklich nutzbringend verwertet. Indessen lat sich, 
wie ich an anderer Stelle gezeigt habe*), eine systematische und ein- 


1) Zuerst bei E. Hecke, Theorie der Eisensteinschen Reihen héherer Stufe usw., 
Hamb. Abh. 5, 8.199, siehe insbesondere S. 220, § 4; spaiter wurden mit Hilfe 
dieses Prinzips und der Hardy -Littlewoodschen Methode noch schirfere Ab- 
schatzungen iiber die Entwicklungskoeffizienten der ganzen Modulformen und ihre 
summatorischen Funktionen bewiesen: H. D. Kloosterman, Asymptotische Formeln 
fir die Fourierkoeffizienten ganzer Modulformen, Hamb. Abh. 5, 8. 337; Th. Ester- 
mann, Vereinfachter Beweis eines Satzes von Kloosterman, Hamb. Abh. 7, 
§. 82; .A. Walfisz, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden IV, Math. 
Zeitschr. 35, S. 212; Hans Salié, Zur Abschaétzung der Fourierkoeffizienten ganzer 
Modulformen, Math. Zeitschr. 36, 8. 263; A. Walfisz, Uber die Koeffizientensummen 
einiger Modulformen, Math. Ann. 108, 8. 75. 

2) Uber die Entwicklungskoeffizienten der automorphen Formen, Acta mathe- 
matica 58, S. 169. 


24* 
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heitliche Theorie der Entwicklungskoeffizienten der automorphen Formen 
ausschlieBlich auf Grundlage der allgemeinen Theorie der automorphen 
Formen ohne wesentliche Schwierigkeiten begriinden. Sie liefert in ihren 
speziellen Teilen alle die schirfsten Resultate, die sich friiher mit Hilfe 
der Hardy-Littlewoodschen Methode ergeben haben, ohne daB diese Methode 
irgendwo bendétigt wiirde. Das einzige Verfahren, dessen diese Theorie 
sich bedient, ist das der Fourierentwicklung einer durch eine Art von 
Poincaréschen Reihen explizit dargestellten automorphen Form. Zur Ab- 
schiitzung der Koeffizienten ist nur die Kenntnis gewisser Sitze iiber 
Kloostermansche Summen und Besselsche Funktionen, nicht aber die 
Anwendung einer neuartigen Abschitzungsmethode erforderlich. 


Die vorliegenden Zeilen sind als ein kurzer Bericht iiber die unter *) 
zitierte Theorie gedacht. Sie verfolgen den Zweck, einen Eimblick in die 
Methoden und Ergebnisse an Hand besonders einfacher, parameterfreier 
Fille zu vermitteln, bei denen also — im Gegensatz zu *) —- eine Kenntnis 
des formalen Apparats der allgemeinen automorphen Formen reeller 
Dimension mit beliebigen Multiplikatoren nicht erforderlich ist. 


Der Grundgedanke der Theorie la6t sich in die folgende Aussage 
zusammenfassen : 

Die Tatsache, daB man die automorphen Formen einer beliebigen 
reellen Dimension — r < —2, die zu einer allgemeinen Grenzkreisgruppe 
mit parabolischen Substitutionen und endlich vielen Erzeugenden und zu 
einem beliebigen Multiplikatorsystem des Betrages 1 gehéren, durch eine 
Art Poincaréscher Reihen darstellen kann, fiihrt unmittelbar zu allgemeinen 
Aussagen iiber die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung dieser 
Formen nach der ortsuniformisierenden Variablen in einer der parabolischen 
Spitzen. 

Ich formuliere das allgemeine Resultat im dem speziellen proto- 
typischen Fall, wo es sich um eigentlich automorphe Formen ganzer 
Dimension —r fiir die Hauptkongruenzuntergruppe ['(N) der Modulgruppe 
J’ =I'(1) handelt. In diesen Fillen erweisen sich sogar die besonders 
wichtigen Formen (— 2)-ter Dimension einer analytischen Behandlung in 
der angedeuteten Richtung als zuginglich. Ferner werden im Hinblick 
auf die oben erwahnten zahlentheoretischen Beispiele auch im allgemeinen 
Fall nur Formen betrachtet, die im Innern § der oberen Halbebene der 
komplexen Variablen + regular sind. Dabei ist in diesem Bericht ein 
besonderes Gewicht auf die Untersuchung derjenigen Formen gelegt, die 
in den parabolischen Fixpunkten der J°(N) Pole besitzen; iiberdies werden 
die Ausfiihrungen iiber die summatorischen Funktionen der Entwicklungs- 
koeffizienten der ganzen Formen nicht beriicksichtigt. 
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Jede in § regulire Modulform N-ter Stufe wird nun durch eine 
Linearkombination von endlich vielen der Reihen 


(1) G_,(t;A, N; v) = a ont : 
, fo = (MT + Mg) 
MC S(A) 


dargestellt, wo Jmt > 0, » ganz rational, 


A=(*%)cra),r>2, M=(™™), Mr = Metts 


a, ag my, Mo m,T + mag 
und iiber ein volles System G(A) von Matrizen M aus AI'(N) mit ver- 
schiedenen zweiten Zeilen m,, m, zu summieren ist. Im Falle r = 2 sind 
konvergenzerzeugende Faktoren anzubringen, die jedoch das Resultat nicht 
wesentlich beeinflussen. 
Das Verhalten der Funktionen (1) in den parabolischen Spitzen der 
I’(N) la8t sich mit den iiblichen Methoden leicht feststellen. G_,(r; A, N; v) 


: : - . P As . o . = 
ist in § regular, desgleichen in den zu —— nicht-Aquivalenten Spitzen 
a, 4 
. Ee . . ‘. -" ye’ F 
und verschwindet iiberdies in diesen Spitzen. In den zu — — aquivalenten 
ay 


Spitzen der J’(N) dagegen besitzt G_,(r; A,N; v) einen Pol der Ordnung |7|, 
falls » < 0; ist dort regulér und von 0 verschieden, falls » = 0; und 
verschwindet dort fiir » > 0. 

Die Entwicklung der Funktionen (1): 


-- 2% n 
(2) G > (tT; A, N: v) = Pi ay, e 
n= h 
ist fiir » = 0 schon frither aufgestellt worden und lieferte hier einen Aus- 
druck des Koeffizienten a, in der Gestalt 
" ~ % S (n) 
a, = Cn’—!S,(n) = Cn’-? > nad 


r , 
. m, | 
m, =a, (N) | 1! 


m, +0 
wo S,,,(m) eine Summe von gewissen Einheitswurzeln bezeichnet und 
S,(n) mithin eine unendliche Reihe nach Art der singuliren Reihen der 
Hardy-Littlewoodschen additiven Zahlentheorie darstellt. Es sind also 
die fiir » +0 sich ergebenden Ausdriicke 


P—} 


We (n,» — 
(3) a= Ont SS Kay (ene i ) 


—_ | m, | \ N | m, | 
m,=a,(N) 
m, +0 
als sinngemiBe Verallgemeinerungen der singuliren Reihen anzusehen, 
welche durch die Forme] (3) auch fiir solche Fille definiert sind, in denen 


die ,,erzeugende Funktion“ G_,(t; A,N; v) bei Annaherung senkrecht von 
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oben an die rationalen Randpunkte exponentiell verschwindet (v» > 0) 
oder exponentiell unendlich wird (vy < 0). In den obigen Gleichungen 
bezeichnet C eine Konstante, die noch von N,r und » abhingen kann, 
Wm, (m, v) eine sogenannte Kloostermansche Summe und J,_, die Bessel- 
sche Funktion des Index r—1; es wird ferner » > y vorausgesetzt. 
Vy ist negativ imaginar, falls » < 0. 

Aus diesen Reihenentwicklungen (3) lassen sich unter Benutzung von 
Abschatzungen fiir die Kloostermanschen Summen und fiir die Besselschen 
Funktionen unmittelbar sehr weitgehende Avssagen iiber die a, gewinnen, 
Abschitzungen fiir die Besselschen Funktionen sind genau bekannt. Die 
Kloostermanschen Summen W,,, (nm; v) gestatten zunichst die triviale 
Abschatzung 

|W, (m; »)| <= |m,|N, 
die man gerade in den hier betrachteten speziellen Fallen der zur Haupt- 
kongruenzuntergruppe J'(N) gehorigen eigentlich-automorphen Formen 
ganzer Dimension verschirft hat'). Es ist fiir die allgemeine Unter- 
suchung zweckmiabBig, das Bestehen einer in m, und n gleichmaBig giiltigen 
Abschatzung 

W,,,, (nm; ») = O(|m,|-”) 
mit einem x > 0 vorauszusetzen. Die erwahnten Verschirfungen sind 
solche mit x = }—e (e > 0) (Kloosterman, Estermann, Walfisz) und 
x = +—e (e > 0) (Salié). 

Zerteilt man die Summe (3) iiber m, an den Stellen |m,| = [Vn], 
so gilt fiir den Rest der Reihe, dessen Glieder mit | m,| > Vn gebildet 


) 
1 
4 


r 1 


sind, unter Hinzuziehung der vorderen Faktoren Cn *? eine Abschitzung 


O\n?~ ). dieselbe Abschitzung gilt fiir die Summe der Glieder auf der 
rechten Seite von (3) mit |m,| <= Yn, wenn » > 0, also fiir a, selbst, 
wenn vy > 0. Wenn dagegen v < 0, so sieht man, da das einzelne Glied 
. so in 
auf der rechten Seite von (3) sich wie C, n? ‘+e \mil verhilt, sobald 
|m,| < Yn zutrifft, wo C, nur mit Wn, (, v) verschwinden kann. Dies 
letztere kann nicht fiir alle m und m, zugleich geschehen, es kann auch 
nicht, wenn etwa 2a, = 0(N) ist, W,,, (n, v) + W_ m, (n, ») fiir alle n und m, 
zugleich verschwinden, weil die zugehérige Modulform G_,(rt; A,N; v) in 
der parabolischen Spitze 3 einen Pol besitzt; man findet daher eine 
Abschatzung 


r % 1 
(4) Gy = Cyn? +e1*(140n 2) 
mit festen C,+0, c, > 0, die fiir alle m einer gewissen arithmetischen 
Progression nach einem festen Modul besteht. Entsprechende Darstellungen 





ur 
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und die gleiche Abschitzung ergeben sich fiir die Entwicklungs- 
koeffizienten einer Linearkombination der Reihen (1) mit »y < 0. Man 
hat zu diesem Zwecke nur die Bildung dieser Linearkombination an den 
Darstellungen (3) vorzunehmen. Die Entwicklungskoeffizienten c,, einer 
beliebigen in § reguliren Modulform erscheinen also in einer Gestalt 
rok 
Cc, = L, + n’—* SF (nm) + O\n? 2), 

wo L,, eine Linearkombination von endlich vielen der obigen Ausdriicke (3) 
mit » <0, Vv» = —i|V»| bezeichnet, in deren jedem aber die Summe 
nach m, durch die Bedingung ]m,| < Yn eingeschrankt ist; ebenso ist 
S*(n) eine Linearkombination der endlich vielen S,(n). Eine Ab- 
schitzung (4) laBt sich, wie oben bemerkt, leicht herleiten, und mit etwas 
mehr Aufwand kann man noch weit genauere Aussagen beweisen. Natiir- 
lich muB die Modulform, damit LZ, nicht identisch verschwindet, in 
mindestens einer parabolischen Spitze von J'(N) einen Pol besitzen. 

Im Falle r = 2 gilt all dies auch; durch Integration der Modul- 
formen (—2)-ter Dimension nach dr erhilt man aus dem vorangehenden 
einen Satz iiber die Entwicklungskoeffizienten «, des allgemeinsten Abel- 
schen Integrals (dritter Gattung) der J'(N), welches in § regular ist. Die 
Darstellung sieht dann so aus: 


a, = Li, + SF(m) + O (n-*'). 
Hier haben die in ZL), analog wie oben in L, auftretenden Ausdriicke die 


Gestalt: 


—= nN g 
lv, m y m, |, 
V1 nA ml [m; 





ee BOS i a Wy, (m ¥) 
a2) y (_ 


6<|m|= Vr 


und S}(n) ist eine Linearkombination der durch » dividierten Entwicklungs- 
koeffizienten der g-Teilwerte N-ter Stufe; dies sind Summen von 
(—1)-ten Potenzen der Teiler von n, noch modifiziert durch Einheits- 
wurzeln als Gewichte und Kongruenzbedingungen. Da nun das Fehler- 
glied O(n-*'*) gegen 0 strebt, so gilt folgender Satz: Wenn unter den «, 
eine Teilfolge rationaler Zahlen mit festem Nenner H existiert, so ist ein «,, 
dieser Teilfolge von einer bestimmten Stelle ab gleich der zu L, + S}(n) 
nichstgelegenen rationalen Zahl mit dem Nenner H. Dieser Sachverhalt 
findet auch auf alle in § reguliren Funktionen N-ter Stufe, insbesondere 
aber auf die absolute Invariante j(t) Anwendung, bei der alle Koeffi- 
zienten den festen Nenner 12° besitzen. Hier ist 


me oa 7 Wn . Vn 
(5) e, = ie5 * b Yt (—4ai 2) 


m, +0 
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mit 
Wea = 5 6 ™ , hl =1(m), 
imod m, 


(,m)=1 


und «, zuletzt gleich der dem Ausdruck 


° u / j 
at = my ap 5) 
ae ri (—42i 


0<|m,| = Vn 
zunichstgelegenen rationalen Zahl des Nenners 12°. — Natiirlich besteht 
eine Abschitzung (4) mit r = 0 fiir die Koeffizienten «, der in § reguliren 


Abelschen Integrale der [(N). 


Die hier angedeuteten Methoden lassen sich fiir beliebiges reelles r 
und allgemeine Maultiplikatoren des Betrages 1 miihelos auf die auto- 
morphen Formen ganz beliebiger Untergruppen der Modulgruppe von 
endlichem Index iibertragen, wenn +r > 2 ist; indessen ist dann das 
Fehlerglied nicht ganz so genau bekannt wie fiir die eigentlich automorphen 
Formen der Untergruppen /'(N), weil man nur in diesen ganz speziellen 
Fallen (CT, = '(N), r =0(1), v =1) bisher weiB, daB x > 0 ist. 
Ferner gelten die analogen Resultate in wesentlich derselben Allgemein- 
heit fiir beliebige Grenzkreisgruppen von endlicher Erzeugendenzahl. Hier 
andert sich indessen méglicherweise einiges infolge der verschiedenen Sub- 
stitutionskoeffizientendichte. Wenn man eine Untergruppe der Modul- 
gruppe von unendlichem Index untersucht, so bestehen natiirlich fiir die 
Koeffizienten der Analoga der Reihen (1) genau dieselben Darstellungen 
und mindestens so scharfe Abschitzungen, wie bei allgemeinen Unter- 
gruppen von endlichem Index; man weif nur nicht, daB diese Reihen 
die samtlichen Modulformen der betreffenden Untergruppe darstellen. 
Das entsprechende gilt fiir Grenzkreisgruppen mit unendlich vielen Er- 
zeugenden. 


Damit ist gezeigt, daB sich die Entwicklungskoeffizienten c,, einer 
ganz allgemeinen Klasse analytischer Funktionen mit groBer relativer 
Genauigkeit durch ein Aggregat von Yn Ausdriicken einfacher Bauart 
darstellen lassen. Die Kenntnis dieses Aggregats folgt ausschlieBlich aus 
dem Verhalten der automorphen Formen in einem kleinen Teil ihrer Sin- 
gularitéten, nimlich aus der Beschaffenheit der Hauptteile der Formen 
in den parabolischen Spitzen eines einzigen Fundamentalbereichs der 
Gruppe. In vielen Fallen sind dies iiberhaupt nur endlich viele Punkte; 
allerdings bedeutet das Bestehen der Transformationsgleichungen fiir die 
automorphen Formen eine sehr starke Voraussetzung, die natiirlich aus 
dem Verhalten der Formen in den Spitzen eines Fundamentalbereichs 
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auf das Verhalten in den simtlichen Spitzen zu schlieBen gestattet. 
Bemerkenswert ist ferner die Analogie dieser Siitze zu den Hardy- 
Ramanujanschen Resultaten iiber die Anzahl p(n) der Partitionen der 
natiirlichen Zahl n. Diese Analogie geht soweit, daB auch die vorliegende 
Theorie in den Fallen hoher Dimension ein gegen 0 strebendes Fehler- 
glied liefert. Die allgemeine Ubereinstimmung liegt natiirlich in der 
GréBenordnung der Koeffizienten c, und p(m) und in der Bauart des 
Hauptterms von Yn Gliedern, durch den die Koeffizienten bis auf das 
Fehlerglied dargestellt werden. 


Hamburg, 20. September 1932. 


(Eingegangen am 26. 9. 1932.) 











Monotone Funktionen, Stieltjessche Integrale 
und harmonische Analyse. 


Von 


8S. Bochner in Miinchen. 


Einleitung. 

Gegeben sei die Gesamtheit aller monoton wachsenden') Funktionen 
einer Verinderlichen. Es ist bekannt, da8 innerhalb dieser Funktionen- 
klasse der folgende Gleichheits- und Konvergenzbegriff sehr angemessen 
ist. Man nenne zwei Funktionen ,,im wesentlichen gleich“, falls sie in 
den Stetigkeitspunkten iibereinstimmen, und man nenne eine Folge von 
Funktionen /,(z) ,,im wesentlichen konvergent, falls eine Funktion /,(z) 
vorhanden ist, so da8 in jedem Stetigkeitspunkt von f{,(z) die Zahlen- 
folge /,(z) gegen die Zahl /,(z) konvergiert. Die Wichtigkeit dieser 
Begriffe von Gleichheit und Konvergenz besteht darin, da8 der folgende 
Kompaktheitssatz gilt: Jede unendliche Menge von gleichartig beschrankten 
Funktionen enthalt eine im wesentlichen konvergente Teilfolge*), und die 
Grenzfunktion einer im wesentlichen konvergenten Folge bleibt ungeindert, 
falls man jede Funktion der Folge durch eine im wesentlichen gleiche 
ersetzt. 

Man kann den Kompaktheitssatz vorteilhafter formulieren, wenn man von 
den Punktfunktionen /(z) zu den Intervallfunktionen /(z; y) = /(y) — f(z) 
iibergeht. Ein Intervall heiBe ein Stetigkeitsintervall der Funktion 
/(z:y), falls bei klemen Anderungen der Intervallgrenzen der Funktions- 
wert sich wenig andert, und man definiere entsprechend die Begriffe: ,,im 
wesentlichen gleich‘ und ,,im wesentlichen konvergent“. Dann lautet der 
Kompaktheitssatz, daB jede unendliche Menge von gleichartig beschrinkten 


1) oder monoton abnehmenden. 

2) Man pflegt diesen Satz nach Helly zu benennen; E. Helly, Sitzungsberichte 
der Wiener Akademie 121 (1912), S.265—297. Die Benennung ,,im wesentlichen 
gleich und ,,im wesentlichen konvergent“ ist nach A. Wintner, Spektraltheorie der 
unendlichen Matrizen, 1929. S. 77. 
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(nicht-negativen, additiven) Intervallfunktionen eine im wesentlichen kon- 
vergente Teilfolge enthalt, und daB die Grenzfunktion einer im wesent- 
lichen konvergenten Folge ungeindert bleibt, falls man jede Funktion der 


Folge durch eine im wesentlichen gleiche ersetzt. 


Der Vorteil dieser Formulierung besteht darin, daB man den Kom- 
paktheitssatz und sonstige Tatsachen iiber Intervallfunktionen und die mit 
ibnen zusammenhangenden Riemann-Stieltjesschen Integrale*) wértlich fiir 
Funktionen von mehreren Verinderlichen aufrechterhalten kann, obwohl 
der Unstetigkeitscharakter der Intervallfunktionen im Falle mehrerer Ver- 
anderlichen wesentlich komplizierter als im Falle einer Verianderlichen ist; 
und wie bereits aus den Ergebnissen der vorliegenden Arbeit hervorgehen 
diirfte, scheint unsere Formulierung auch sonst die richtige zu sein. 


Ein fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie niitzlicher Satz iiber Fourier- 
Stieltjessche Integrale lautet wie folgt. Wenn fiir eine Folge von monotonen 
Funktionen V,,(«) die dazugehérigen ,,charakteristischen Funktionen* 


f(x) = [eft dV, (a) 

gleichmaBig in jedem endlichen z-Intervall konvergieren, dann sind die 
Funktionen V,(«) im wesentlichen konvergent. Wir werden diesen Satz 
nicht nur fiir mehrere Veranderliche aufrechterhalten, sondern auch von 
der Voraussetzung der gleichmaSigen Konvergenz befreien: es geniigt, daB 
die Funktionen /,(z) fiir fast alle 2 konvergieren, iiber die Art der Kon- 
vergenz braucht man nichts zu wissen. Weiterhin werden wir eine not- 
wendige und hinreichende Bedingung dafiir angeben, damit man eine 
Funktion f(z) in der Form 


f(x) = [ed V(a) 


schreiben kann‘). 


Auf Grund dessen kénnen wir dann einen Satz von Norbert Wiener 
iiber Spektralanalyse méglichst allgemeiner Funktionen) in besonders 
durchsichtiger Weise formulieren und beweisen. Es sei g(x) eine quadra- 


8) Die Theorie der Stieltjesschen Integrale in mehreren Veranderlichen ist 
zuerst von J. Radon, Wiener Berichte 122 (1913), systematisch in Angriff genommen 
worden. Vgl. auch A. Kolmogoroff, Untersuchungen iiber den Integralbegriff, 
Math. Annalen 108 (1930), 654— 696. 

‘) Fir Funktionen einer Veranderlichen bereits angegeben in des Verfassers: 
Vorlesungen iiber Fouriersche Integrale, Leipzig, Akademische Verlagsgesellschaft, 
1932, insbesondere Kapitel IV. — Wir werden das Buch im folgenden mit 
»,Fouriersche Integrale“ zitieren. 
°) N. Wiener, Acta Mathematica 55 (1930), S. 117—258. 
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tisch integrierbare Funktion (einer Verianderlichen). Falls die Funktion 
auch im Unendlichen quadratisch integrierbar ist, so kann man sie nach 
Plancherel durch ein Fouriersches Integral 

qg(z) ~ [ete P(a)da 


darstellen. Falls sie im Unendlichen nicht quadratisch integrierbar ist, 
aber dafiir im ganzen Verlauf periodisch oder allgemeiner fastperiodisch 
ist, so besitzt sie eine Fouriersche Reihe 

g(z) ~ Se**T'(a,). 
Die ,,Spektralintensitaét von g(x) ist diejenige Intervallfunktion, welche 
das eine Mal zur (monotonen) Funktion 


@ 


Via) = {\P'(a) Pda 


0 


und das andere Mal zur Funktion 
V(a) = S|(w)?* 


gehért. Sie ist beidemal eine beschrinkte monotone Funktion; und fiibrt 
man noch die Funktion 


ao 


(0,1) f(z) = f etd V (a) 


ein, so hat diese das eine Mal den Wert 


f(a) = {g(zx+e)g@dé 


—o 


und das andere Mal den Wert 


T 
(0,2) f(z) = lim x5 |o(= +2) gf) dé. 
—T 


Nun hat N. Wiener folgendes bewiesen (und auch auf mehrere Verander- 
liche verallgemeinert). Falls g(x) irgendeine im Endlichen quadratisch 
integrierbare Funktion ist, von welcher in bezug auf das Verhalten im 
Unendlichen nur bekannt ist, da8 fiir alle z der (endliche) Grenzwert (0, 2) 
existiert, so kann man ihr bereits in sinnvoller Weise eine beschrankte 
monotone Funktion V(«) als ihre Spektralfunktion zuordnen. Wir werden 
nun diese Zuordnung dahin prizisieren, da zwischen der Faltungs- 
funktion f(z) und der Spektralfunktion V(«) fiir fast alle 2 die Relation (0,1) 
besteht (und entsprechend fiir mehrere Veriinderliche). Nach einer (un- 
veréffentlichten) sehr originellen Idee von Herrn M. Riesz werden wir 
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den Konvergenznenner 2 7 im Integral (0,2) durch eine beliebige positive 
monoton wachsende Funktion (7) ersetzen, fiir welche 


, e(7+1) _ 
lim — 1. 


T= « 
D.h., wir werden die Existenz der Spektralfunktion V(«) unter der all- 
gemeineren®) Voraussetzung nachweisen, da8 fiir alle z der Grenzwert 
Sy. ae 
f(x) = lim any ) 9(2 + é)g(@) dé 


T= 


T 

vorhanden ist. Wir werden sogar das Vorhandensein dieses Grenzwertes 
nur fiir eine diskrete Folge von Werten 7, 7,, T;,... bendtigen. Diese 
viel allgemeinere Formulierung des Wienerschen Satzes hat den Vorzug, 
daB sie fiir o(7) = 1 auch den Plancherelschen Fall mit umfaSt, und 
deswegen in ihrer Art als eine tatsachliche Verallgemeinerung der Fourier- 
schen Integralformel angesehen werden kann. 


I. Monotone Funktionen. 


§ 1. 
Definition der monotonen Funktionen. 
1.1. Wir legen einen mehrdimensionalen Euklidischen Raum zugrunde. 
Die Dimensionszahl werden wir mit k bezeichnen, und mit x einen Index, 
welcher @lie Werte 1 bis k durchlauft. Einen Punkt dieses Raumes werden 
wir mit a, f,...,%,,..., %, y,.-. usw. bezeichnen und seine einzelnen 
Komponenten durch obere Akzente aussondern. Also bezeichnet 


g(a), plaia”’,....a%) und (a) 
ein und dieselbe Funktion. 


Das Koordinatensystem des Raumes ist fest. Unter einem Intervall 
verstehen wir die Punktmenge 


(1, 11) a? <— ge) < Bw x= 1,2,..., 8. 
Falls die Zahlen «* und £* Intervallgrenzen sind, so kommen fiir sie 
auch die Werte — o und + o in Frage’). Mithin gehéren zu den 


Intervallen auch der Gesamtraum, den wir mit R bezeichnen werden, 
auBerdem alle ,,Oktanten“, ,,Halbriume“, ,,Parallelschicbten“ usw. Ein 





6) Ein auf M. Jacob zuriickgehender Ansatz zu dieser Verallgemeinerung findet 
sich bereits bei N. Wiener, 1. c. 

7) Wenn eine linke Intervallgrenze — co betragt, so ist in (1,11) das Zeichen < 
durch < zu ersetzen. 
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Intervall werden wir in der Regel mit dem Buchstaben 3, und das Inter- 
vall (1,11) zuweilen priziser mit dem Symbol 3(a; 8) bezeichnen. 

AuBer den Intervallen werden wir, wenn das Gegenteil nicht aus- 
driicklich hervorgehoben wird, mur noch solche Punktmengen § be- 
trachten, welche sich als Summe von endlich vielen (disjunkten) Inter- 
vallen auffassen lassen. Unter einer Punktmenge schlechthin werden wir 
nur eine derart beschaffene Punktmenge verstehen. Es ist unschwer ein- 
zusehen, daB Summe und Differenz, Vereinigungsmenge und Durchschnitt 
zweier Punktmengen (unserer Art) wiederum eine Punktmenge (unserer 
Art) sind. 

1.2. Es mége einem jeden beschrinkten Intervall 3 eine wohlbestimmte 
endliche Zahl g(3) zugeordnet sein, welche die folgenden zwei Eigen- 
schaften besitzt: 

I. Additivitat, d.h. aus 

J=3,+3,+...4+% 
folgt 
e(3) = 9(3,) + P(S,) + --- + Pn). 

Il. (Beschrinkte) Monotonie, d.h. es gibt eine Konstante M der- 

art, dab 


(1, 21) 0< 9(3) <M. 


Jede derartige Funktion (3), und nur eine solche*), werden wir 
kurzerhand als Intervallfunktion bezeichnen. 

Aus der Additivitaét ergibt sich folgendes. Falls man eine beschriankte 
Punktmenge $ auf verschiedene Arten als Summe von Intervallem 3, dar- 
stellt, so ist die Zahl 

= 9 (3s) 


von dem speziellen Zerlegungssystem unabhingig. Auf Grund dessen kann 
man den Definitionsbereich der Funktion g (3) derart auf beschrinkte 
Punktmengen $ erweitern, daB die beiden Eigenschaften gewahrt bleiben, 


d.h. daB 


(1, 22) (ZB) = Fo (B) 

und (fiir dasselbe M) ad $7 

(1, 23) 0<9(%) <M. 

Die Benennung ,,Monotonie“ fiir die Eigenschaft II rechtfertigt sich folgender- 


maBen. Es sei $, c P,. Auf Grund von I ist 
q (,) Te (P, _ $,) = ¢ (,). 


*) Auf Intervallfunktionen verschiedenen Vorzeichens werden wir in einer 


spiteren Mitteilung zuriickkommen. 
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Durch das Hinzutreten von II ist nunmehr 

(1, 24) 9 (B,) Ss 7(P,) fiir ¥, cP,, 

und dies ist eine echte Monotonierelation. — Wenn man die leere Menge 
hinzunimmt, und fiir sie g($) durch 0 definiert, so bleiben alle bisherigen 
GesetzmaBigkeiten erhalten. 

1.3. Nunmehr kann man den Definitionsbereich von g(3) auch auf 
unbeschrankte Punktmengen ausdehnen. Es sei $$ eine beliebige Punkt- 
menge. Wir nehmen eine monotone Folge von Wiirfeln W,,, welche gegen R 
konvergieren, und wir betrachten die Durchschnitte 


$. = BB... 


We 
- o(B,) < o(Br4.) <M 


existiert der 
(1, 31) lim » ($,), 


und zwar besitzt er die wichtige Eigenschaft, daB er fiir beschrinktes $ 
mit dem bisherigen Wert g() iibereinstimmt, und da8 er, wie leicht 
einzusehen, von der speziellen Wahl der Wiirfelfolge unabhangig ist. Wenn 
man auf Grund dessen die Zahl »(¥) durch den Grenzwert (1,31) erklart, 
so bleiben, wie man sich leicht iiberzeugt, fiir die erweiterte Funktion p() 
die Gesetze (1,22), (1,23) und (1,24) in Kraft. Insbesondere ist 
(1, 32) IS o(P) S (®), 
so daB die Schranke M = q() die kleinste ist, fiir welche die Relation (1, 21) 
Bestand hat. Wir nennen sie die Gesamtvariation der Funktion ¢ (3). 

1.4. Fiir jeden Wiirfel YW gilt 

y (WW) + y(R — W) = -(R). 
Auf Grund der Definition von (R) in Verbindung mit (1,24) ergibt sich 
folgendes. Zu jedem ¢ > 0 gibt es einen Wiirfel 2B, so daf 
0= (SP) se, falls PCR—W. 

1.5. Es sei @(a) eine Punktfunktion (welche in jedem Punkt einen 

eindeutigen endlichen Wert hat). Fiir jedes beschrdnkte Intervall (1, 11) 


bilden wir die aus 2* Summanden bestehende Summe 
1 


(1, 51) 2 (— 1p Fe p(B + ex (a — B)). 


Z. B. fir k = 2 lautet sie 
y (B', B’) — pa’, B’) — p(B, @") + pla’, a’); 
und fiir allgemeine k lautet sie 


gh) 
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sofern die unter dem Integranden auftretende partielle Ableitung vor- 


handen und etwa stetig ist. — Den Ausdruck (1,51) bezeichnen wir mit 
(1, 52) p (a; B) 

oder auch mit 

(1, 53) ¢ (3), 


und es ist leicht zu erkennen, dai diese Funktion q(3) die obige Higen- 
schaft I besitzt. Falls sie auBerdem die Eigenschaft II besitzt (was im 
jetzigen Zusammenhang als eine Voraussetzung tiber die Ausgangsfunktion ¢(z) 
aufzufassen ist), so nennen wir g(a) eine monotone (Punkt-) Funktion und 
(1,52) bzw. (1,53) die dazugehérige Intervallfunktion. 

1.6. Fir jede Intervallfunktion*) (3) existiert eine monotone 
Funktion, zu welcher sie gehért. Ordnet man namlich jedem Punkt « 
den ,,Oktanten“ 


zu, und bezeichnet man letzteren mit 
(1, 61) W(x) = Ala’, a”, ..., a), 
so ist, wie leicht verifiziert werden kann, die Funktion 


(1, 62) p (U («)) 
eine solche Funktion. 

AuBer dieser Funktion gibt es noch andere Punktfunktionen, zu 
denen (3) gehért. Wir wollen aber zeigen, daB die Funktion (1, 62) 
durch eine gewisse Eindeutigkeitseigenschaft ausgezeichnet ist. Auf Grund 
von 1.4 besitzt sie niimlich die folgende Eigenschaft: Falls man fiir ein 
festes x die Komponente a” gegen — o abnehmen la8t, so ist die 
Funktion, gleichmaBig tiir beliebige Werte der anderen Komponenten, 
gegen Null konvergent. Eine Funktion m(a) von dieser Beschaffenheit 
nennen wir normiert. Es sei nun umgekehrt g(a) eine normierte Funktion. 
Falls man in der Summe (1,51) den Punkt f# festhailt und alle Kom- 
ponenten 4” gegen — oo abnehmen lat, so gehen alle Summanden, ab- 
gesehen von —(f’, B’,..., 8) gegen Null. D.h. es ist 

(6) = lim (a; ). 


a), %~ 


Da aber 


lim (a; B) = p(M(A)), 


a@ —> 


so stimmt g(f) mit der durch (1, 62) definierten Funktion ¢ (%(/)) iiberein. 
*) Wir erinnern, daB wir unter Intervallfunktionen schlechthin nur die in 1.2 
beschriebenen verstehen. 














Monotone Funktionen. 


Wir werden in der Regel die monotonen Funktionen als normiert 
voraussetzen. 


§ 2, 


Stetigkeitsintervalle. 
2.1. Zu jedem beschrankten Intervall (1,11) betrachten wir fiir jedes 
(geniigend kleine) « > 0 das eingeschlossene Intervall 
€,: e+e) < bM—-e em 3...68 
das umschlieBende Intervall 
U,: a —e=< zg < +e x=1,...,& 


und die Grenzschicht 


6, = u, — €,. 
Fiir jede Intervallfunktion gilt 
(2, 11) 9 (©) S v(3) S vy (U). 
Wir nennen die Funktion (3) stetig in 3 — und wir nennen 3 ein 
Stetigkeitsintervall von (3) —, falls die Grenzrelationen 
(2, 12) lim ¢ (€.) = ~(3) = lim oo (U,) 
> e—0 


bestehen, welche mit der einen Relation 
lim g(G,) = 0 


eo 
iquivalent sind. 

2.2. Wir nennen ein System von Intervallen iiberall dicht, falls es 
zu jedem beschrinkten Intervall 3 des Raumes Intervalle des Systems 
gibt, deren Eckpunkte beliebig wenig von den Eckpunkten von 3 ab- 
weichen, und wir nennen es feinmaschig, falls man dariiber hinaus jedes 
Intervall des Systems in andere Intervalle des Systems von beliebig kleinem 
Durchmesser unterteilen kann. 


Satz 1. Unter den gemeinsamen Stetigkeitsintervallen von endlich 
oder abztihlbar unendlich vielen Intervallfunktionen gibt es ein feinmaschiges 
System. 

Beweis. Es sei (3) eine Intervallfunktion und x ein fester Index. 
Wir bezeichnen fiir eine beliebige Zahl y” mit §(y) den Halbraum 

rt) < y®, 
und wir bilden die einvariablige Funktion 
(2, 21) 0 ($0). 
Wegen (1,24) ist sie monoton wachsend, und daher besitzt sie héchstens 
abzihlbar viele Unstetigkeitspunkte, die wir mit 


9)» 99 ) (x) 
(2, 22) Vy", Yas 
Mathematische Annalen. 108. 








386 S. Bochner. 


bezeichnen. Wenn also y™) von den abzihlbar vielen Zahlen (2,22) ver- 
schieden ist, so gibt es zu jedem 6 ein « > 0 von der Art, daB der 
Wert von o() tiber die Parallelschicht 


y — < gz) < y” + rs 


kleiner als 6 ist. Wir bilden die Zahlen (2,22) fiir jedes x und nennen 
die (k — 1)-dimensionalen Hyperebenen 


@ — (*) 
Zz => 7. 


die Ausnahmeebenen von (3) bzw. ¢(a). 


Falls nun fiir ein beschranktes Intervall keine der 2* Ecken in eine 
Ausnahmeebene fallt, oder was dasselbe ist, falls kein Randpunkt des 
Intervalls in eine Ausnahmeebene fallt, so kann man zu jedem 7 > 0 
eine Grenzschicht ©, des Intervalls angeben, fiir welche y(G,) < n. Also ist 
jedes solche Intervall ein Stetigkeitsintervall. Und die Behauptung unseres 
Satzes ergibt sich sofort daraus, daB die Ausnahmeebenen von abzahlbar 
vielen Intervallfunktionen gleichfalls abzihlbar sind, w. z. b. w. 


An Hand der Darstellung (1, 62) findet man, daB jede (normierte) mono- 
tone Funktion g(a) fiir alle Punkte, die nicht in einer Ausnahmeebene 
liegen, stetig ist. Es besteht also der 

Satz 2. Jede monotone Funktion y(a) ist abgesehen von Punkten auf 
abzihlbar vielen achsenparallelen Ebenen stetig. 


2.3. Wir nennen zwei Intervallfunktionen (bzw. die dazugehérigen 
monotonen Funktionen) ,,im wesentlichen gleich‘, oder ,,nur unwesentlich 
verschieden“, falls jedes Stetigkeitsintervall der einen auch ein Stetigkeits- 
intervall der anderen Funktion ist und die Funktionswerte in den Stetigkeits- 
intervallen iibereinstimmen. 

Sehr leicht zu beweisen ist 


Satz 3. Falls zwei Intervallfunktionen in einem iiberall dicht liegenden 
Intervallsystem iibereinstimmen, so sind sie im wesentlichen gleich. 

Aus Satz 1 und 3 schlieBt man, da8 unser Gleichheitsbegriff, wie man 
es von jedem Gleichheitsbegriff verlangen mu, die Eigenschaft der Tran- 
sitivitét besitzt: Falls g, und g, und gy, und g, im wesentlichen gleich 
sind, so sind es auch g, und q,. 

2.4. Zur Vertiefung unseres Gleichheitsbegriffs wollen wir ein Resultat 
von H. Hahn verwerten und hierbei fiir den Rest dieses Paragraphen ganz 
beliebige Punktmengen St unseres Raumes heranziehen, und nicht nur 
solche Punktmengen $, welche Summen von endlich vielen Intervallen sind. 

Es sei y(3) eine nicht-negative beschriankte Funktion, welche fir 
alle beschrankten Intervalle 3 definiert ist und die folgende Eigenschaft 





ga@—a @en 
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besitzt: Wenn man ein Interval] 3 in (disjunkte) Intervalle 3,, ..., 3,. 
zerlegt, so ist 
(2, 41) y(23,) S 2 v(3,), 


v=1 v=1 
wobei die rechts stehenden Summen beschriinkt sein sollen. 
Es sei nun © eine beliebige offene Punktmenge. Wir betrachten 


disjunkte Intervalle 3,,...,3,, welche mitsamt ihren Randern in © ent- 
halten sind, bilden die 


und nehmen von diesen Summen die obere Grenze, welche wir mit g(D) 
bezeichnen. Falls nun M eine beliebige Punktmenge ist, so verstehen 
wir unter g(M) die untere Grenze von (OD) fiir alle M enthaltenden 
offenen Punktmengen ©. Diese Mengenfunktion g(M) ist nun in der 
Benennung von H. Hahn eine ,,Inhaltsfunktion“'®). Als solche besitzt sie 
unter anderem die folgende Eigenschaft: Fiir jede Folge von disjunkten 
Borelschen Mengen %, gilt 


o(ZB,) = E 9(B,). 


Zu den Borelschen Mengen gehéren insbesondere die Intervalle, denn z. B. 
das Interval] (1,11) ist der Durchschnitt der offenen Punktmengen 
(n = 1, 2, 3,...) 


' 1 
Pan = ie <p xe =l,...,k; 


also gilt unter anderem 


v=] 


i Me 


? (3,), 

d.h. die Funktion » (3) ist eine Intervallfunktion (in unserem Sinne). 
Es sei y(3) eine beliebige Intervallfunktion (in unserem Sinne). 

Nach eben geschildertem Verfahren wird ihr eine wohlbestimmte Inhalts- 

funktion g (IM) zugeordnet, die wir als ihre Uberfunktion bezeichnen wollen. 

Es ist von Wichtigkeit, daB die beiden Intervallfunktionen y(3) und ¢(3) 

im wesentlichen gleich sind. Fiir jedes beschrinkte Intervall 3 gilt nimlich 


10) H. Hahn, Reelle Funktionen, Springer 1921, 8.453 und 448. — Es ist 
zu beachten, daB Herr Hahn in der Definition der Ausgangsfunktion y(3) die 
Intervalle als abgeschlossen ansieht, und nicht wie wir, vgl. 1.1, als nur linksseitig 
abgeschlossen. Der Unterschied ist aber an dieser Stelle ein rein auBerlicher. — 
Wir bemerken, daB wir nach wie vor die Intervalle als nur linksseitig abgeschlossen 
voraussetzen werden. 


25* 
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wie leicht zu verifizieren, auf Grund der Additivitaét von (3) in der Be- 
zeichnung von 2. | 

Falls nun 3 ein Stetigkeitsintervall von (3) ist, so gilt (2,12), und 
aus (2,42) folgt dann 


w. z. b. w. 

Wenn zwei Intervallfunktionen y,(3) und y,(3) im wesentlichen 
gleich sind, so sind ihre Uberfunktionen , (M) und ¢, (Mt) identisch gleich. 
Zum Beweis geniigt es zu zeigen, da8 fiir jede offene Menge D 
(2, 43) P,(D) = ¢,(®). 

Nach Definition ist g,() die obere Grenze von 

~ ¥; (3,) 

fiir disjunkte Intervalle 3,, welche mit ihren Rindern in © enthalten 
sind. Nun bleibt diese obere Grenze ungeiindert, falls man von den 
Intervallen 3, noch verlangt, daB sie Stetigkeitsintervalle von y, (3) sind; 
denn auf Grund der Betrachtungen in 2.2 kann man jedem Intervall 3, 
in der Weise ein es umfassendes, aber beliebig wenig von ihm abweichendes 
Stetigkeitsintervall 3, von y,(3) zuordnen, da8 die Vereinigungsmenge der 3, 
in disjunkte Stetigkeitsintervalle von y,(%3) zerlegbar ist. Ahnliches gilt 
von g,(). Und (2,43) ergibt sich nunmehr aus der Voraussetzung, 
daB yw, (3) und y,(3) in den Stetigkeitsintervallen gleich sind. Wenn 
umgekehrt g, (Mt) und gp, (M) identisch sind, so sind y,(3) und y, (3) im 
wesentlichen gleich, weil sie beide im wesentlichen gleich sind mit ¢, (M). 
Wir haben also den 

Satz 4. Damit zwei Intervalljunktionen im wesentlichen gleich sind, 
ist notwendig und hinreichend, daB ihre Uberfunktionen identisch sind. 

2.5. Wir nehmen in unserem k-dimensionalen z-Raume ® eine 
orthogonale Transformation vor und bezeichnen die neuen Koordinaten 
mit z, den Gesamtraum als Trager der Punkte z mit R, die in bezug auf 
die -Koordinaten achsenparallelen Intervalle mit 3 und die dazugehérigen 
Punktmengen mit §. 

Wenn eine Intervallfunktion y(3) in R und eine Intervallfunktion 71) 
in R gegeben sind, so gibt es von vornherein keinen MaSstab, um die 
Funktionen miteinarder zu vergleichen. Durch Einschaltung der Uber- 
funktionen kénnen wir aber auf Grund von Satz 4 unsere Gleichheits- 
definition folgendermaBen verallgemeinern: Wir nennen die Funktionen »(3) 
und x(3) im wesentlichen gleich, falls ihre Uberfunktionen identisch sind. 
Auch diese ,,Gleichheit besitzt noch die Eigenschaft der Transitivitat. 














Monotone Funktionen. 


§ 3. 
Folgen von monotonen Funktionen, 
3.1. Gegeben sei eine Folge von Intervallfunktionen 
(3, 11) #1 (3), Pg(3), ¥3(3), «++» 


welche folgendermaBen beschaffen ist: Es gibt eine weitere Funktion (3), 
so daB in jedem Stetigkeitsintervall von g(3) die Folge (3,11) gegen (3) 
konvergiert. Jede andere Funktion w(3), welche zur Folge (3,11) in 
derselben Beziehung wie die Funktion (3) steht, ist offenbar nur un- 
wesentlich von letzterer Funktion verschieden. Wir nennen dann die 
Folge (3,11) im wesentlichen konvergent, und die Funktion (3) ihre 
Grenzfunktion. 

Satz 5. Falls man in einer im wesentlichen konvergenten Folge (3,11) 
jede Funktion ,(3) durch eine unwesentlich verschiedene Funktion ®,, (3) 
ersetzt, so ist die neue Folge gleichfalls im wesentlichen konvergent, und die 
Grenzfunktion ist dieselbe. 

Beweis: Es sei 3, ein Stetigkeitsintervall von (3), 3 ein gemein- 
sames Stetigkeitsintervall aller Funktionen ¢,(3) und ®,(3) und (3). 
Fir 3C 3, ist 

Pn (3) _ ®,(3) s ®,, (3), 
und daher 
(3) < lim %,(3,). 


n-> oo 


Da aber die Intervalle 3 iiberall dicht liegen, folgt hieraus weiter 
?(3) S lim ®,(3,). 


n—> 


Ahbnlich findet man o 
lim ®,(3,) = ¢(3,), 


also ist ; 
9(3,) = lim @,(3,), 


i> oo 
w. z. b. w. 


3.2. Satz 6. Aus jeder Folge von Funktionen (3,11), welche gleich- 
artig beschriinkt sind, 
?x(3) SM, 


kann man eine Teilfolge auswihlen, welche im wesentlichen konvergent ist. 
Und falls die urspriingliche Folge nicht selber im wesentlichen kon- 


vergiert, so enthilt sie zwei im wesentlichen konvergente Teilfolgen, deren 
Grenzfunktionen nicht im wesentlichen gleich sind. 
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Beweis: Wir betrachten alle solche beschrinkten Intervalle J, 
deren simtliche Koordinaten simtlicher Eckpunkte rationale Zahlen sind. 
Die Gesamtheit der Intervalle 3 ist ein feinmaschiges System. Da die 
Anzahl dieser Intervalle abzihlbar ist, so kann man eine Teilfolge 


(3, 21) Pn, (3) 
auswihlen, welche auf den Intervallen 3 konvergiert. Die Funktion 
(3, 22) vy (3) = lim ¢,, (3) 


besitzt offenbar die Eigenschaft 


: 3 = z 3, . 
¥ ( ~ ) v==1 vi 

Ausgehend von y(3) bilden wir eine Funktion g(M) nach demselben Ver- 

fahren wie in 2.4, und zwar ist (0) die obere Grenze von 


z y (3,) 


fiir disjunkte Intervalle J, ..., 3, welche mitsamt ihren Rindern in 
enthalten sind, und g(M) ist die untere Grenze von (©) fiir alle M 
enthaltenden offenen Punktmengen D. Diese Funktion » (M) ist wiederum 
eine Inhaltsfunktion. Denn die Betrachtungen von Herrn Hahn l. c, 
bleiben ohne weiteres in Kraft, falls die Ausgangsfunktion y(3) nur auf 
einem feinmaschigen Intervallsystem 3 definiert ist. 

Von der so gewonnenen Intervallfunktion g(3) wollen wir zeigen, 
da8 die Folge (3,21) gegen sie im wesentlichen konvergiert. Es sei 3 
ein beschrinktes Intervall und €, ein eingeschlossenes Intervall. Es gibt 


ein Intervall 3, unseres Systems, so daS €, ganz im Innern von 3, und 


3, ganz im Innern von 3 enthalten ist. Wenn man noch zwischen €, 
und 3, eine offene Menge zwischenschaltet, so findet man 


9(€) S v(3,) S (9). 
Ebenso gibt es ein Intervall 3, zwischen 3 und U,, so daB 


¢(3) S v3.) S ev (U,). 
v(3,) S lim g, (3) < lim g,, (3) < y(S,) 


Wegen 


ist also ie 
¢(€.) S lim ¢,, (3) S lim g, (3) S ¢ (U,). 
Falls nun 3 ein Stetigkeitsintervall von (3) ist, gilt (2,11), und daher ist 
(3) = lim g,, (3), 


und damit ist der erste Teil unseres Satzes bewiesen. 





~~ 


Se = he 
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Falls die Gesamtfolge nicht im wesentlichen konvergiert, so gibt es 
ein Stetigkeitsintervall 3, der obigen Funktion (3), in welcher die 
Folge 9, (3,) nicht gegen g(3,) konvergiert (sonst wire g(3) die Grenz- 
funktion der Folge). Es gibt daher auf alle Faille eine andere Teilfolge, 
welche im Intervall 3, konvergiert, aber nicht gegen g(3,). Aus dieser 
wihle man nun eine Unterfolge aus, welche im wesentlichen kon- 
vergent ist. Deren Grenzfunktion ist aber in 3, von g(%3,) verschieden, 
w. z. b. w. 

3.3. Wenn eine Folge 9, (3) gegen eine Funktion (3) im wesent- 
lichen konvergiert, so braucht die Gesamtvariation ¢, (R) nicht gegen 
die Gesamtvariation g(R) zu konvergieren. Falls aber auch dies eintritt, 
so nennen wir die Folge abgeschlossen konvergent. 

3.4. Bei vorgegebenem « > 0 kann man einen (geniigend groBen) 
Wiirfel Y angeben, in welchem (3) stetig ist, so daB 


Wenn nun ¢,(3) gegen g(3) im wesentlichen konvergiert, so ist 


lim gy, (YW) = ¢ (B). 


Wenn daher die Relation 
lim gy, (R) = p(R) 


bestehen soll, ist notwendig und hinreichend, daB 
(3, 42) lim ¢,(R — BW) <«. 


Wir haben also das Kriterium: Damit eine im wesentlichen konvergente 
Folge abgeschlossen konvergiert, ist notwendig und hinreichend, daB zu jedem 
e > 0 ein Wiirfel YW vorhanden ist, fiir welchen die Ungleichungen (3, 41) 
und (3,42) erfiillt sind. 


II. Stieltjessche Integrale. 


§ 4. 
Definition und wichtigste Eigenschaften. 


4.1. Gegeben sei eine monotone Funktion (a) mit der dazugehérigen 
Intervallfunktion (3), eine iiberall definierte stetige Funktion y (a), 
welche insgesamt beschrinkt ist, d. h. 


(4, 11) |p(«)| = 4, 
und eine Punktmenge $, von welcher wir vorderhand annehmen, daB sie 
beschrankt ist. Da auf jeder beschriankten Punktmenge die Funktion yp (a) 
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gleichmaBig stetig ist, so kann man in naheliegender Weise nach dem 
Riemannschen Verfahren das Stieltjessche Integral 


(4, 12) J =| y(a)d g(a) 
+ 


definieren"'). Wenn man §$ in endlich viele disjunkte Intervalle 3, auf- 
teilt und jedem Intervall 3, einen Punkt «a, entnimmt, so unterscheidet 
sich die Summe 


(4, 13) = E v(e,) ? (3,) 


beliebig wenig von einem bestimmten Grenzwert, sofern nur der maximale 
Durchmesser der Intervalle 3, geniigend klein ist; und dieser Grenzwert 
ist eben der Wert des Integrals (4, 12). 


Es bestehen die Rechengesetze: 


(4, 14) fidget) = o(®), 
8 
(4, 15) fep(a)d g(a) = cf y(a)d g(a), 
$ Si 
(4, 16) Jv@de@) = 5 [y(ado(a) tir B= FY, 
(4, 17) fvile)do(a) <f v,(a)d g(a) fir y,(«) S y,(@), 
$ $ 
(4, 18) If vlad ge(a)| <Gy(¥) fir | p(a)| <4, 
g 
(4, 19) \J rad oca)| S fiver) 
und 
(4, 10) {(Z v.)4 y(a) = ZI vd y (a), 
5 ’ ’ 


wobei in der letzten Gleichung die Summation sich auch iiber unendlich 
viele Glieder erstrecken kann, falls nur die Reihe 

2 Yr 
in $ gleichmaB8ig konvergiert. 

4.2. Fiir die Differenz des Integrals (4,12) und der Approximations- 
summe (4,13) kann man hinterher, auf Grund von (4,15) und (4, 16), 
eine Abschitzung angeben. Falls 6 den maximalen Durchmesser der 
Intervalle 3, bezeichnet, und falls w (4) eine Schranke fiir die Schwankung 


1) J. Radon, |. c. *). — Die Funktion y(a) kann auch komplexwertig sein. 





we 


(4 


ell 
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von w(a) in je zwei Punkten von $ vom maximalen Abstand 6 be- 
zeichnet, so ist 
|\J— Z| S (6) (FP). 
4.3. Falls die Funktion y(«) noch von gewissen Parametern 4 ab- 
hingt, y = y(a, A), und falls sie fiir die in Betracht kommenden Werte 
von « und A gleichmaBig stetig ist, so ist auch die Funktion 


(4, 31) J (a) = f p(a, ad pa) 
& ( 


gleichmaBig stetig in A. Denn es ist 
| J (A;) —Jd (A,)| Ss f| y (a, A,) ot y (a, A,)|d p (a) s G(A,, A,) 7 (P), 
B 
wobei 
G(A,, A.) = Obere Grenze von | y(a, A,) — (a, A,)| fir «Cc. 


Falls die Parameter 4 in endlicher Anzahl auftreten und ein be- 
schrinktes Intervall 2 des A-Raumes durchlaufen, so existiert, da 3 (A) 
stetig ist, das Riemannsche Integral 


(4, 32) JJ (ayaa. 
g 
Wir wollen zeigen, da8 man die Integrationen nach A und « vertauschen 
kann, daB also (4, 32) den Wert 
(4, 33) {[f vt, A) dA) d g(a) 
S 2 


hat. Wenn man & in disjunkte Intervalle 2, von geniigend kleinem 
Durchmesser einteilt, so kann man (4, 32) beliebig genau durch die Summe 


(4, 34) SJ (A,) m(2,) 


=I 


approximieren, in welcher A, einen Punkt aus 2, und m(2) das Euklidische 
Volumen von 2 bezeichnet. Wegen (4,31) hat (4,34) den Wert 


jl E v(a, 4) m(2,)] d g(a) 
Nun ist aber der Integrand 
(4, 35) E y(a, 4,)m(2,) 


eine Approximationssumme der GréBe 


(4, 36) fv, ada =J (a), 
2 
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und da (a, A) gleichmaBig stetig ist, so ist nach 4.2 die Differenz 0 (a) 
der GréBen (4,35) und (4,36) kleiner als ein von « unabhangiges «. Aus 


[felade(a)| < ep(B) 
g 


folgt dann unsere Behauptung. 

4.4. Wir wollen nunmehr das Integral (4, 12) fiir allgemeine Punkt- 
mengen $ definieren. Wir fiihren die Punktmengen , wie in 1.3 ein, 
und definieren (4.12) durch den Grenzwert 


lim ; y (a) d p(a). 
DaB der Grenzwert existiert und von der speziellen Folge $,, unabbingig 
ist, folgt aus 

& v(a)d (a) — I | < HA o(Pn+»— Bx) S A o(R— F,). 

Bn + Pp n 


Insbesondere existiert das iiber den Gesamtraum gebildete Integral 
J ride), 


welches wir, zur Vereinfachung der Schreibweise, durchweg ohne Angabe 
der Punktmenge, also durch das Symbol 
{ v(a)d g(a), 

bezeichnen werden. 

Man erkennt leicht, daB die Rechengesetze in 4.1 fiir allgemeine P 
giltig bleiben. 

Nunmehr bringen wir zwei ,,Erhaltungssitze“. 

4.5. Es sei v(a) eine nichtnegative iiber den Gesamtraum nach 
Lebesgue integrierbare Funktion. Dann ist bekanntlich das Lebesguesche 
Integral 


(4, 51) 9 (PB) = Jotadée 


eine Intervallfunktion (gem&8 unserer Definition), und zwar ist g() voll- 
stetig, worunter zu verstehen ist, daB es zu jedem « ein 6 gibt, so dab 
(8) Se fir m(P) Sd. 


Und wenn umgekehrt eine Intervallfunktion y(f) vollstetig ist, so ist 
sie in der Form (4,51) darstellbar. Der erste ,,Erhaltungssatz lautet 
nun, da8 im letzteren Falle das Stieltjessche Integral 


(4, 52) | vy (a)d g(a) 
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gleich ist dem Lebesgueschen Integral 


[ p(a) v (a) da. 
$ 


Es geniigt, ihn fiir beschrinktes $ zu beweisen. Man approximiere (4,52) 
durch eine Summe (4,13) und beriicksichtige, daB 


|v (a) p (3) —J y(a)v(a)da| < [| (a) — p(a)|-0(a)de 


» a) 
’ ' 


< om (6) { v(a)d (a) < (5) v(3,), 


wobei w (6) wie in 4.2 definiert ist, woraus dann unsere Behauptung folgt. 


4.6. Nunmehr sei g(a) eine allgemeine monotone Funktion und 
y(x) eine nichtnegative stetige beschrinkte Funktion. Die Funktion 


(4, 61) x(B) =f p(x)d g(a) 
$ 


{welche fiir y(«) = 1 mit pm(P) iibereinstimmt] ist eine Intervallfunktion, 
und unser zweiter ,,Erhaltungssatz“ lautet folgendermaBen. Falls Y (a) 
eine weitere stetige beschrankte Funktion ist, so sind die Integrale 


(4, 62) | (a) dy (a) 
und , 
(4, 63) {rv (a) yp (a)]d p (a) 


einander gleich. Zum Nachweis benutzen wir die folgende Konsequenz 
aus den Rechengesetzen in 4.1. Zwischen der oberen und unteren Grenze 
von w(«) auf $ gibt es einen Zwischenwert y,, so dab 


{ vlad p(a) = v9) 
Daher kann man fiir beschrinktes % jede Approximationssumme 


> ¥(«,)x(3,) 


v=1 

von (4,62) in der Gestalt 
(4, 64) E VP (as) yr (3s) 

v== ji 
schreiben, wobei y, ein Zwischenwert von y(a) auf 3, ist. Wegen der 
gleichmaBigen Stetigkeit von y(«) unterscheidet sich (4,64) beliebig wenig 
von der Summe 

aX P (a) y(%) x (Sy), 

v=1 


die ihrerseits eine Approximationssumme von (4,63) ist, w. z. b. w. 
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§ 5. 
Eindeutigkeits- und Grenzsitze. 
5.1. Satz7. Falls die Intervallfunktionen ,(3) und g,(3) im 
wesentlichen gleich sind, so gilt 
f v(a) dy, (a) = f p(addg, (a 


Beweis. Wegen Satz 1 kann man auf Grund der Definitionen die 
Integrale 


(5, 11) fv(adg,(a), —f p(a)d g,(a) 
beliebig genau durch Summen 


(5, 12) E ya) 9,(3), LF yla) v3) 


‘=1 

approximieren, in welchen die Intervalle 3, gemeinsame Stetigkeits- 
intervalle von g,(3) und g,(3) sind. Diese Summen sind aber Glied 
fiir Glied gleich, also sind es auch die Integrale (5,11). 

5.2. Man kann nunmebr zeigen, daB unsere Integrale von dem 
speziellen Koordinatensystem unabhiangig sind. 

Verallgemeinerung von Satz 7. Falls die in verschiedenen 
Koordinatensystemen vorgegebenen Intervallfunktionen o,(3) und g,(3) im 
wesentlichen gleich sind, so ist 


{ v(a)d g, (a) = { pla dy, (2). 
Beweis. Es sei g(M) die gemeinsame Uberfunktion von , (3) und 
y,(3). Auf Grund von Satz 7 hat man nur noch zu zeigen, dab 
f v(a)d g(a) = f y(a)d pa). 


Der Beweis hierfiir verliuft aber ganz analog wie fiir die Invarianz des 
Riemannschen Integrals gegeniiber orthogonalen Transformationen. Wir 
werden ihn nur skizzieren. Man approximiere das linke Integral durch 
eine festgehaltene Summe 


(5, 21) E v (a) (%), 


in welcher die 3, Stetigkeitsintervalle sind. Wenn man nun eine Approxi- 
mationssumme 


(5, 22) y (du) ? (Su) 


des zweiten Integrals in passender Weise ansetzt, und den maximalen 
Durchmesser der 3, geniigend klein nimmt, so unterscheiden sich die 
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Ausdriicke (5,21) und (5,22) geniigend wenig um eine GréBe, welche 
absolut genommen < w (6) (RK) ist, wobei w (6) wie in 4. 2 definiert ist. 
5.3. Satz 8. Falls fiir jede stetige beschrinkte Funktion w(a) 

f v(a)d y, (a) = f p(a)dg,(a), 

so sind die Intervallfunktionen ,(3) und (3) im wesentlichen gleich. 
Beweis: Es sei 3 ein beschrinktes Intervall und €, ein ein- 


geschlossenes Intervall. Dann existiert offenbar eine stetige Funktion v (a), 


fiir welche 
v(a)=1 fir ac &,, 


v(a) = 0 fir ac R—J, 
0s v(a2)<1 fir ac 3 — &,. 


Nach den Rechengesetzen in 4.1 ist 


fr(a)d g(a) = %(3)—%%,(3—EG), OS, 
-€ 


IA 


J o(a)d g(a) = 9 (3)— % 9 (3- 
Durch Subtraktion ergibt sich 
|p, (3) es %3(3)| = PF; (3— €,) > P3(3 — €,). 


Wenn also 3 ein gemeinsames Stetigkeitsintervall von o,(3) und ¢, (3) 
ist, so ergibt sich fiir e > 0 


7, (3) = P2 (3) = 0, 


_~  - 


lA 
nN 


w. z. b. w. 
5 4. Satz 9"). Falls die Intervallfunktionen 
(5, 41) P; (3), 95 (~); 9; (3), eee 
gegen eine Funktion ~,(3) abgeschlossen konvergieren, so gilt 
(5, 42) lim f v (a) d pm (a) = j p (a) d y, (a). 


Beweis. Wegen der Abgeschlossenheit der Konvergenz ist fiir ge- 
niigend groBe 3 das Integral 


(5, 43) { v(a)d ym(a) 


gleichartig in m = 0, 1, 2,3,... beliebig wenig von 


fv (@) dm (a) 


verschieden. Es sei nun 3 ein gemeinsames Stctigkeitsintervall der Funk- 
tionen 9, %;, Pa Ps: -++, Welches sich in beliebig feine ebensolche Inter- 


12) Fir k= 1 von Helly, 1. c. 
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valle 3,,...,3, unterteilen la8t. Nach der Abschitzung in 4.2 kann 
man das Integral (5,43) gleichartig in m= 0, 1, 2, 3, ... durch eine 
Summe 

- 


aim = 2 P(e) Pm (Sy) 


approximieren. Fiir feste 3, ist aber 


lim ba — p 


und daraus folgt unsere Behauptung. 
5.5. Satz 10"). Gegeben sei eine Folge (5,41). Falls fiir jede be- 
schriinkte stetige Funktion y(a) die Zahlen 


Ym = | (4) d pm (a) 
gegen eine (endliche) Zahl w, konvergieren, ist die Folge (5,41) im wesent- 
lichen konvergent. 

Beweis. Fir y(«) = 1 ist y,, = (KR), also ist die Folge (5,41) 
gleichartig beschrinkt. Es sei nun, auf Grund von Satz 6, gm, (a) 
irgendeine im wesentlichen konvergente Teilfolge. Die Grenzfunktion 
bezeichnen wir mit y,(a). Aus dem Beweis zu Satz 9 ist zu ersehen, 
daB fiir jede stetige Funktion v(a), welche auBerhalb eines beschrankten 
Intervalles verschwindet, 


vy = lim | v(a)d ym, (a) = | v(x) dz, (a). 


Wenn nun eine zweite Teilfolge Pm,(%) gegen eine Funktion z,(«) im 
wesentlichen konvergiert, so ist ebenso 


0) = fv(a)dz_(a). 
Durch Vergleich ergibt sich 
fv(a)dz,(a) = | v(a)dz,(a), 
und aus dem Beweis zu Satz 8 ist zu ersehen, daB y, und y, im wesent- 


lichen gleich sind. Nach dem zweiten Teil des Satzes 6 ist also die 
Folge (5,41) im wesentlichen konvergent, w. z. b. w. 


III. Harmonische Analyse. 


§ 6. 
Fourier-Stieltjessche Integrale. 
6.1. Es seien « und z zwei Punkte unseres (k-dimensionalen) Raumes. 


Fiir die haufig auftretende Zahl 


k 
py a” gz) 


z2=1 
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fihren wir die abkiirzende Bezeichnung 


az 


ein. Die monotonen Funktionen werden wir, wie in den nachfolgenden 
Zusammenhingen iiblich, mit V (a), W(a), U (a) usw. bezeichnen und sie 
Verteilungsfunktionen nennen. Jeder Verteilungsfunktion V («) ordnen wir 
die Funktion 


(6, 11) f(x) = jetted V (a) 


zu und nennen sie die zu V (a) gehérende charakteristische Funktion; sie 
ist in allen Punkten des z-Raumes definiert. Unter einer charakteristi- 
schen Funktion (schlechthin) werden wir eine Funktion /(z) verstehen, 
welche sich in der angegebenen Weise durch eine Verteilungsfunktion er- 
zeugen laBt. 

Zu den charakteristischen Funktionen gehéren insbesondere die Funk- 
tionen 

{ efev(a)da, 

fiir nichtnegative tiber ® integrierbare Funktionen v (a). 

6.2. Die charakteristischen Funktionen sind 

1. positiv-additiv, d.h. mit /, und f, ist fir c, >0 unde, >0 
auch c,/, +-¢c,f, eine charakteristische Funktion; 


2. beschrankt, und zwar ist 


(6, 21) \f(z)| S (0) = V(R), 
3. ,,hermitesch“, d. h. 

(6, 22) f(— x) = f(z) 

und 


4. gleichmaBig stetig. 

Das letztere ergibt sich folgendermaBen. Bildet man mit Wiirfeln B,,, 
welche gegen ® konvergieren, die Funktionen 
(6, 23) fa(z) = [ee dV (a), 
so ist nach 4.3 jede von ihnen gleichmaBig stetig, und wegen 

lf—til S J let*|dV (a) = V(R — B,) 
R—-B, 

konvergieren sie gleichmaBig gegen /. 


6.3. Fiir das Weitere werden wir benutzen, daB zu jeder Relation 


(6, 31) g(a) = {e*v(a)da 
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die Fouriersche Umkehrrelation 
l 
(6, 32) v(a) = =I e—*#49(4) d(A) 


besteht, und zwar in der folgenden prizisen Fassung. Die gegebene 
Funktion v(a) sei absolut integrierbar in R. Dann ist das Integral rechts 
in (6,31) vorhanden und die Funktion g(A) ist eine stetige beschrinkte 
Funktion. Wenn man die weitere Voraussetzung macht, daB g(A) seiner- 
seits auch absolut integrierbar iiber R ist [was als eine Voraussetzung 
iiber v(a) aufzufassen ist], dann stellt das Integral rechts in (6,32) eine 
stetige und beschrinkte Funktion dar, die wir fiir den Augenblick mit 
v,(a) bezeichnen. Und nun besagt ein Satz aus der Theorie der Fourier- 
schen Integrale’*), daB fiir fast alle « die Funktionen v,(«) und v(q) 
iibereinstimmen. Wenn man also die urspriingliche Funktion v (a) eventuell 
in einer Menge vom MaSe Null abindert, was natiirlich am Wert des 
Integrals (6,31), d.h. am Wert der Funktion g(A) nichts dndert, so 
besteht die Relation (6,32) in ellen Punkten «. 


6.4. Satz 11. Gegeben seien eine allgemeine charakteristische Funktion 


(6, 41) f(z) = fete dV (a) 
und eine ,,spezielle charakteristische Funktion 
(6, 42) g(é) = | ett v (a) da, 


welche tiber den Gesamtraum absolut integrierbar ist. 
Dann besteht die Relation 
(6, 43) — | f(x —&)g(E) dé = | eft@ y (x) dV (a). 
(22)* J 7 
Bemerkung. Auf Grund von 6.3 ist v(«) von selbst stetig und 
beschrinkt, also das Integral rechts in (6,43) ein Stieltjessches Integral 
gema8 unserer Definition. Nach 4.6 ist die Funktion 


W (3) = Jv(a)a V (a) 


eine Verteilungsfunktion und unser Satz damit aquivalent, daB die Funk- 
tion links in (6,43) ihre charakteristische Funktion ist. 

Beweis. Bei festem z und fiir ein beschrinktes Intervall 2 des 
A-Raumes gilt fiir jede Approximationsfunktion (6,23) von /(x) auf Grund 
von 4.3 die Beziehung 





(6, 44) oer | f, (a —A)g(a)da = | ave 


Y B,, ¢ 


18) ,,Fouriersche Integrale“, S. 192, Satz 60. 





ur 








Monotone Funktionen. 401 


Da aber fiir groBe 2 der Ausdruck in eckigen Klammern sich gleichmaBig 
in « beliebig wenig von 





at | e-t@ig(a)dd = v(a) 


unterscheidet, so folgt aus (6, 44) 


{fale —A)g(AjdA = [ c= o(a)aV (a), 


Nunmehr mache man den Grenziibergang n - oo. 

6.5. Satz 12. Gegeben sei eine Verteilungsfunktion V (a) und eine 
Funktion v(a), welche nichtnegativ, stetig, beschrinkt und iiber den Gesamt- 
raum integrierbar ist. 

Die Funktion 





l 
(2n)* 


w(B) = [o(B —a) dV (a) 
ist wiederum nichtnegativ, stetig, beschrinkt und tiber R integrierbar, und 
das Produkt der charakteristischen Funktionen 
f(z) =[e*dV(a), g(x) = [e**v(a)da 


ist wiederum eine charakteristische Funktion, ndmlich 
(6, 51) f(x) g(x) = [t** w(a)da. 


Beweis. Es seien U&, Wiirfel des a-Raumes und 8,, Wiirfel des 
B-Raumes, welche beide monoton gegen den Gesamtraum konvergieren, 


Die Funktionen 
wa (B) = fre —a)d V (a) 


sind nichtnegativ, stetig, beschrinkt und monoton gegen w(f) wachsend. 
Also ist w(f) nichtnegativ. Aus 


|w(B)— w, (B)| S G- V (R—W,) 
(wobei G eine Schranke von v(«) bedeutet) folgt, daB w,,(f) gleichmaBig 
gegen w(f) konvergiert, also ist w(f) stetig und beschrinkt. Weiterhin ist 


fw, (B)dB = [[ fo(6 —«) dp] dV (a) 
m a, Ban 
< J [fei —a)dp] av (a) = fo(pyap- Vm). 
Hieraus folgt fiir n > oo 
{ (8) dB < J v(B)dB-V(m), 
Bm 
woraus zu ersehen ist, daB w(f) iiber den Gesamtraum integrierbar ist. 
Weiterhin haben wir 
(6. 52) { ef? w, (8) dB = {| fe-920(8 — a) dp] e'*«dV (a), 
8 a, 8 


m n m 
Mathematische Annalen. 108. 26 
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und da gleichmaBig fiir alle « aus U, 
lim [¢¥-9*0 (fp —a)dp = (e?—2v(B—a)dB = g(e), 
a> x %., 


so ergibt sich aus (6, 52) 
(6, 53) Jes#w,(A) dB = 9(2)-[eterd V (a). 


| ef#? w, (B)| = w(B) 
und w(f) tiber ® integrierbar ist, so kann man links in (6,53) den Grenz- 


iibergang m + o unter dem Integralzeichen vornehmen, was auf (6,51) fiihrt. 
6.6. Wir werden benutzen, da8 im Falle 


Da nun 


— (2) 


die Funktion 


g(x) = fet**v(a)da 
den Wert 
—1), 5 (2(*))? 
zk l2 e *==1 
hat. 


§ 7. 
Eindeutigkeits- und Grenzsitze. 


7.1. Satz 13. Falls die Verteilungsfunktionen V,(a) und V,(a) im 
wesentlichen gleich sind, so sind die charakteristischen Funktionen identisch 
gleich, , 

fetzed V, (a) on | eized V,(a). 

Beweis. Satz 7. 


Satz 14. Falls umgekehrt die Funktionen 
f(a) = feted V,(a), fa (x) = fet“ d V,(a) 


identisch gleich sind (wozu wegen threr Stetigkeit schon geniigt, da sie fiir 
tiberall dicht liegende Punkte iibereinstimmen), so sind die Verteilungs- 
funktionen im wesentlichen gleich. 

Anders ausgedriickt, die Zuordnung von Verteilungsfunktionen und 
charakteristischen Funktionen ist eine umkehrbar eindeutige. 

Beweis. Wir bilden die Gleichung (6, 43) fiir f(x) = /, und /(z) =f, 
setzen x = 0 und vergleichen die rechten Seiten. Dies gibt 


fra) dV,(@) = fo(a)dV, (a), 
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fir alle Funktionen v(«), welche den Voraussetzungen von Satz 11 geniigen. 
Zu diesen Funktionen gehéren aber alle solchen, welche partielle Ableitungen 
bis zur 2k-ten Ordnung besitzen und auferhalb eines beschrinkten 
Intervalls verschwinden™). Nun kann man die im Beweis zu Satz 8 
benutzten Funktionen v (a) derart konstruieren, da8 sie partielle Ab- 
leitungen beliebig hoher Ordnungen haben. Daher kann man wie dort 
zu Ende schlieBen. 


7.2. Satz 15. Falls die Funktionen 


(7, 21) V,(3), V_(3), ¥5(3), --- 

gegen eine Funktion V,(3) abgeschlossen konvergieren, so sind die Funktionen 
(7, 22) fn (2) = fet=@d Va (a) m = 1,2 3,... 
gleichmaBig in jedem endlichen x-Intervall gegen 

(7, 23) fo(z) = { ef#«d Vo(a) 

konvergent. 


Beweis. Man setze im Beweis zu Satz 9 fiir y(«) die Funktion e‘** 
ein und beriicksichtige, da8 dann alle Abschitzungen gleichmaBig in jedem 
beschrankten «z-Intervall gelten. 


Satz 16. Falls umgekehrt die Folge (7,22) gleichartig in x beschrinkt 
ist, d. h. 
(7, 24) lfm(x)| S M, 
und fiir fast alle x gegen eimen Grenzwert f,(x) konveryiert, so ist die 
Folge (7,21) im wesentlichen konvergent; und falls man deren Grenzfunktion 
mit V.(«) bezeichnet, so ist 
(7, 25) fy(z) = f, (2) 
fiir fast alle x. 


Bemerkung. Die Voraussetzung (7,24) ist wegen 


(7, 26) | fn (2) | Ss hm (0) = Ves (R) 
aquivalent mit 
(7, 27) Vn (3) SM. 


Diese Bedingung ist wegen /,,(0) = V,,(R) immer dann von selbst erfiillt, 
wenn die Folge (7,22) auch im Punkte z = 0 (gegen eine endliche Zahl) 
konvergiert, also insbesondere dann, wenn die Funktionen (7,22) fiir alle z 
konvergieren. 


7.3. Beweis. Wir nehmen an, da8 uns bereits bekannt ist, daB 
die Folge (7,21) gegen eine Funktion V, im wesentlichen konvergent: ist 


> 


14) ,,Fouriersche Integrale*, S. 194--195. 
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und wir wollen auf Grund dessen zeigen, da® (7,25) gilt. Wir ziehen die 
Funktionen v(«) und g(z) aus 6.6 heran, und bilden mit ihnen die 
Funktionen 


(7, 31) F(z) = a oe n= 0 13,3 .4 
(7, 32) F, (x) = fy (2 

(7, 33) w,(p) = “at chp m = 0,1, 2,3,.... 
Nach Satz 12 ist , 

(7, 34) P..(z) = fe pizaw (a)da, m= 0,1,2,3,.... 
und nach Voraussetzung ist 

(7, 35) lim F,,(z) = F,(x) fiir fast alle zx. 


Fiir jedes gemeinsame Stetigkeitsintervall 3 aller V,,(«) gilt 


lim fv(R—a)aV,, (a) = {v(B —a)dV,(a), 
und weiterhin ist 
| f v(6—)dV,(a) <M, 


wobei 6 bei festem § das Maximum von v(f—«) fiir alle « aus R —J3 
bedeutet. Da 6 fiir groBe 3 beliebig klein wird, ergibt sich 


(7, 36) lim w,,(8) = w, (8). 
Wegen (7, 24) ist 
| Fn (z)| S Mg(z), 
und da g(z) iiber den Gesamtraum integrierbar ist, so ergibt sich aus (7,35) 
nach einem Satz von Lebesgue 


(7, 37) lim {| Frm (2 F,(xz)\dz = 0 


ax 


Nach 6.4, unter Benutzung der ersten Hialfte von Satz 12, besteht zu (7, 34) 
die Umkehrung 


Wy, (a) = os e~ ‘e* F(x) dz. 
Wegen (7,36) und (7,37) ergibt sich durch Grenziibergang m > o 
1 f , 
wale) = hy [ent Falayae 


Die Umkehrung hiervon lautet 
F,(z) = fete w,(a)da fiir fast alle z, 
oder anders geschrieben, vgl. (7,32) und (7, 34), 


fy (z) q(x) = f, (x) g(x) fiir fast alle zx. 
Und da g(a) + 0, so ergibt sich (7, 25). 





ul 
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Nunmehr nehmen wir nur die Voraussetzungen des Satzes als gegeben 
an. Wenn die Folge V,,(«) nicht im wesentlichen konvergent wire, so 
gibe es zwei Teilfolgen, welche gegen zwei im wesentlichen verschiedene 
Funktionen V,,(«) und V,,(a«) konvergieren wiirden. Nach eben 
Bewiesenem wire 


f.(z) = [ etx dV,,(«) fiir fast alle x 
und 

fe(z) = {eve dV..(a) fiir fast alle x. 
Also ware 


| efte¢d V.,(a) = [eized Vog(a) fiir fast alle x, 


im Widerspruch zu Satz 14. 


7.4. Satz17. Falls die Funktionen 


hm (2) ee Jetzed Vn (&) 


jiir alle x gegen eine stetige Funktion f[,(x) konvergieren, dann ist die 
Folge V,,(a) abgeschlossen konvergent gegen eine Funktion V,(a), und 
es ist 


fe(z) = f(x) fiir alle z. 


Beweis. Da die Voraussetzungen von Satz 16 érfiillt sind, so ist 
die Folge V,,(«) im wesentlichen konvergent gegen V,(a) und es ist /, (x) 
= /,(x) fiir fast alle z Da nun f,(z) nach Voraussetzung und /,(z) 
von vornherein stetig sind, so ist /,(x) = /,(z) fiir alle x. Insbesondere 
z = 0 ergibt 
lim (dV,,() = [dV,(a), 
und dies wiederum ergibt die Abgeschlossenheit der Konvergenz. 

7.5. Wir sind jetzt in der Lage, den folgenden Satz zu beweisen. 


Satz 18. Das Produkt zweier beliebiger charakteristischer Funktionen 
ist wiederum eine charakteristische Funktion. 

Beweis. Die gegebenen Funktionen nennen wir /,(z) und f,(z). 
Mit den Funktionen v(a) und g(z) aus 6.6 bilden wir die Funktionen 


0, (a) = nt v(na’,na”’,..., na) 
5 i 2 
(7,51) gn(z) = g(=, =,..., —). 


Dann besteht wiederum die Beziehung 


In (x) = jetze Vn (a) da, 
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und die Funktionenpaare »v, (a), g,(z) geniigen dem Satz 12. Wenn man 
diesen Satz zuerst auf die Funktionen /, und g,, und dann auf die Funk- 
tionen /, und /,g, anwendet, so ergibt sich, daB die Funktion 


(7, 51) Gn (x) f, (x) f, (2). 


eine charakteristische Funktion ist. Fiir n - oo ist die Folge (7,51) gegen 
die stetige Funktion /,(z) /,(z) konvergent. Nach Satz 17 ist daher auch 
letztere Funktion eine charakteristische Funktion. 


§ 8. 
Positiv-definite Funktionen. 


8.1. Wir nennen eine Funktion / (zx), welche in allen Punkten unseres 
Raumes definiert ist, positiv-definit, falls sie: 

1. beschrankt und stetig ist, 

2. ,,hermitesch“ ist, d. h. 


(8, 11) f(— 2) = f(z), 
und 
3. die folgende entscheidende Bedingung erfiillt: Fiir irgendwelche 
Punkte z,, 2%, ..-; Lm (m = 2,3, 4,...), und trgendwelche Zahlen o0,, 0,, 
“> Om tt 
(8, 12) Dy $° f (Xu - 2) Our => O 


Aus 3. in Verbindung mit der Stetigkeit von f(z) ergibt sich folgendes. 
Fiir jede in einem begchrinkten Intervall 3 stetige Funktion o(z) gilt 
(8, 13) J [fe-we@eWdzdyso 


33 


(das Integral ist ein 2k-dimensionales). Dies ergibt sich, wenn man das 
Integral (8,13) durch eine passende Riemannsche Summe approximiert, 
auf welche (8,12) anwendbar ist. Falls o(2) im Gesamtraum stetig und 
absolut integrierbar ist, so entsteht aus (8,13) fir J + R 


(8, 14) {Jt@-wWemeWdrdz do. 
8.2. Jede charakteristische Funktion 
f(z) = [et**dV (a) 


ist positiv-definit. Denn die Eigenschaften 1. und 2. sind uns bekannt. 
Was 3. anbetrifft, so hat die linke Seite von (8,12) den Wert 


{T(a)d V (a), 





xo te a 
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wobei 


T (a => SF te —2,)a@ Cee = = | ene Cu * = 0, 


pul yo) 


und ist daher tatsaichlich > 0. 

Es gilt aber auch die T Umkehrung, da8 jede penn Gene Funktion 
eine charakteristische Funktion ist. 

Satz 19. Damit eine Funktion {(x) sich in der Gestalt 


fetzed V (a) 


schreiben lift, ist notwendig und hinreichend, daB sie positiv-definit ist. 

Beweis. Es sei also {(z) positiv-definit. Wir haben zu zeigen, 
daB /(xz) eine charakteristische Funktion ist. Wir werden zuerst voraus- 
setzen, daB f(x) auch absolut integrierbar iiber ® ist. Wir kénnen dann 
mit jeder iiber ® absolut integrierbaren stetigen Funktion g(x) die 


Funktion 
l 





P(e) =o [16-2 9@)o(—Waedy 
(2 2) 
l en 
= ae | (1E+2- y) 9(— 2) 9(— ) dxdy 
(22)* J 
bilden. Es ist leicht zu sehen, daB sie stetig ist, und nach (8,14) ist 
(8, 21) F (0) > 0. 
Weiterhin ist F(&) absolut integrierbar tiber R"*). Bildet man 
1 
y ==  —— iza? d 
(8, 22) E (a) ak fe f(z)da 
und 
1 —iza 
(8,23) r@) =a5 fe g(z)da 


so ist, wie man leicht ausrechnet*), 


l —ifa Ff 
[P(@)P B(a) = =" | eH FEE) a) 


Hierzu besteht, falls I(x) absolut integrierbar ist, die Umkehrung, vgl. 6.4, 
P(g) = fet=|I'(@) B(@)da. 

Da F(é) stetig ist, gilt sie in allen Punkten. Fir § = 0 erhilt man 

wegen (8, 21), 

(8, 24) f\T@PF(@)da do. 

Wegen (8,11) ist H(«) reell, und da zu den Funktionen J"(«), welche man 

vermittelst einer absolut integrierbaren stetigen Funktion g(z) durch die 


16) ,,Fouriersche Integrale“, S. 189. 
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Formel (8,23) erzeugen kann, auch solche gehéren, die in einem vor- 
geschriebenen Punkt «, von Null verschieden sind und auBerhalb einer 
vorgeschriebenen Umgebung von «, verschwinden, so folgt aus (8, 24) 

E (a) > 0. 


Wenn aber, wie in unserem Falle, die Funktion f(z) absolut integrierbar 
und beschrinkt und die durch (8,22) definierte Funktion F(a) nicht- 
negativ ist, so ist’*) auch E(«) iiber den Gesamtraum integrierbar, und 
daher besteht zu (8,22) die Umkehrung 
f(z) = [et** E(x) da. 

Also ist f(z) eime charakteristische Funktion, wie wir behauptet haben. 

Nun sei /(z) eine beliebige positiv-definite Funktion. Man verifiziert 
leicht, daB fiir jede positive und iiber ® integrierbare Funktion y(«) auch 
die Funktion 
(8, 25) f(a) [e'**y(a) da 
positiv-definit ist. Zu den Funktionen (8,25) gehéren aber auch die 
Funktionen 
(8, 26) f(x) 9n(x), 
wo g,(z) die Funktion (7,51) ist. Die Funktion (8,26) ist aber absolut 
integrierbar. Nach bereits Bewiesenem ist sie daher eine charakteristische 
Funktion. Fir n + © konvergiert aber die Folge (8,26) gegen die stetige 
Funktion f(z). Nach Satz 17 ist daher auch letztere Funktion eine 
charakteristische, w. z. b. w. 


§ 9. 
Spektralzerlegung quadratisch integrierbarer Funktionen. 


9.1. Es sei g(&) eine in ® quadratisch integrierbare Funktion. Dann 
kann man die Funktion 


f(z) = Jo(z+é)g@dé 
bilden. Es ist 
HOP S fig@+OPde-f\gPas = Foy, 
also ist f(z) beschrinkt. Weiterbin ist 
f(a) — F(a) PS fig (e+) —g (t+ OPde-fig@ Padé: 
bei festgehaltenem z ist nach einem Satz iiber quadratisch integrierbare 


Funktionen der erste Faktor rechts fiir z,-+ x gegen Null konvergent. 
Also ist f(z) stetig. Wegen 


Ka) = fg ate go dt = [g@g t+ ade = f(a) 
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ist f(z) hermitesch. Weiterhin ist 
f(e—y) = fg@@—y+ 9 dé = [ge +n gyFhads, 


und daher 
m 


af (x. — Z,) Ou 0» = (| S9(2,4 t)o, dt = 0. 


1 v1 °* “a= 


its 


“ 


Alles in allem ist also f(z) positiv-definit, und daher nach Satz 19 in 
der Gestalt 


t(xz) = jetted V (a) 
darstellbar (vgl. die Einleitung). Diese Aussage kann man nun betricht- 
lich verallgemeinern. 

9.2. Satz 20. Es sei eine tiber jedem beschrainkten Intervall quadra- 
lisch integrierbare Funktion g(&) gegeben, welche folgende Eigenschaft besitzt. 
Es existiert 1. eine Folge von beschrinkten Gebieten 

6,, G,, G,,..., 


welche zu je zwei een Randabstand > 1 haben und monoton gegen R 
konvergieren, 2. und eine Folge von positiven Zahlen 





12 “a> ’ ’ 
fiir welche 
(9, 21) lim -"+* — 1, 
von der Art, daB die Funktionen 
(9, 22) F(z) =~ |\g(a+8)9@4é 
4 6, 
mit n + co fiir alle x [oder fiir fast alle x und fiir x = 0) gegen eine 
endliche Grenzfunktton konvergieren, 
(9, 23) F(x) = lim F, (z). 
Dann existiert eine Verteilungsfunktion V (a), so dag 
(9,24) F (x) = {e'*«dV(a) fiir fast alle x. 
Beweis. Wir setzen 
_ {g(é) fir &c G, 
9 (E) = | 0 fir éq G,, 
und betrachten die Funktionen 
] 
(9,25) fala) = 2 | gn (e+ 8) 9 a8. 


Bei festgehaltenem x bezeichnen wir mit §, diejenigen Punkte, welche 
von einem Randpunkt von 6, einen Abstand kleiner als |x| haben 











410 S. Bochner. Monotone Funktionen. 


(wobei |z| den Abstand des Punktes z vom Anfangspunkt bedeutet), und 
mit &, diejenigen Punkte, welche von einem Punkt von §, einen Abstand 
kleiner als |z| haben. Wenn man das tatsichliche Integrationsgebiet 
von (9,25) bedenkt, so ergibt sich 


oh |fa(o) — Fala)? S Jlo(e + Pde [ig(erPae, 


n 
und hieraus 


ef 
| (2) —Fa(2)| S = | |9(@)P ae. 
ff 
Wir haben vorausgesetzt, daB je zwei Gebiete G, einen Randabstand >1 
haben. Wenn nun p eine feste ganze Zahl > 2|z| bezeichnet, so ist 


KR, Cc Grasp ae 6, —>», 


igepdecf —-f , 
also ist A te ‘. 


\ta(e) —Fa(2)| S22 + -( g(aypae—S=2-*_ | |geypas. 
n i n ca. ee 


Nun ist aber nach Voraussetzung 


lim —— | |9@Pae = FO) 
a->co “antp 


Gn+ 


und daher 








| 


lim —*=2 — 1, 


und daher ist 


lim | fa(#)—F(z)| = 0. 


In denselben Punkten, in denen (9, 23) gilt, gilt daher auch 
F(z) = lm /,(z). 


Die Funktionen /,(z) sind aber nach 9.1 charakteristische Funktionen. 


Und unsere Behauptung (9, 24) ist nunmehr eine unmittelbare Folge aus 
Satz 16. 


(Eingegangen am 10. 10. 1932.) 


























Der Hauptgeschlechtssatz fiir relativ-galoissche 
Zahlkérper. 


Von 


Emmy Noether in Gottingen. 


In neuester Zeit hat es sich gezeigt, daB die nichtkommutativen 
Methoden, insbesondere die Theorie der Algebren, die Méglichkeit geben, 
bekannte Satze iiber relativ-zyklische und -abelsche Zahlkérper fiir beliebige 
relativ-galoissche Kérper zu formulieren und zu beweisen'). Ich erinnere 
vor allem an den ,,Normensatz‘‘, der sich allgemein als ein Satz iiber 
zerfallende Algebren ausspricht. Im folgenden zeige ich, daB sich ent- 
sprechend auch der Hauptgeschlechtssatz allgemein hyperkomplex formu- 
lieren 148t, als ein Satz itiber innere Automorphismen oder auch iiber 
»verschrinkte Darstellungen“. Der Beweis ergibt sich aus dem oben 
genannten Satz iiber zerfallende Algebren durch rein algebraisch -arith- 
metische Uberlegungen, wihrend in ersterem Satz der Normensatz im 
zyklischen Fall — es geniigt Primzahlgrad — als transzendenter Kern 
steckt. Zum besseren Verstindnis der Formulierung schicke ich den — 
im folgenden nicht gebrauchten — ,,Hauptgeschlechtssatz im Minimalen‘‘*) 
voraus, einen elementar-algebraischen Satz*), der im zyklischen Spezialfall 
in den bekannten Satz 90 aus Hilberts Zahlbericht tibergeht, wonach N (a) 








1) Vgl. dazu meinen Ziricher Vortrag, Verhandl. des internat. Math. Kongr. 
Zirich, 1932. Bd. I: Hyperkomplexe Systeme in ihren Beziehungen zur kommu- 
tativen Algebra und Zahlentheorie, wo insbesondere auch die hyperkomplexe 
Formulierung von Normensatz und Hauptgeschlechtssatz ausfihrlich besprochen 
wird. Daselbst Literaturangabe. Fir den Satz iiber die zerfallenden Algebren 
vgl. auBerdem die Darstellung bei H. Hasse, Die Struktur der R, Brauersclien 
Algebrenklassengruppe. (6.1). Math. Annalen 107 (1932). 

2) Ich sage im ,,Minimalen“, da es sich um das algebraische Analogon des 
Hauptgeschlechtssatzes in beliebigen Kérpern handelt, wahrend im ,,Kleinen“ schon 
die Bedeutung des Ubergangs zu p-adischem Grundkérper hat. 

5) Der Satz findet sich bei A. Speiser, Zahlentheoretische Satze aus der 
Gruppentheorie, S. 3. Math. Zeitschr. 5 (1919), S.1—6. Der Satz wird hier 
schon als ein solcher iiber verschrankte Darstellungen ausgesprochen. 














412 E. Noether. 


dann und nur dann gleich Eins wird, wenn a = b'~*. Und zwar spreche 
ich auch schon diesen Satz als Satz iiber innere Automorphismen oder 
auch tiber verschrinkte Darstellungen aus und beweise ihn vermége der 
allgemeinen Satze tiber innere Automorphismen und verschrankte Produkt- 
darstellung der Algebren. An Stelle der letzteren tritt dann beim eigent- 
lichen Hauptgeschlechtssatz das verschrinkte Produkt von Idealklassen- 
gruppe und galoisscher Gruppe, aber mit einer feineren induzierten 
Idealklasseneinteilung fiir die Faktorensysteme, wodurch ein Analogon zur 
StrahJklasseneinteilung der Klassenkérpertheorie erfaBt wird. Da_ hier 
allgemeine Satze tiber Automorphismen und Darstellungen noch fehlen — 
der Hauptgeschlechtssatz kann als ein erster Schritt in dieser Richtung 
aufgefaBt werden — gebe ich, wie oben erwahnt, eine Zuriickfiihrung 
vermége des Satzes iiber die zerfallenden Algebren. Und zwar wird da- 
durch der Satz auf den entsprechenden fiir Ideale statt Idealklassen zuriick- 
gefiihrt; hier kénnen die Brandtschen Sitze iiber den Zusammenhang der 
Maximalordnungen einer Algebra‘) als Aquivalent der Automorphismen- 
siitze aufgefaBt werden. Sie geben in der Tat im Zusammenhang mit 
Betrachtungen iiber Maximalordnungen verschrinkter Produkte®) einen 
dem Beweise im Minimalen im wesentlichen parallel laufenden, wenn auch 
durch Zuriickgehen auf die einzelnen Stellen komplizierteren Beweis. Ich 
gebe daher lieber einen von E. Artin angegebenen fast trivialen Beweis, 
der ein hier noch einfacheres Anologon zu dem Speiserschen Beweis*) 
darstellt. 


§1. 


Hauptgeschlechtssatz im Minimalen. 


In diesem Paragraphen bedeute k einen beliebigen (kommutativen) 
Korper — nicht notwendig Zahlkérper — K/k eine separable galoissche 
Erweiterung n-ten Grades, © die zugehérige galoissche Gruppe. 


1. Es seien kurz die bekannten Tatsachen iiber verschrinkte Produkte 
zusammengestellt®). Das verschrinkte Produkt bedeutet eine gleichzeitige 


*) Die Brandtsche Theorie der Maximalordnungen findet sich dargestellt und 
ausfiihrlich neu begriindet bei H. Hasse, Uber y-adische Schiefkérper und ihre 
Bedeutung fiir die Arithmetik hyperkomplexer Zahlsysteme. Math. Aan. 104 (1931). 

5) Dariiber wird je eine Note von C. Chevalley (Hamb. Ber.), H. Hasse, 
E. Noether erscheinen, die beiden letzteren in einem Herbrand - Gedachtnisband. 

*) Die Theorie ist im AnschluB an eine Vorlesung von mir (1929/30) dar- 
gestellt bei H. Hasse, Theory of cyclic algebras, Kap. 2. Am. Transact. 84 (1932). 
Vgl. ferner einen Bericht von M. Deuring tiber hyperkomplexe Zahlen, der in den 
Ergebnissen der Mathematik erscheinen soll. Die hier gegebene Zusammenstellung 
entnehme ich meinem unter |. zitierten Ziiricher Vortrag. 
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Kinbettung von K und © in eine Algebra A derart, daB die Automorphismen 
von K innere werden. Es mégen us,,..., us, Symbole bedeuten, die den 
n Gruppenelementen entsprechen; dann setzt man A zuerst als Linear- 
fermenmodul vom Rang n nach K an: 

(1) A=uy K+... +s K. 

Vermége der Forderung des inneren Automorphismus — erzeugt durch 
die us, allgemeiner us K*") — wird A zu einem Ring, also zu einer Algebra 
vom Rang n? iiher k. Die Forderung driickt sich nimlich aus durch 

(2) usi' zug = 28 oder zug = Ugz5 


fiir jedes z aus K, 


(3) Ugly = Usrag 7 Mit agr, in K*, 
R 
(4) @s7,r 43,7 = 4s,7R 47,R; 
(Assoziativgesetz gleichbedeutend mit [usury] ug = Us [uz Ul). 


Definiert man jetzt noch das Produkt zweier beliebiger Elemente 
durch Dus bs. Super = Susur bscz, so wird A zum _ verschrinkten 
Produkt von K mit © bei Faktorensystem as 7; Bezeichnnng A = (as,7, K, 6). 
Man beweist, daB A eine einfache normale Algebra iiber k wird, also ein 
Matrizenring r-ten Grades D, iiber der zugeordneten Divisionsalgebra D, 
und daS K maximaler kommutativer Unterkérper, also Zerfillungskérper 
wird. Umgekehrt gibt es zu vorgegebener Divisionsalgebra D immer 
Matrizenringe D,, die auf die angegebene Art als verschrinktes Produkt 
erzeugbar sind. 

Geht man von ts zU Vs = UgCs mit cg in K* iiber, was denselben 
Automorphismus erzeugt, so entstehen ,,assoziierte‘’ Faktorensysteme 
(5) Isr = as, 7¢s Cr/Cgr. 

Insbesondere werden nach (5) die Faktorensysteme ds 7 = cs Cr/Csr 
zu eins assoziiert; diese cs C7/es 7 werden als TransformationsgréBen bezeichnet . 
Assoziierte Faktorensysteme werden in eine Klasse (a) zusammengefaBt, 
die TransformationsgréBen cy¢z/¢s7 also insbesondere in die Klasse (1). 
Ebenso fa8t man alle zu A ahnlichen Algebren, d.h. alle D, mit r = 1,2,... 
in eine Klasse & zusammen. Die Klassen U und (a) entsprechen sich ein- 
eindeutig. Die Klassen mit festem Zerfillungskérper K bilden gegeniiber 
direkter Produktbildung eine abelsche Gruppe, die isomorph ist dem glied- 
weisen Produkt der Klassen von Faktorensystemen. Einselement ist die 
zerfallende Algebrenklasse bzw. das System aller Transformationsgréfen cx ¢7/¢sr. 
Es handelt sich um die R. Brauersche Gruppe der Algebrenklassen. 


7) K* entsteht aus K durch Weglassung der Null; diese Bezeichnung wird 
allgemein benutzt. 
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Es sei noch kurz der Spezialfall der zyklischen Algebren angegeben, 
Ist Z/k zyklisch, S eine erzeugende Substitution der Gruppe, so kann man 
den Potenzen von S die Potenzen von u entsprechen lassen, und es kommt 


(1’) A=Z+4uZ+...+-'Z. 

(2’) zu = uz, 

(3’) w* = a. 

(4’) a liegt im Grundkérper k*. 

(5’) a = a-N(c), wenn v = ue gesetzt. 


Jedes Faktorensystem besteht also hier aus einem einzigen im Grund- 
kérper gelegenen Element « — Bezeichnung A = (a,Z,S) —; die Eins- 
klasse der Faktorensysteme ist durch die Normen aus Z* gegeben, die 
Gruppe der Algebrenklassen wird isomorph der Faktorgruppe k*/N (Z*). 

2. Die Formulierung des Hauptgeschlechtssatzes im Minimalen benutzt 
die Tatsache, daB die Relationen (2) bis (5) rein multiplikativ sind, und 
somit zugleich die aus den Elementen der » Komplexe us K* bestehende 
Erweiterungsgruppe ©* von © definieren: 

(6) G* = {us K*, ..., us, K*}. 


©* besitzt K* als abelschen Normalteiler, wihrend 6*/K* zu © isomorph 
wird®). ©* besteht aus der Gesamtheit der (requliren) Elemente g*, die K 
in sich transformieren, d.h. fiir die g*~' Kg* = K; die Ringautomorphismen 
von K werden also durch alle und nur die Elemente aus ©* erzeugt. Denn 
jedes solche g* erzeugt einen Ringautomorphismus von K; umgekehrt wird 
jeder solche Automorphismus durch Transformation mit einem Element 
v = Usw erzeugt, wo w die Identitét auf K induziert. w wird also mit 
allen Elementen von K vertauschbar, liegt somit in K, also K*, da K 
maximaler kommutativer Unterring. 

Hauptgeschlechtssatz im Minimalen. 1. Fassung: Jeder Gruppenauto- 
morphismus vor, ©*, der Fortsetzung des identischen von K* ist, ist ein 
innerer und wird durch ein Element aus K* erzeugt. 2. Fassung: Haben 
die TransformationsgréBen C3 Cres siimtlich den Wert Einz, so sind die cs 
symbolische (1 — S8)-ie Potenzen; d.h. es gibt ein b aus K* derart, daB 

8) Die Relationen (2) bis (5) bedeuten also einfach die definierenden Relationen 
bei Erweiterung von Gruppen. Eine solche Erweiterung existiert bekanntlich, so- 
bald es eine Untergruppe der vollen Automorphismengruppe von K* gibt — X* nur 
als multiplikative Gruppe aufgefaBt —-, die homomorphes Bild von © wird. Die 
Besonderheit des verschrankten Produkts liegt darin, daB dieser Homomorphismus 
ein Isomorphismus wird, und daB weiter als diese fragliche Untergruppe gerade die 
Gesamtheit der zugleich multiplikativen und additiven Automorphismen — d.h. die 
galoissche Gruppe von K — genommen wird, wodurch neben der Gruppenerweiterung 
die Ringerweiterung erzielt wird. 
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Cs = bi'-5 = B/bS fiir jedes S aus G. 3. Fassung: Die Gruppe © besitzt 
nur eine einzige zu Faktorensystem Eins gehérige verschrinkte Darstellungs- 
klasse ersten Grades in K*. 

Dabei heiBt eine Darstellung us + Cs verschrinkt zu Faktoren- 
system ag 7, wenn Cs Cy = Csrasr gilt. Zwei Darstellungen gehéren 
zur selben Klasse, wenn Cs = B-5 Dg B. 

Ich beweise die erste Fassung und zeige dann ihre Ubereinstimmung mit der 
zweiten und dritten Fassung. Dieser Beweis beruht darauf, daB jeder Gruppen- 
automorphismus der angegebenen Art sich zu einem Ringautomorphismus 
yon A fortsetzen laBt, der bekanntlich ein innerer ist. Seien namlich bei 
diesem Automorphismus vg die Bilder der us; dann bildet Lvs K wieder 
das verschrinkte Produkt von © mit K, zu demselben Faktorensystem, 
da nach Voraussetzung alle Relationen (2) bis (4) erhalten bleiben. Die 
Zuordnung 2 us bs > LY vgbg stellt einen Ringautomorphismus dar, bei dem 
die Elemente aus K sich selbst entsprechen. Dieser wird also nach dem 
liber G* Gesagten durch ein Element aus K* erzeugt. 

Der Ubergang zur zweiten Fassung beruht darauf, daB wegen (2) die vs 
von der Form vs = Ug¢s sein miissen; da auch die Faktorensysteme 
erhalten bleiben, miissen nach (5) die zugehérigen TransformationsgréBen 
gleich Eins werden. Ist dies umgekehrt der Fall, so zeigt wieder (2) 
bis (5), da8& die Substitution vy = usc einen Automorphismus der an- 
gegebenen Art von ©* bedeutet. Nach der ersten Fassung kommt also 

vg = b-'usb = usb/bS und damit ec; = b'-%, 
Im zyklischen Fall spricht sich insbesondere die Voraussetzung der zweiten 
Fassung nach (5’) aus zu N (c) = 1; und c = 6!~—§ gibt den bekannten Satz’). 

Die dritte Fassung ist unmittelbar gleichbedeutend der zweiten; denn 
deren Voraussetzung sagt aus, daB us +c, eine verschrinkte Darstellung 
ersten Grades zu Faktorensystem Eins bildet. Die Aussage cys = 6!~*% 
sagt aus, daB die Darstellung aquivalent der Einsdarstellung: cs ~ 1. 

Es sei aber bemerkt, daB diese dritte Fassung nur einen Spezialfall 
eines viel allgemeineren Satzes bedeutet, nimlich des folgenden: Bei vor- 
gegebenem Faktorensystem ag 7 gibt es nur eine einzige irreduzible verschriankte 
Darstellungsklasse; diese wird vom Grad m, wo m der Schursche Index 
der zugehérigen Algebra’), also der Grad der zugehérigen Divisionsalgebra. 


*) Der hier gegebene Beweis gilt insbesondere auch, wenn k nur endlich viele 
Elemente enthalt, ein Fall, wo der Hilbertsche Beweis versagt, der Speisersche 
allerdings giiltig bleibt. 

1°) I. Schur, Einige Bemerkungen zu der vorstehenden Arbeit des Herrn 
A. Speiser®). Math. Zeitschr. 5 (1919), S.7—10. Fir einen Beweis auf Grund der 
verschrinkten Darstellungsmoduln [aus meiner unter °) zitierten Vorlesung] vgl. 
den unter *) zitierten Bericht von M. Deuring. 
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Der Hauptgeschlechtssatz. 

1. Vorbemerkungen tiber Klasseneinteilung. In dem auf zyklische Relativ- 
kérper beziiglichen Hauptgeschlechtssatz der Klassenk6érpertheorie treten 
bekanntlich zwei verschiedene Klasseneinteilungen auf: absolute Ideal- 
klassen im Oberkérper, Strahlklassen im Unterkérper. Dem wird im 
allgemeinen Fall entsprechen, daB eine Klasseneinteilung der Ideale des 
Oberkérpers eine feinere Idealklasseneinteilung fiir die Faktorensysteme 
induziert. 

Bedeutet niamlich vorerst 3 die Gruppe aller Ideale aus K, so ist — 
da © Automorphismen in 3 erzeugt — die Erweiterung mit © vermége (2) 
bis (5) definiert und besteht aus den Elementen der n Komplexe {...us3...}. 
Geht man in 3 durch Aquivalenzfestsetzung zur Gruppe 3 der absoluten 
Idealklassen iiber, so sind auch jetzt die » Komplexe ug3 definiert; 
denn © erzeugt auch Automorphismen von 5, da die Hauptklasse durch 6 
in sich transformiert wird"). Das heiBt aber, daB die von 3 zu 9 
fiihrende Aquivalenzbeziehung sich von {...uy3...} auf {... us...) 
iibertragen l4Bt; aquivalenten Idealen a und b lassen sich Aquivalente 
Produkte usa und usb zuordnen. Insbesondere werden die us aquivalent 
zu allen Produkten usg(cs), wo (cs) alle Hauptideale aus 3 durchilauft. 
Fordert man nun, daB die Produktrelationen (3) eindeutig sind im Sinne 
dieser Aquivalenz, so heiBt das, daB alle TransformationsgréBen aus Haupt- 
idealen (c) (cz)/(es7) dem Einsfaktorensystem aquivalent werden. Mit 
anderen Worten: 

In dem System der n Kompleze |...us3...}, wo 3 die Gruppe der ab- 
soluten Idealklassen aus K und H insbesondere die Hawptklasse bedeutel, 
sind die Produktrelationen (3) fiir die ugH dann und nur dann eindeutig 
definiert, wenn in der induzierten Idealklasseneinteilung der Faktorensysteme 
die Hauptklasse alle TransformationsgréBen aus Hauptidealen, also mit Er- 
zeugenden (cs) aus H enthdlt. 

Im Anschlu8 an diese Tatsache gebe ich als Verallgemeinerung der 
Strahlklasseneinteilung die 


Definition: Die induzierte Idealklasseneinteilung der Faktorensysteme 
werde dadurch jestgelegt, daB die Hauptklasse aus allen Hauptidealen (as, 7) 
besteht mit je mindestens einem Basiselement as 7 derart, daB die Algebren 
(as, 7, K, ©) an allen Verzweigungsstellen von K zerjallen. 





11) Allgemein ist |...u.3...} definiert, sobald als Hauptklasse eine © gestattende 
Untergruppe von 3 genommen wird; TransformationsgréBen aus deren Idealen 
treten dann an Stelle der TransformationsgréBen der Hauptideale. 
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Diese Hauptideale (as 7) bilden im Sinne der Verkniipfung der Faktoren- 
systeme eine Gruppe; diese Gruppe umfaSt die TransformationsgréBen 
(cs) (cr)/(esr); denn die Faktorensysteme Cher /¢sy erzeugen iiberall zer- 
fallende Algebren. 

2. Formulierung des Hauptgeschlechtssatzes. Ich spreche den Satz ent- 
sprechend dem Satz im Minimalen in drei gleichbedeutenden Fassungen aus. 

Erste Fassung: Entsteht, bei Zugrundelegung der induzierten Idealklassen- 
einteilung der Faktorensysteme, durch die Substitutinn vs = usts) ein 
Automorphismus der n Komplexe (... Mig doen} — d.h. bestehen fiir vs im 
Sinne dieser Klasseneinteilung dieselben Relationen (3) — so ist dieser Auto- 
morphismus ein innerer und wird durch eine Idealklasse b erzeugt. 

Zweite Fassung: Gehdren die aus den Idealklassen ¢s gebildeten Trans- 
formationsyréBen €% C7/tsz sdmtlich der Hawptklasse der induzierten Klassen- 
einteilung der Faktorensysteme an — die Gesamtheit dieser ,,Vektoren“ 
(...€ ...} aus Idealklassen bildet das Hauptgeschlecht —, so sind die 
Klassen ¢; symbolische (1 —-S)-te Potenzen; d.h. es gibt eine Idealklasse b 
derart, daB ts = 61-5 = b/bS fiir alle S aus 6. 

Dritte Fassung: Bei Zugrundelegung der induzierten Idealklassen- 
einteilung fiir die Faktorensysteme besitzt die Gruppe G nur eine einzige, 
zur Einsklasse der Faktorensysteme gehérige verschrinkte Darstellungsklasse 
ersten Grades in 3. 

DaB die verschiedenen Fassungen gleichbedeutend sind, folgt wie in §1; 
der Ubergang von der ersten zur zweiten Fassung wird noch einfacher, 
da der Automorphismus schon durch vs = uss erzeugt vorausgesetzt ist. 
Diese Voraussetzung ist notwendig, da jetzt 3 nicht mehr gréBte kommu- 
tative Untergruppe zu sein braucht (es kénnen alle Klassen von 3 ambig 
sein). Zu der dritten Fassung ist zu bemerken, da8 als Darstellungs- 
matrizen, da in 3 nur multiplikative Verkniipfung definiert ist, jetzt nur 
solche auftreten, die in jeder Zeile und Spalte nur ein von Null ver- 
schiedenes Element enthalten; fiir Darstellungen ersten Grades ist das keine 
Einschrinkung. 

3. Beweis des Hauptgeschlechtssatzes. Ich gebe den Beweis der zweiten 
Fassung. Der Beweis beruht auf zwei Hilfssitzen. 

Hilfssatz 1. (Hauptgeschlechtssatz der Ideale): Ergeben die aus den 
Idealen cy gebildeten Transformationsgrépen Cs ¢r/ts7 das Einheitsideal, so 
sind die cs symbolische (1 — 8)-te Potenzen; cs = b'—§ fiir alle S aus G. 
Gleichbedeutend damit ist wieder die erste und dritte Fassung, wobei in 
der ersten Fassung, wie bei den Idealklassen, der Automorphismus als 
durch vy = Ug ¢x erzeugt vorausgesetzt werden muB. 


2) T, bedeutet die Idealklasse von ¢.. 
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Beweis"). b = XY cg leistet das Verlangte; unter der Summe ist 
dabei die Modulsumme, also der gréBte gemeinsame Teiler, verstanden. 
Denn es kommt 


b= Ses; b7 = Tes; bree = Seder = Stgr = dB; also cr = b'-T. 


Hilfssatz 2. (Satz iiber zerfallende Algebren in anderer Fassung): 
Zerfallt die Algebra A = (as,7, K, G) an allen (endlichen und unendlichen) 
Verzweigungsstellen von K, und bilden die Hawptideale (as, 7) Transformations- 
gréBen von Idealen — (as 7) = ts ¢r/tsr — so zerfillt A iiberall, also 
schlechthin. Die (as,7) werden also Transformationsgrépen von Hauptidealen 
(as,r) = (ds) (dr)/(ds7)"*). Umgekehrt geniigt jede iiberall zerfallende Algebra 
dieser Bedingung. 

Der Beweis beruht auf dem bekannten Verhalten von A bei p-adischer 
Erweiterung: Es bedeute k, die p-adische Erweiterung von k, entsprechend 
Kg die P-adische von K, wo $ ein in p aufgehendes Primideal bedeutet; 
A, sei die durch Ubergang von k zu ky entstandene Erweiterung von A. 
Weiter sei 3 die Zerlegungsgruppe zu $ und a3 der zugehdérige Ausschnitt 
des Faktorensystems (d.h. a3 bestehe aus denjenigen as 7, fiir die S und T 
in 3). Dann gilt 

A, ~ (a3, Kg/kp, 3)”*). 


Ist p insbesondere unverzweigt, also 3 zyklisch, so handelt es sich um die 
ausgezeichnete Darstellung von A, vermége des unverzweigten Trigheits- 
kérpers Ky/k,**). 

Es ist zu zeigen, daB unter der Voraussetzung von Hilfssatz 2 
Ay, auch in diesem unverzweigten Fall zerfallt. Fiir unendliche Stellen p wird 
hier Kg = ky, also zerfallt A,. Fiir endliches p folgt vorerst, daB das 
Faktorensystem a3 einem aus Einheiten aus Kg bestehenden assoziiert ist. 
Denn in Kg werden alle Ideale cs; Hauptideale (cs); die Voraussetzung 
iiber (as,7) heiBt also: ay7 = €s,7 C3 Cr [Csr mit Einheiten es 7; das 
Faktorensystem a3 ist dem aus Einheiten es 7 bestehenden assoziiert. 


18) Vgl. dazu den SchluB der Einleitung. 

14) Genauer gilt: as p= a? d,/4, 7 Beim Beweis des Hauptgeschlechtssatzes 
wird aber nur die abgeschwichte Aussage iiber die Hauptideale benutzt. 

15) Vgl. dazu Hasse*), 14. Ein etwas einfacherer Beweis ist der folgende: 
Es bedeute Z den Zerlegungskérper zu $%; dann enthalt bekanntlich k, einen dazu 
isomorphen Z. Es gilt dann A, ~ (a3, K/Z, 3). Denn A, wird ahnlich der Gesamt- 
heit der mit Z elementweise vertauschbaren Elemente aus A (vgl. etwa v. d. Waerden, 
Bd. II, 8.210 oder meine in der Math. Zeitschr. erscheinende Arbeit itiber nicht- 
kommutative Algebra). Die Erweiterung von A, zu A, ergibt das obige Resultat. 
Welches der konjugierten § genommen wird, ist gleichgiltig; die entstehenden 
Algebren werden isomorph, gehen durch Transformation mit u, auseinander hervor, 
wenn © = 23T. 
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Es folgt weiter, daB auch beim Ubergang zu der normierten zyklischen 
Darstellung (1) bis (5’) diese Eigenschaft erhalten bleibt, daB also « Einheit 
wird in A, = (a, Ky/kp, R), wo R Erzeugende von 3. Denn dab es 7 
Faktorensystem, driickt sich aus durch die Relationen 


U pi Upj = Upi+j epi pir 
Das ergibt aber, wenn up, = u gesetzt wird, die Relationen 
6 on ° 
ul = Une 16 ++ Cp pi 


R, Rt R,R'—2° 


also insbesondere, da ug = eg x, wenn f die Ordnung von 3: 


wW=ua= Cr rep R—i+++ opp: 


Da aber, wenn Ky/k, unverzweigt, alle Einheiten Normen sind"), folgt. 
daB A, zerfallt. A zerfallt also iiberall, somit nach dem Satz iiber die 
zerfallenden Algebren schlechthin. Mit anderen Worten: Aus der Voraus- 
setzung folgt, daB as 7 Transformationsgréfen aus Elementen: as 7 = d7dr/ds7 
mit dg in K*, also (abgeschwicht): die (as 7) werden Transformations- 
gréBen von Hauptidealen. Ist umgekehrt A iiberall zerfallend, so werden 
auch die Hauptideale (as; 7) TransformationsgréBen von Idealen, da das 
an jeder Stelle gilt, und A zerfallt insbesondere an den Verzweigungs- 
stellen. Es handelt sich tatsichlich um eine andere Fassung der Voraus- 
setzung des Satzes iiber die zerfallenden Algebren. 

Aus den beiden Hilfssitzen folgt unmittelbar der Beweis des Haupt- 
geschlechtssatzes: Bedeutet cs je ein Ideal aus der Klasse ¢s, so sagt die 
Voraussetzung iiber die Klassen — unter Beachtung der Definition der 
induzierten Klasseneinteilung der Faktorensysteme — gerade aus, daB die 
Transformationsgr6Ben der cs Hauptideale (as) werden, die den Voraus- 
setzungen von Hilfssatz 2 geniigen. Es gibt also Hauptideale (ds) derart, 
da8 fiir die Ideale Ds = ¢s/(ds), die ebenfalls in den Klassen fy liegen, 
die Voraussetzung von Hilfssatz 1 erfiillt ist: die TransformationsgréBen 
der Ds werden gleich dem Einheitsideal. Also existiert nach Hilfssatz 1 
ein Ideal b derart, daB Ds = b1-*. Das hei®Bt aber, daB die Klassen Cy, 
symbolische (1 — S)-te Potenzen der Klasse b werden. 

Da8 der Hauptgeschlechtssatz im zyklischen Fall in den bekannten 
tibergeht, folgt daraus, daB die Hauptklasse der induzierten Klassen- 
einteilung dann, bei Zugrundelegung der Normierung, iibergeht in die 
Gruppe derjenigen Hauptideale («), fiir die « an allen Verzweigungsstellen 
Normenrest wird. 





16) Vgl. etwa die unter *) zitierte Arbeit von H. Hasse, § 3. 


(Eingegangen am 27. 10. 1932 ) 



















Uber zwei Typen von elliptischen Regelflichen 
achten Grades. 


Von 


A. Wiman in Upsala. 


1. Wir denken uns fiir die Punkte irgendeiner elliptischen Raumkurve 
in gewohnlicher Weise eine Darstellung durch den Parameter u, wobei als 
Moduln die Hauptperioden w und , auftreten. Zwischen den Punkten der 
Kurve hat man eine Schar von eindeutigen Korrespondenzen 
(1) u=u+e, 
durch welche zwei Scharen von elliptischen Regelflichen sich definieren 
lassen. Fiir die eine Schar werden die Regelflichen durch die Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte und fitr die andere durch die Schnittlinien der 
zugehérigen Schmiegungsebenen erzeugt. Beiden Scharen ist gemeinsam die 
abwickelbare Fliche, welche man fiir c = 0 erhalt. Fiir die drei Parameter- 
werte 

“ives iit ine aN 
bekommt man doppelt iiberdeckte Regelflachen; auch diese sind vom Ge- 
schlechte p = 1. 

Fiir die Regelflichen jeder von diesen Scharen hat man natiirlich 
charakteristische gemeinsame Eigenschaften zu erwarten. Da ein Element 
jeder Schar abwickelbar ist, so handelt es sich also um Regelflichen, welche 
den abwickelbaren Flachen besonders nahe stehen. Hier ist jedoch zu be- 
merken, daB jedesmal, wenn fiir ein Element der ersten Schar die nach (1) 
entsprechenden Punkte in einem Doppelpunkte koinzidieren, der Grad der 
betreffenden Regelfliiche um Eins erniedrigt wird. Die abwickelbare Flache 
hat dementsprechend einen um so viel niedrigeren Grad (= Rang) als die 
allgemeinen Regelflichen der Schar, als die Kuspidalkurve stationire Punkte 
besitzt. Man versteht hieraus, daB die fraglichen Analogien mit der ab- 
wickelbaren Flache am deutlichsten hervortreten, wenn die Kurve keine 
Riickkehrpunkte hat. In ganz entsprechender Weise verhalt es sich mit der 
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anderen Schar in bezug auf die stationiren Ebenen der Kurve. Und es gilt 
ziemlich allgemein, da8 auf einer Raumkurve entweder stationire Punkte 
oder stationaére Ebenen oder beiderlei auftreten. Doch findet man hierzu 
leicht Ausnahmen, und zwar besonders bei den Kurven, die einem Gewinde 
angehéren, indem fiir diese die gewdhnliche Singularitat nicht in stationiiren 
Punkten oder Ebenen, sondern in stationiren Tangenten besteht. 

Wenn von Kegeln abgesehen wird, so gibt es keine elliptische abwickel- 
bare Fliche von niedrigerem Range als 8. Mit dem Range 8 haben wir aber 
zwei Typen, welche sehr eingehend untersucht worden sind. Diese stehen 
zueinander in reziproker Beziehung, und fiir den einen hat man als Kuspidal- 
kurve eine C, erster Art*). Fiir jede von diesen beiden Typen besteht aber 
nur eine der zugehérigen Scharen von Regelflichen aus solchen 8. Grades 
(= R,). Fiir die andere Schar steigt die Gradzahl in beiden Fallen bis auf 24. 
Diese Erhéhung hat ihren Grund in den 16 stationiren Ebenen bzw. 16 statio- 
niren Punkten der jedesmaligen Kuspidalkurve. 

Eine Schar von R, bekommen wir somit, indem wir die Punkte einer C, 
erster Art, welche bei einer Korrespondenz (1) einander entsprechen, durch 
gerade Linien verbinden. Reziprok hierzu wird eine R, der anderen Schar 
durch die Schnittlinien der bei (1) einander entsprechenden Schmiegungs- 
ebenen einer elliptischen Raumkurve 4. Klasse erzeugt. In der folgenden 
Darstellung werden wir aus Riicksichten der bequemeren Terminologie 
vorzugsweise die erste Schar behandeln. Als ein Hauptresultat kénnen wir 
anfiihren, daB oo’ solcher Scharen miteinander eng verkettet sind, so daB es am 
Ende sich um eine Schar von 2* R, handeln wird. Dabei erfiillen die zugehérigen 
C, eine besondere Fliche 4. Ordnung. 

Eine Behandlung dieser Schar findet man bei R. Sturm*). Es wird nach- 
gewiesen, daB die R, Doppelkurven C, in den vier Hauptebenen besitzt. Da- 
gegen ist von den vier zur Doppeldeveloppablen gehérenden Kegeln 2. Grades 
(= K,), von denen bei uns ausgegangen wird, keine Rede. 

In ganz anderer Weise eingehend hat De La Gournerie die beiden Typen 
von R, behandelt*). Seine Untersuchungen wurden mir aber erst bekannt, 
nachdem ich meine eigenen zu Ende gefiihrt hatte. Doch sind verschiedene 
unter den von mir erhaltenen Ergebnissen neu; so das oben angegebene 
Hauptresultat. Auch sind die Methoden ganz verschieden. Bei La Gournerie 
ist z. B. gar keine Rede von den Korrespondenzen (1). Da zudem die Arbeit 


1) Soviel ich sehen kann, gibt es nur diese beiden elliptischen abwickelbaren 
Flaichen vom Range 8. 

8) ,,.Die Lehre von den geometrischen Verwandtschaften“ IV (1909), S. 208. 

5) ,,Recherches sur les surfaces réglées tétraédrales symétriques“ (Paris 1867). 
Diese Arbeit umfaBt nicht weniger als 288 Seiten. Uber die Hauptergebnisse wird 
in einigen Noten in den Comptes Rendus berichtet. 
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von La Gournerie in eine nicht verdiente Vergessenheit geraten zu sein scheint‘), 
so glaube ich meine Untersuchungen veréffentlichen zu diirfen. 

Ks sei noch erwahnt, da8 La Gournerie fiir die in Rede stehenden Regel- 
flichen besondere Benennungen eingefiihrt hat. Er bezeichnet also eine R, 
vom ersten Typus als eine Quadrikuspidale und eine R, vom zweiten Typus 
als eine Quadrispinale. 

2. Wir gehen also aus von einer (’, erster Art, welche bekanntlich als die 
Grundkurve eines F,-Biischels definiert werden kann. Als Koordinaten- 
tetraeder wihlen wir das gemeinsame, in bezug auf dieses Biischel selbst- 
konjugierte Tetraeder. In den Gleichungen der Flaichen treten dann nur 
die Quadrate der Koordinaten auf. Das Biischel enthalt vier Kegel K,, 
deren Gleichungen wir die Gestalt 


(2,) a+ y?+ w* = 0; 

(2,) z* + (1 — a) z?§— ay’? = 0; 
(2s) a? + 234+ gw? = 0; 

2,) y* — 2? + (1 — a) w? = 


geben kénnen. Da man niamlich betreffs der Koordinaten iiber Proportionali- 
tatsfaktoren verfiigt, so ist es erlaubt, fiir zwei von den Kegeln, etwa (2,) 
und (2,), die Koeffizienten in der oben angegebenen Weise zu wahlen, wodurch 
auch die Gleichungen der beiden iibrigen Kegel bestimmt werden. 

Offenbar gehért zu zwei Parameterwerten c und c¢, in (1), fiir welche 
man c+ c, =0 hat, dieselbe R,. Der Unterschied besteht nur in einer 
Richtungsinderung. Hieraus folgt, daB die Schar R, eine rationale Mannig- 
faltigkeit bildet, so daB sich also den einzelnen R, die Werte eines rationalen 
Parameters 4 zuordnen lassen. Wir verabreden, da fiir vier in derselben Ebene 
enthaltene Punkte der C, die Summe wu, + u,+ us -+ u, der Parameter- 
werte = 0 sein soll. Die Regelscharen des F,-Biischels schneiden aus der 
C, Involutionen aus, so daB man stets fiir jedes Paar zusammengehdriger 
Punkte die Parametersumme u, + u, = y hat, wo y eine Konstante bezeichnet. 
Zu zwei konjugierten Regelscharen, welche also gegenseitig zueinander 
Leitscharen sind, gehéren dann die Summen y und —-y. Fiir die vier Kegel K, 
ergibt sich hieraus die Bedingung 2y = 0, woraus man die vier Lésungen 
@ @ +4, 


2 2 





y= 0 
bekommt. 








4) Es ist mir z. B. nicht gelungen, eine Erwahnung der Arbeit von La Gournerie 
in der Enzyklopidie der Mathematischen Wissenschaften zu finden. Ich wurde auf 
dieselbe durch ein Referat in Salmon-Fiedler, ,,Analytische Geometrie des Raumes* 
(3. Auflage, 1880), S. 316, aufmerksam gemacht. A. Cayley hat der Arbeit von La Gour- 
nerie einige Noten hinzugefiigt. Er hat-sich noch mit denselben Fragen in den Cam- 
bridge Transactions 11, 2 (1868), und den Edinburgh Transactions 25 (1868) be- 
schaftigt. 
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Die Beziehungen zwischen der R, und den K, wollen wir bei dem Kegel (2,), 
fir welchen wir y = 0 annehmen, niaher studieren. Fiir zwei Erzeugende 
des K, seien die Argumente u,, —u, bzw. tu, —,. Offenbar gehéren die 
Verbindungsgeraden der Punkte u,, u, und — u,, — u, gleichzeitig zur Rg. 
Auf Grund der Symmetrie schneiden diese Linien einander in einem Punkte 
desjenigen Teiles der Doppelkurve, der in der Hauptebene z = 0 gelegen 
ist, welche der Kegelspitze z= y = w = 0 gegeniiberliegt. Ebenso um- 
hiillen die Ebenen durch solche Linienpaare einen Kegel mit der Spitze 
z= y = w = 0, der einen Teil der Doppeldeveloppablen der R, darstellt. 
Durch einfache Uberlegungen erschlieBt man, da8 dieser Kegel mit (2,) die- 
jenigen vier Erzeugenden gemeinsam haben muB, welche die C, beriihren. 
Es folgt hieraus, da8 der Schar der R, ein K,-Biischel als Bestandteil der 
Doppeldeveloppablen zugeordnet wird. Die Beriihrungspunkte jener vier 
Erzeugenden liegen in der Ebene z = 0 und werden, wie leicht einzusehen 
ist, durch ein beliebiges von den drei Ebenenpaaren 


(l—a)z*—ay*=0, 2*+aw?=0, y?+ (l—a)w?=0 


ausgeschnitten. Die Gleichung des fraglichen K,-Biischels l48t sich mithin 
in der Gestalt 


(3) a (1 — a) [z* + y*+ w*] —A[(1 —a) 2* —ay*] = 0 


schreiben. Fiir A = co, —(1—a), a erhilt man aus (3,) die drei Ebenen- 
paare, deren Gleichungen oben aufgeschrieben sind. Man ersieht hieraus. 
da8 es diese drei A-Werte sind, fiir welche die R, in eine doppelte R, iibergeht. 

Bekanntlich haben letztere drei R, je zwei Gegenkanten des Tetraeders 
der vier Kegelspitzen (2) zu doppelten Leitgeraden®), Fiir 4 = oo sind also 
diese doppelten Leitlinien s = y = 0 undz=w=0. Wiinscht man jetzt 
fiir die anderen drei Kegel, welche mit (3,) zusammengehéren, die Gleichungen 
aufzuschreiben, so hat man bei (2,) mit einem Gliede z* + y*, bei (2,) mit 
2* — (1 — a) w* und bei (2,) mit z* + aw* zu erginzen. Hierbei sind gewisse 
Proportionalitétsfaktoren hinzuzufiigen, welche man dadurch bestimrut, 
da8 fir 4 = — (1 —a), a die betreffenden Kegel in zwei Ebenenpaare ze” - 
fallen sollen. Wenn man diese Bedingungen beachtet, findet man fiir die 
tibrigen drei K,-Biischel, die zu den Doppeldeveloppablen der R,-Schar 
gehoren, die Gleichungen 


(33) (1 —a) c?— ay? + 28+ A(z?+ y?, =0; 
(3) (1 —a) (2? + 2* + aw] + Az — (1 —a) w¥] = 0; 
®) a[y*—2* + (1—a) w¥] + A(2* + awt) = 0. 





5) Die vier Punkte der C,, welche in einer Ebene durch eine solche Kante liegen, 
werden in drei Weisen in zu Involutionen gehdrige Paare zerlegt. Zwei von diesen 
Involutionen gehéren zu zwei von den vier K,, die dritte zu einer von den drei R,. 
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Die R, hat mit jeder Regelschar durch C,, also auch mit den vier K,, 
vier Erzeugende gemeinsam. Wenn fiir den Kegel (2,) auf einer von diesen 
Linien die Punkte der C, die Argumente u, —u haben, so kénnen wir dieselben 
durch 2 « = c bestimmen, wodurch wir die Lésungen: 


c c 
1) oe” Be 
c @w f om 
} ie wd i eal a 
2) > > 9 > 9? 
= = = 2 
P c , Wy c ,. 
3) ae Se se es 
c @ + @, Cc , O- wy, 
4) 5405", -$ 45 
2 2 2 2 


erhalten. In jeder der vier Kegelspitzen bekommt somit die Doppelkurve 
der R, einen sechsfachen Punkt, der sich in Doppelpunkte fiir die drei ebenen 
Doppelkurven C, aufteilt, welche in den durch die Kegelspitzen gehenden 
Koordinatenebenen liegen. Diese Verteilung entspricht, wie leicht zu sehen ist, 
den drei Méglichkeiten, die oben bezeichneten vier Linien in zwei Paare 
za zerlegen *). 

Die Ebenen durch je zwei Erzeugende der R,, welche einander in einem 
Punkte der C, schneiden, umhiillen einen Teil der Doppeldeveloppablen von 
der Klasse 12 (= D,,). Doch gibt es in der Schar vier verschiedene Rg, fiir 
welche diese D,, in eine dreifache Developpable von der Klasse 4 (= D,) iiber- 


geht”). Die fraglichen vier R, gehéren zu den Kombinationen 


tenn 2. S. 2S SS 

ee Se ee 

Stellen wir uns die Frage nach den vier Ebenen der D,, welche fiir + c =/3 
durch einen Punkt der C, mit dem Argumente u hindurchgehen, so finden 
wir, daB zu diesen Ebenen die folgenden Tripel von C,-Punkten gehoren 
miissen : 


6) Mit diesen ebenen Doppelkurven C, beschaftigt sich La Gournerie eingehend. 

7) Diese Spezialisierung der Quadrikuspidale mit einer dreifachen Developpablen D, 
findet sich nicht bei La Gournerie; dasselbe gilt von dem dazu reziproken Untertypus 
der Quadrispinale mit einer dreifachen Kurve vierter Ordnung. 





_ 


ex wh, we & ts. & te 2a ak 2. oe lume 


Qa. 








Elliptische Regelflachen achten Grades. 425 


3. Wenn man drei Kegelschnitte in allgemeiner Lage als Leitkurven fiir 
eine Regelflache nimmt, so hat offenbar diese die Kegelschnitte als vierfache 
Kurven. Es ist auch unmittelbar einleuchtend, daB in der Ebene jedes 
Kegelschnittes vier Doppelerzeugende der Regelfliche liegen miissen, welche 
die Schnittpunkte der Ebene mit den beiden anderen Kegelschnitten ver- 
binden. Es wird hierdurch die bekannte Tatsache bestitigt, daB die Regel- 
fliche den Grad 16 haben mu. Ein beliebiger von diesen Kegelschnitten 
schneidet die um die beiden anderen umbeschriebene Developpable, die den 
Rang 8 hat, in 16 Punkten, welche fiir den vierfachen Kegelschnitt Ver- 
zweigungspunkte bedeuten. Da eine vierfache Ebene mit 16 Verzweigungs- 
punkten als Riemannsche Flache das Geschlecht 5 hat, so findet man hieraus, 
daB ein Querschnitt der Regelfliche, und also die Regelfliche selbst, das 
Geschlecht 5 haben muB, was auch natiirlich schon bekannt ist. In der 
Quadrispinale, die zu der oben behandelten R, reziprok ist, haben wir einen 
Fall, wo die drei Leitkegelschnitte Doppelkurven einer R, vom Geschlecht 1 
sind, und wo iiberdies noch ein vierter Doppelkegelschnitt hinzukommt. Die 
R,, muB8 also in diesem Falle zerfallen, und es ist woh] zu erwarten, daB die Rg, 
zu welcher die drei Kegelschnitte noch Leitkurven sind, analoge Eigen- 
schaften, also noch einen vierten Doppelkegelschnitt haben wird. Wenn 
dies zutrifft, hat man zu entscheiden, ob fiir die beiden R, die vierten Doppel- 
kegelschnitte verschieden sind oder zusammenfallen. Nimmt man als R, 
die zu zwei Kegelschnitten umgeschriebene Developpable, so sind offenbar 
beide R, identisch. Dieses Beispiel scheint dafiir zu sprechen, daB die restieren- 
den vierten Doppelkegelschnitte zusammenfallen werden. 

In Ubereinstimmung hiermit untersuchen wir, inwieweit es méglich ist, 
die linken Glieder von (3,), . . ., (3,) so umzuordnen, daB die Kegel (2,), . . ., (24), 
von denen wir ausgegangen sind, durch vier Kegel eines anderen F,-Biischels 
ersetzt werden. Von diesen vier Kegeln aus soll die neue Gestalt der 
Gleichungen sich in ahnlicher Weise herleiten lassen wie (3,),..., (3,) aus 
(2,), . . ., (2,4). Wir machen hier den folgenden Ansatz, wobei zwei Parameter x 
und x, nachher zu bestimmen sind: 


(4,) a(1—a)w*® + xa(1—a) (2? + y*) —A(1—x,) [((l—a) 2 —ay’] 
+ (1—x)a(1—a) (2° + y*)— Ax, [(1 —a) 2*—ay'] = 0; 
(4,) 2° -+- x[(1 —a) 2? — ay*] + A(1 — x,) (2* + y’) 
+ (1— x) [(1l — a) 2? — ay] + Ax, (2? + y*) = 0; 
(4,) (1 — a) a + x(1 —a) (2 + aw’) + A(1 — x,) [2° — (1 —a) w*] 
+ (1 — x) (l—a) (2 + aw’) + Ax, [2 — (1 — a) w*] = 0; 
(4,) ay’? —- xa[z* — (1 —a) w*] + A(1 — x,) (22 + aw’) 
— (1 — x)a[z* — (1 — a) w*] + Ax, (22 + aw’) = 0. 
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Hier ist erstens die Bedingung zu erfiillen, daB die folgenden vier Kegel 
(5,) a(1—a)w*+xa(1—a) (2 + y*) —A(1—x,) [((l—a) #&—ay’] = 0; 
(5,) 2°-+ *[(l—a) ##—ay'] +A(1—x,) (2? + y*) = 0; 
(5,) (l—a) 2? + «(1— a) (2? + aw’) + A(1 — x,) [2 —(1—a) w*] = 0; 
(5,) ay’— xa [2—(1—a)w*] + A(1— x,) (4 + aw’) = 0 
demselben Biischel angehéren sollen. Aus (5,) und (5,) erhalten wir 
(1 — a) (z* + aw’) + x(l1—a) 2° +A(1—x,)y’? = 0; 

a(z*— (1— a) w*] —xay’?+A(1—x,)2* = 0. 
Durch Einfiihrung in (5,) und (5,) bekommen wir hieraus 

* a (1—a) (1 — 4) — (1 —x,"] 2° = 0; 


I 





[a (1—a) (1—- 4) — 8 (1—»,)] y* = 0. 
Die Bedingung, um welche es sich handelt, ist also 
(6) a(1—a) (l— #7) —#(1—x,)* = 0. 


Beriicksichtigen wir jetzt, in welcher Weise die Binome 2’ + y’, 
(1 —a) 2 —ay’, 2+ aw*, 22—(1—a)w’ in (3,), ..., (3,) auftreten, und 
iibertragen wir diese Verhiltnisse auf (4,),..., (4,), so erhalten wir neue 
Bedingungen, welche sich jedoch auf eine einzige reduzieren lassen. Durch 
die Forderung, da8 die Ausdriicke 


xa (1—a) (2? + y*) —A(1—x,) [(1 —a) 2*—ay'], 
(1— x) (1 —a) a* —ay*] + Ax, (2* + y’) 
sich blo8 durch einen konstanten Faktor unterscheiden diirfen, ergibt sich 
fiir diese Bedingung 
(7) a (1 —a) x (1 —x) + A®x, (1 —x,) = 0. 
Nun geniigt man den Gleichungen (6) und (7) erstens durch x = x, = 1. 


Diese Lésung fiihrt aber zu (3,),...,(3,) zuriick. Als weitere Méglichkeit 
hat man 


(8) x-+ x, = 0; 
_ a(l—a)—2 
(9) deed = Ys 


Es gibt also noch eine zweite Rg, fiir welche die vier Kegel (3,), . - ., (34) 
als Bestandteile der Doppeldeveloppablen auftreten. Diese R, apt sich im der- 
selben Weise wie die urspriingliche erzeugen. Doch dndert sich fiir dieselbe 
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die C,, auf welche die Korrespondenz (1) sich bezieht, mit 4. Die vier Kegel- 
scharen durch die C, lassen sich durch die folgenden Gleichungen ausdriicken: 


(10,)  [a(1—a) + a*] w + [a (1 — a) —24(1— a) — 2} 2? 
+ [a(l1—a) + 2Aa—?]y* = 0; 

(10,) [a(1—a) + A*) 2? + (l—a)[a(l—a) + 2Aa— 2] 2 

—a [a(l—a)— 2A(1— a) — A] y? = 0; 
(10,) [a(L—a) + a] 2* + [a(1—a) + 2Aa— 2) 2* 

+ a[a(l1—a)—2A(1—a)— A] u* = 0; 
(10,) fa(1 —a) + A*] y* — [a (1 —a) —2A(1—a) — A} 2 

+ (1—a) [a(1— a) + 2Aa—/*]u* = 0. 
Fiir A = 0 bekommen wir hieraus (2,), . . ., (2,), wie es ja sein soll. 


4. Zu jedem A-Werte gehért eine C, und also eine ebensolche Schar 
von R, wie die urspriingliche, und wir bekommen in dieser Weise ein System 
von co* R,. Es ist die Frage, wie, dieser Tatsache entsprechend, die vier 
Systeme (3,), ..., (3,4) von oo? Kegeln sich in Systeme von je co* Kegeln 
erweitern lassen. Indem wir einen neuen Parameter yu einfiihren, finden wir 
unmittelbar fiir die fraglichen Kegelsysteme die folgenden Gleichungen: 


(11,) {a (1 —a) + A*] w* + [a (1 —a) — 2A (1—a) —27*) 2° 
+fa(l—a)+ 2Aa—/*]|y° 
saa [(1—a) [a(1—a) + 2Aa—/?] 2? 
: —-a[a(1—a) —2A(1—a)—/']y*| = 0; 
(11,) [a (1—a) + A] 2* + (1—a) [a (1—a) + 2Aa— A) x 
—af[a(l—a)—2A(1—a) —/*] y’ 
+ w[[a(1-—a)—24(1—a) — 2] 2° 
+ [a(l—a) + 2Aa—#]y’| = 0; 
(11,) fa (1—a) + 4°] 2? + [a (1—a) + 2Aa— A) 2° 
+ a[a(1—a)— 24(1—a) — A’) w* 
+- — {{a(1—a) —24(1—a) — A] 2 
—(1—a)[a(1—a) + 2Aa—#]w*| = 0; 
(1l,) [a(l—a) + A} y?—[a(1—a) —2A(1—a) — A’) 2 
+ (l1—a)[a(1—a) + 2Aa— A] 
+ “[[a(1—a) + 24a— A] 24 
+ a[a(1—a) —2A(1— a) —/*]w*] = 0. 
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Zu jedem A-Werte, d.h. zu jeder C,, gehéren drei u-Werte, fiir welche die 
zugehérige R, in eine doppelt iiberdeckte R, tibergeht. Als solche Werte 
finden wir 

a(l—a)—2A(1—a)— #? 


ee a(l—a)+24a—2 
idle ne a(i—a)+2ie_a” 


a(l—a)— 24 (1—a)— 23° 





—(l—a)- 





Zu jedem Paar /,, A, kann man immer die zugehérigen Parameter j,, p, 
so bestimmen, daB (A,,4,) und (A,, u.) dasselbe System (11,), .. ., (11,) 
liefern. In der Tat lassen sich hierfiir die Werte von , und u, durch lineare 
Gleichungen bestimmen. Betrachten wir also die zu zwei beliebigen C, des 
Systems (10,),...,(10,) gehdrigen beiden R,-Scharen, so kinnen wir immer 
aus jeder Schar je eine R, auswihlen, so daB die zugehérigen Doppeldeveloppablen 
dieselben vier Kegel (11,), . . ., (114) enthalten. Fiir 2, — 2, riicken die beiden R, 
in eime abwickelbare Fliche zusammen. 

Das System der C, erfiillt eine Fliche, deren Gleichung sich durch 
Elimination von 4 zwischen (10,) und (10,) bestimmen la6t. Es ergibt sich 


(12) (l1— a) 2* + ay* — z*—a(1—a)w* = 0. 


Hierzu wiirde eigentlich noch (1— a) z*-+-ay*=0 hinzukommen. Die 
Bedeutung hiervon bezieht sich aber nur auf die beiden A-Werte 
4? + a(1—a) = 0, fiir welche (10,) und (10,) zusammenfallen. Man findet 
auch umgekehrt, daB eine C,, fiir welche das Koordinatentetraeder das 
selbstkonjugierte Tetraeder bedeutet, nur auf einer einzigen Fliche 


(13) Azt+ By*+ Caz+ Dwt=0 


liegt. Fiir die urspriingliche C, z. B. kann man (2,) und (2,) benutzen, um w* 
und z* durch z* und y® auszudriicken. Durch Einsetzung in (13) findet man 
dann zwischen A, B, C, D Relationen, welche auf (12) fiihren. Nun befinden 
sich auf einer Fliche (13) zwei Systeme von C,, welche durch die Trans- 
formation § = z*, n = y*, ¢ = z*, w = w* aus den Erzeugendensystemen 
der Flache 2. Grades 

(14) A&-+ Br*?+ Cl? + Dw? =0 


hergeleitet werden kénnen. Aus den bekannten Eigenschaften der Erzeugenden 
einer F, schlieBt man, da8 je zwei C, desselben Systems einander nicht treffen, 
zwei C, von verschiedenen Systemen dagegen acht gemeinsame Punkte haben 
miissen, welche sich symmetrisch in bezug auf das Koordinatentetraeder 
verhalten. Die C,, welche durch die Kegelscharen (10,), .. ., (10,) definiert 
werden, gehéren offenbar zu demselben System. Das andere System be- 
kommt man hieraus durch Zeicheninderung eines beliebigen der Quadrate 
z*, y*, z*, w*. Betrachtet man also fiir zwei C,, die demselben System angehorig 
auf einer Fliche (13) liegen, die Scharen der zugehérigen R,, welche durch die 
Verbindungsgeraden der nach (1) einander entsprechenden Punkte erzeugt 
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werden, so gibt es zwei R,, niimlich in jeder Schar je eine, fiir welche die vier K, 
der Doppeldeveloppablen zusammenfallen. 

Einer Ebene, auf welcher zwei Erzeugende von (14) liegen, entspricht 
einer Flache 2. Grades, deren Schnittkurve mit der Flache (13) in zwei C, 
zerfallt, die zu verschiedenen Systemen gehéren. Hieraus erschlieBt man, 
daB der Komplex, welcher durch die Doppelsekanten der C, des einen Systems 
erzeugt wird, mit dem entsprechenden fiir das andere System identisch ist. 
Fir diesen Komplex gilt die Eigentiimlichkeit, daB die Komplexkegel fiir 
die auf (13) belegenen Punkte in zwei K, zerfallen. Durch den Punkt geht 
ja aus jedem System je eine C,, und der Komplexkegel mu8 die vom Punkte 
ausgehenden Sehnen dieser C, enthalten. Wie leicht zu sehen ist, gehéren 
zum Komplexe die vier Strahlenbiindel durch die Eckpunkte des Fundamental- 
tetraeders. 


Ist a reell und von 0, 1, co verschieden, so haben wir in (12) zwei positive 
und zwei negative Koeffizienten. Damit auf einer Fliche (13) reelle C, liegen, 
ist dementsprechend erforderlich, daB unter den Koeffizienten A, B,C, D 
zwei positiv und zwei negativ sind. Die C, ist dann entweder nullteilig oder 
aus zwei paaren Ziigen zusammengesetzt. Letzteres tritt dann ein, wenn die 
entsprechende gerade Linie auf der Flache (14) in dasjenige Gebiet hinein- 
dringt, wo &,7,¢,@ dasselbe Zeichen haben. LEinteilige C, erhalt man, 
wenn in (13) zwei Glieder konjugiert imaginar sind und die beiden tibrigen 
entgegengesetzte Zeichen haben. Besteht zuletzt (13) aus zwei Paaren 
konjugiert imaginarer Glieder, so bekommt man C, mit zwei unpaaren Ziigen. 
Der F,-Biischel durch eine solche C, kann offenbar nur Flachen mit zwei 
reellen Geradensystemen enthalten. 


Von diesem letzteren Falle, wo die vier Kegelsysteme (10) aus zwei 
Paaren konjugiert imaginarer Scharen bestehen, findet man bei La Gournerie 
keine Erwihnung.- Ubrigens hat La Gournerie diese Systeme (10) nicht. 
Doch hat er klargelegt, daB vier Kegel, wie (3,), . . ., (34), zu den Doppel- 
developpablen zweier verschiedener Quadrikuspidalen gehéren. Auf die 
Resultate von La Gournerie, welche nicht in Zusammenhang mit unseren 
eigenen Untersuchungen stehen, gehen wir nicht ein. 

5. Bei dem reziproken R,-Typus, den La Gournerie als Quadrispinale 
bezeichnet, sollen vier Doppelkegelschnitte auftreten. Wir kénnen unmittelbar 
die Gleichungen der Kegelschnittsysteme aufschreiben, welche zu den Kegel- 
systemen (11) reziprok sind. Indem wir der Kiirze halber 


a(l—a)+/* = E£; 
a[a(1—a)—2A(1—a) — 4*] — pw [a(1—a) + 24a— 7) = F; 
(l—a)[a(1—a) + 2Aa— /*] + p[a(1 —a) —2A(1—a)— 2] = G 
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setzen, erhalten wir 


_ wi 2 " ee 
(15,) 2=3 +e, +(l—a)G =9; 
23 yy 2 
2 2 22 
(15,) y= p+ pet(l—az =0; 
7 2 ot 
(15,) t=7-—a57+G =°?. 


Wir kénnen hier in gewohnlicher Weise Linienkoordinaten einfiihren und dann 
die Kegelschnitte durch Komplexgleichungen definieren. Es ergibt sich 


2 3 2 

(16,) i, = F+e-R +0—a) Fz = 0; 

= Ps. Pe, Pie. 

(16,) L=-F—F+Gq = 
p? p2 p2, 

(16,) 4h=Ft-ptil—as =; 
3 2 3 

(16,) j, = BoB + BH =0. 

Es besteht hier die Identitat 

(17) h—fe—fs+ fh = 9. 


Hierin finden wir einen Ausdruck fiir die Tatsache, daB, falls drei von den 
Kegelschnitten (15) Leitkurven einer Regelfliche sind, dasselbe von dem vierten 
Kegelschnitt gelten muff. Man kann sich natiirlich hier die GréBen EF, F,@ 
in verschiedenen Weisen von Parametern abhiangig denken. Bei der obigen 
Ausdrucksweise durch 2 und yu erhalten wir aber eine Schar von co? R, 
mit ganz besonderen Eigenschaften. Dieser oo*-Schar ist eine co}-Schar 
von elliptischen Kurven 4. Klasse zugeordnet, deren Ebenen eine Flache 
4. Klasse beriihren, die zu (12) reziprok ist. Die R, werden durch die Schnitt- 
linien der nach (1) einander entsprechenden Schmiegungsebenen erzeugt, 
und zu zwei beliebigen Kurven der Schar kann man in dieser Weise je eine R, 
bestimmen, welche ein gemeinsames System von Doppelkegelschnitten (15) 
besitzen. 

Fiir ein System von vier Kegelschnitten (15) findet man leicht eine 
charakteristische Eigenschaft. Drei beliebige von den Kegelschnitten schneiden 
namlich die Ebene des vierten in drei Punktpaaren, welche drei Paare einander 
gegeniiberliegender Ecken eines vollstandigen Vierseits darstellen. In den 
vier Hauptebenen bekommt man so vier Vierseite, dieden beiden Quadrispinalen 
gemeinsam sind, welche (15,),...,(15,) als Doppelkegelschnitte haben. 
Nun ist es einleuchtend, daB die Tangenten von drei Kegelschnitten in den 
in der Hauptebene des vierten Kegelschnittes gelegenen Punktepaaren durch 
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den gegeniiberliegenden Hauptpunkt gehen miissen. Die Ebenen durch die 
Linien des Vierseits und letzteren Punkt beriihren also simtliche drei Kegel- 
schnitte. Hieraus erschlieBt man, daB die beiden R, lings dieser Linien 
einander beriihren miissen. Man versteht auch, da die vier Linien fir die 
in Rede stehenden R, Torsalen mit gemeinsamer Torsalebene sind. Als 
Torsalpunkte treten die Schnittpunkte der Linien mit dem 4. Kegelschnitt 
auf, und zwar verteilen sich dabei diese Schnittpunkte auf die beiden R,; 
die Torsalpunkte sind mithin voneinander verschieden. 

Dafiir, daB die R, eine abwickelbare Flache ist, findet man die Bedingung, 
daB die Kegelschnitte (15) von den Geraden der in den betreffenden Ebenen 
gelegenen Vierseite beriihrt werden. Diese Bedingung wird fiir alle vier 
Kegelschnitte gleichzeitig erfiillt. Dieselbe reduziert sich also darauf, daB 
das aus den Linien 


V—E-wtVF-2+V@-y =0 


bestehende Vierseit dem Kegelschnitt (15,) umbeschrieben sein soll. Fiir eine 
abwickelbare R, muB also die Relation 





(18) p= _ 29 
befriedigt sein. Haben F£,F,G die im (15,),..., (15,) vorausgesetzten Aus- 
driicke, so fiihrt (18) auf ~ = 0, was ja auch von vornherein zu erwarten war. 

Bei diesem R,-Typus hat man auBer den vier Doppelkegelschnitten 
noch eine doppelte C,, vom Geschlecht 1. In der Ebene eines Doppelkegel- 
schnittes hat die C,, vier Doppelpunkte, und zwar in den Schnittpunkten 
des betreffenden Kegelschnittes mit dem oben erwihnten Vierseit, die keine 
Torsalpunkte fiir die R, bedeuten; durch diese Punkte gehen ja auBer der 
Linie des Vierseits noch zwei Erzeugende der R,. Die vier Punkte, welche 
die C,, auBerdem noch in der Ebene besitzt, miissen mit solchen Punkten 
des Kegelschnittes zusammenfallen, wo die Ebene durch die beiden Erzeugenden 
der R, die Tangente des Kegelschnittes enthailt. Nun wissen wir aus der 
Behandlung des reziproken Falles am Ende unserer 2. Nummer, da8 es in 
einer Schar vier besondere R, geben muB, fiir welche die doppelte C,, in eine 
dreifache C, iibergeht. Eine Bedingung hierfiir ist offenbar, daB die oben 
besprochenen beiden Systeme von vier Punkten koinzidieren. 

In seinen Untersuchungen nimmt Cayley seinen Ausgangspunkt von den 
vier Kegelschnitten 


_ = 1425 + 4,523 +4, 25 = 0; 
Ly = —4,, 7} + a4, 75 + 4,23 = 0; 
© = —G,, ti —4,, 25 + 4,25 = 0; 
z%, = —4a,, 2? —a,, 73 —a,,23 = 0. 
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Es ist dies eine Gestalt, in welche sich die Gleichungen (15,), . . ., (15,) leicht 
iiberfiihren lassen. Cayley hat die allgemeine Flache 8. Ordnung bestimmt, 
fiir welche diese Kegelschnitte Doppelkurven sind, und dann die Bedingungen 
gegeben, unter welchen die Flache eine Quadrispinale oder endlich abwickel- 
bar wird. 


La Gournerie und Cayley haben auch allgemeinere tetraedralsym- 
metrische Regelflichen in Betracht gezogen. Dabei treten in den Doppel- 
developpablen und Doppelkurven Kegel und ebene Kurven auf, welche aus 
den oben betrachteten Kegeln und Kurven 2. Ordnung dadurch erhalten 
werden, dafS man den Exponenten 2 durch einen beliebigen rationalen 
Exponenten n ersetzt. Nach unserer Meinung wire es von Vorteil, bei einer 
solchen Verallgemeinerung sich auf das Reelle zu beschrinken. Man kénnte 
dann fiir den Exponenten n eine beliebige reelle GréBe nehmen, so da es 
sich durch Kontinuitatsbetrachtungen klarlegen lieBe, wie die Eigenschaften 
der Regelflachen bei Anderung von n beibehalten bleiben. Es wiirde doch zu 
weit fiihren, hier naher auf diese Fragen einzugehen. 


(Eingegangen am 28. 7. 1932.) 
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Uber stetige Deformationen von Komplexen in sich. 


Von 


Heinz Hopf in Zirich und Erika Pannwitz in Berlin. 


Unter einer ,,Deformation“ eines Gebildes C wird im folgenden stets 
eine eindeutige und stetige Deformation von C in sich verstanden, also 
eine fir 0 << ¢ < 1 von dem Parameter ¢ stetig abhingende Schar ein- 
deutiger — nicht notwendigerweise eineindeutiger — und stetiger Ab- 
bildungen /, von C auf C oder auf Teile von C, wobei /,(p) = p fiir 
jeden Punkt p von C ist. Ist C, die durch f, gelieferte Bildmenge, so 
sagen wir, daB C in die Menge C, deformiert worden ist. 

Die allgemeine Frage, die den nachstehenden Untersuchungen zu- 
grunde liegt, ist: ,,Welche Gebilde kinnen in echte Teile von sich deformiert 
werden?“ Kin Gebilde C, bei dem dies unméglich ist, das also die Eigen- 
schaft hat, daB kein Punkt durch eine Deformation von C von der Be- 
deckung durch die Bildmenge befreit werden kann, soll ,,im Groen stabil‘ 
heiBen. 

Derartige Betrachtungen sind sinnvoll fiir beliebige topologische 
Raume C. Wir beschrinken uns aber auf Kompleze, und zwar auf 
homogen »-dimensionale Komplexe, bei denen also jedes k-dimensionale 
Simplex (0 <= k < n) auf einem n-dimensionalen Simplex liegt; ein Teil 
der Ergebnisse verliert seine Giiltigkeit, wenn man auf die Homogenitit 
verzichtet. Wir halten die Aufgabe fiir wichtig, festzustellen, inwieweit 
sich die Fragen aus dem angedeuteten Problemkreis mit Hilfe der Begriffe 
und Methoden der kombinatorischen Topologie beantworten lassen, und 
inshesondere, wie der Begriff der ,,Stabilitaét‘‘ mit den in der Homologie- 
theorie iiblichen Begriffen der ,,Geschlossenheit, des ,,Randes‘’ und des 
»Zyklus“ zusammenhingt. Wir werden, ohne die Aufgabe vollstindig zu 


lésen, Beitriige zur Beantwortung der angeschnittenen Fragen liefern. 
Mathematische Annalen. 108. 28 
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Leicht zu erledigen ist der Fall n = 1; hier gilt 

SatzI: Ein Streckenkomplexz ist dann und nur dann im Grofen 
stabil, wenn er keinen freien Eckpunkt besiizt'). 

Dabei verstehen wir unter einem ,,freien‘‘ (nm — 1)-dimensionalen Simplex 
eines n-dimensionalen Komplexes ein solches, das auf nur einem -dimen- 
sionalen Simplex liegt. Das Vorhandensein eines freien (m — 1)-dimen- 
sionalen Simplexes macht natiirlich die Stabilitét unmédglich; man kann 
dann ja offenbar bereits durch eine beliebig kleine Deformation in der 
Nahe der freien Seite ein Stiick des Komplexes von der Bedeckung durch 
die Bildmenge befreien. Es liegt dann eine besonders starke Form von 
Instabilitat vor; wir nennen sie ,,Labilitat‘‘, definieren also: ,,Der Kom- 
plex C heiBt labil, wenn er durch beliebig kleine Deformationen in echte 
Teile von sich deformiert werden kann“. 

Die Labilitét eines Komplexes ]48t sich nicht nur im eindimensionalen, 
sondern auch im allgemeinen Falle bereits an lokalen Eigenschaften, d. h. 
an dem Verhalten von C in der Nahe einzelner Punkte, erkennen. Um 
dies klarzustellen, definieren wir: ,,C ist im Punkte p labil“, oder auch: 
»p ist ein labiler Punkt, wenn jede Umgebung U von p so in sich de- 
formiert werden kann, daB diese Deformation noch auf der Begrenzung 
von U stetig und dort dauernd die Identitaét ist und daS ein Punkt 
von U von der Bedeckung durch die Bildmenge befreit wird; andernfalls 
sagen wir, daB C in p im Kleinen stabil ist, und nennen p einen stabilen 
Punkt; ist der Komplex C in allen Punkten im Kleinen stabil, so nennen 
wir ihn schlechthin ,,stabil im Kleinen.“ Nun besteht die Charakterisierung 
der Labilitét von C durch lokale Eigenschaften in der folgenden Tatsache: 
Die Labilitit von C ist mit der Existenz wenigstens eines labilen Punktes 
gleichbedeutend“. In der Tat ist zunichst nach den Definitionen selbst- 
verstandlich, daB die Labilitét in einem Punkte p die Labilitét von C 
schlechthin zur Folge hat. Ist andererseits C labil, so gibt es, wenn ¢, 
eine gegen 0 konvergierende Folge positiver Zablen ist, zu jedem 7 eine 
Deformation /{’(0 < t < 1) von C, die jeden Punkt um weniger als ¢; 
verschiebt und einen Punkt p; befreit; jeder Haufungspunkt p der 
Folge p, ist dann, wie man leicht sieht, ein labiler Punkt’*). 

Woran erkennt man nun die Labilitat eines Punktes und damit des 
ganzen Komplexes? Wir werden diese Frage nachher (Satz VI, VIa) voll- 


1) Beweis: § 1. 

2) Beweis: Bei einer beliebig feinen Unterteilung von C sei p Eckpunkt, 8, der 
Stern von p, B, die Begrenzung von S, (Erklarungen siehe unten vor Satz VI); 
die Mittelpunkte der Verbindungsstrecken von p mit den Punkten von B, bilden 
einen Komplex B,, der einen Stern S, begrenzt. Fiir jeden Punkt 2) C By 
verstehen wir unter z, den Schnitt des Strahles pz, mit B, und unter x, den 
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stindig beantworten; vorliufig stellen wir nur folgendes fest: wahrend 
fir » = 1, wie der Satz I lehrt, die einzige Méglichkeit fiir die Labilitat 
in dem Auftreten freier Ecken, also freier (n — 1)-dimensionaler Simplexe, 
besteht, ware es ein Irrtum, anzunehmen, daB auch in mehr Dimensionen 
keine weiteren Méglichkeiten vorhanden sind; es gilt niamlich 


Satz Il: Es gibt fiir jedes n >2 labile n-dimensionale Komplexe 


ohne freie (n — 1)-dimensionale Seiten *). 

Das einfachste Beispiel (n = 2) der Umgebung eines labilen Punktes e, 
von dem keine frei¢é Kante ausgeht, sieht folgendermaBen aus: Ein ge- 
wohnlicher Doppelkegel Q mit der Spitze e und eine Halbebene, deren 
Randgerade Erzeugende von Q und die im iibrigen zu Q fremd ist (§ 3, b). 

Beziiglich des Verhaltnisses der Stabilitét im Kleinen zu der Stabilitat 
im GroBen, von der wir ja ausgingen, ist zunichst die selbstverstandliche 
Bemerkung zu machen, da8 die Stabilitit im Kleinen notwendig fiir die 
Stabilitat im GroBen ist. Aus dem Satz I geht hervor, da8 fiir » = 1 
die beiden Stabilitatsbegriffe zusammenfallen; fiir n > 1 ist dies jedoch 
nicht so, vielmehr gilt 


Satz III: Es gibt fiir jedes n >2 n-dimensionale Komplexe, die zwar 
im Kleinen, aber nicht im GroBen stabil sind *). 

Hier ist das einfachste Beispiel (n = 2) eine Torusfliche, bei welcher 
in einen Meridian sowie in einen Breitenkreis je ein zweidimensionales 
Element so eingespannt ist, daB die Elemente mit dem Torus nur ihre 
Rander, miteinander nur den Schnittpunkt ihrer Rainder gemeinsam haben 
(§ 3, d). 

Wihrend, wie wir sahen, die ,,Stabilitét im Kleinen“ sich bereits in 
lokalen Eigenschaften auBert —- nimlich in dem Fehlen labiler Punkte —, 
laBt der Satz III] es als fraglich erscheinen, ob eine dhnliche lokale 
Cherakterisierung auch fiir die ,,Stabilitat im GroBen“ méglich ist. Diese 





Punkt, der die Strecke x, x, im Verhiltnis s : (1 — s) teilt. i sei‘so groB gewahlt, daB 
1 (8) c 8, 0 <t< 1), p, C Sm pv, ¢ fi (Bo) (0 < t < 1) ist. Setzen wir 





g,(z) = x fir zq 8, und fir zc B,, 
g,(z,) = 2, _, fir 28 >t, 

= 
9, (z,) = fi? o,(%o) far 28 < t, 

I—s 


g,(z) = (9 (x) fir x C Sp, 


so ist die Schar g, (0 < t < 1) eine Deformation von §,, die B, festhalt und p, 
befreit. 


*) Beweis: § 3, a. 
‘) Beweis: § 3, d fir n — 2, § 4 fir nm > 3. 
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Frage werden wir sogleich beantworten, und zwar verneinen kénnen, wenn 
wir den folgenden Satz heranziehen: 

Satz IV: Zu jedem stabilen Punkt p von C lapt sich ein im Groen 
stabiler Komplexr C, angeben, der einen solchen Punkt p’ enthilt, dap 
und p’ homéomorphe Umgebungen haben’). 

Jetzt erkennt man: Es ist unméglich, die Stabilitat im GroBen durch 
lokale Eigenschaften zu charakterisieren; denn ist C ein Komplex, wie er 
nach Satz III existiert, der also im Kleinen, aber nicht im GroBen stabil 
ist, so geht aus dem Satz IV die Unmédglichkeit hervor, die Instabilitat 
von C durch Untersuchungen nachzuweisen, die sich nur auf die Um- 
gebungen einzelner Punkte von C erstrecken. 


Die Begriffe der kombinatorischen Topologie und bekannte Sitze 
iiber den Abbildungsgrad liefern ohne weiteres eine Bedingung, die fiir 
die Stabilitét im GroBen eines n-dimensionalen Komplexes C hinreicht. 
Ist nimlich Z ein in C gelegener n-dimensionaler Zyklus und T ein 
n-dimensionales Simplex, das Z angehért, d.h. das in Z mit dem von 0 
verschiedenen Koeffizienten c auftritt, so behalt das Bild von Z, wenn manZ 
stetig innerhalb von C deformiert, im Simplex 7 immer den Grad c, und 
mithin gehért, da c + 0 ist, T stets zu dem Bilde von Z. Das Analoge 
gilt fiir einen Zyklus Z,, mod m mit irgendeinem m > 1 und ein Simplex 7, 
das Z,, angehért, d. h. das in Z,, mit einem Koeffizienten vorkommt, der 
+ 0 mod m ist; man hat dann den Grad mod m zu betrachten. Wir nennen 
nun C ,,zyklisch“, falls jedes n-dimensionale Simplex einem Zyklus oder 
einem Zyklus mod m mit irgendeinem m angehért; dann gilt also: 

Jeder zyklische Komplex ist stabil im Groen. 

Dieser Satz ist aber nicht umkehrbar; denn es gilt 

Satz V: Es gibt n-dimensionale Komplexe, und zwar fiir jedes n> 0, 
die nicht zyklisch und doch stabil im GroBen sind*). 

Die Frage nach einer Kennzeichnung der Stabilitét im GroSen vom 
Standpunkt der kombinatorischen Topologie ist somit offen, und sie wird 
auch durch weitere Sitze dieser Arbeit nur unvollkommen geklart werden; 
dagegen laBt sich — und das betrachten wir als das Hauptergebnis dieser 
Arbeit — die ,,Stabilitét in einem Punkt“ vollstindig durch kom- 
binatorisch-topologische Eigenschaften charakterisieren. Da man jeden 
Punkt eines Komplexes C zum Eckpunkt einer Unterteilung machen 
kann, diirfen wir uns dabei auf Eckpunkte beschriinken. Ist e¢ ein solcher, 
so benutzen wir die folgenden iiblichen Begriffe und Bezeichnungen: die 


5) Beweis: § 2. 
6) Beweis: § 3, f. 
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n-dimensionalen Simplexe, die ¢ als Ecke haben, bilden den _ ,,Stern“ 
von e; die (m— 1)-dimensionalen Simplexe des Sternes, die e nicht als 
Ecke haben, bilden die Begrenzung des Sternes oder den ,,Umgebungs- 
komplex“ von e; die nicht zur Begrenzung gehdérigen Punkte bilden das 
Innere“ des Sternes. Das Kriterium fiir die Stabilitat des Punktes e 
lautet nun: 

Satz VI: Die Ecke e von C ist dann und nur dann stabil, wenn thr 
Umgebungskomplex zyklisch ist°). 

Man kann denselben Satz auch mit Hilfe des Sternes statt des Um- 
gebungskomplexes ausdriicken. Ist nimlich Z ein (nm — 1)-dimensionaler 
Zyklus (bzw. Zyklus mod m) im Umgebungskomplex von e und K der 
von e und Z ausgespannte Kegel, so ist — wenn man die Simplexe von K 
tichtig orientiert und mit richtigen Vielfachheiten versieht — Z der Rand 
(bzw. Rand mod m) von K, e gehdért also nicht zum Rande von K; wenn 
der Umgebungskomplex zyklisch ist, so ist daher der Stern die Ver- 
einigungsmenge von solchen n-dimensionalen Komplexen oder Kom- 
plexen mod m, daB e bei keinem von ihnen auf dem Rande (bzw. 
Rande mod m) liegt. Umgekehrt: ist der Stern die Vereinigung von Kom- 
plexen K dieser Art, so ist der Umgebungskomplex zyklisch; denn er ist 
die Vereinigung der Riander (oder Rander mod m) der Komplexe K. 
Somit ist der Satz VI gleichbedeutend mit 


Satz VI’: Die Ecke e ist dann und nur dann stabil, wenn ihr Stern 
die Vereinigung von solchen n-dimensionalen Kompleren und Komplexen 
mod m ist, daB e fiir keinen von thnen auf dem Rande (bzw. Rande 
mod m) liegt. 

Oder, noch anders ausgedriickt: 

Satz VI": e ist dann und nur dann labil, wenn bei jeder Bedeckung 
des Sternes von e mit n-dimensionalen Komplezxen e auf dem Rande wenig- 
stens evnes von thnen liegt. 

Dabei wird unter einer Bedeckung des Sternes durch Komplexe eine 
Darstellung als Vereinigungsmenge verstanden; die Komplexe sowie die 
Rander sind sowohl im gewdéhnlichen algebraischen Sinne wie mod m mit 
beliebigem m zu verstehen. 

Die Form VI” unseres Satzes zeigt besonders klar den Zusammen- 
hang zwischen dem Begriff des ,,Randpunktes“ einerseits, dem Begriff 
des ,,labilen Punktes“ andererseits und regt zu einer Betrachtung iiber 
die Definition des ,,Randes‘‘ in der kombinatorischen Topologie an. 
Wenn C ein n-dimensionaler Komplex im algebraischen Sinne ist, wenn 
also seine Simplexe mit Orientierungen und Koeffizienten (,,Vielfachheiten‘) 
versehen sind, so ist in bekannter Weise ein gewisser (n — 1)-dimensionaler 
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Zyklus als ,,Rand“ von C definiert, und zwar in der Topologie mod m 
analog wie in der gewdhnlichen Topologie; die Punkte dieses Randes 
(bzw. Randes mod m) wollen wir die ,,algebraischen Randpunkte“ des 
,algebraischen Komplexes C nennen. Wenn aber C als_,,absoluter 
Komplex“ gegeben ist, d.h. ohne Orientierungen, Koeffizienten und ohne 
Auszeichnung eines Moduls m, sondern als Gesamtheit seiner geometrischen 
Simplexe, was hat man dann unter ,,Randpunkten“ zu verstehen? Wir 
schlagen vor, den gesuchten Begriff folgendermaBen auf die bekannten 
algebraischen Begriffe zuriickzufiihren: ,,Der Punkt e von C ist Rand- 
punkt, wenn bei jeder Bedeckung seines Sternes (nachdem man e durch 
Unterteilung von C zum Eckpunkt gemacht hat) durch n-dimensionale 
algebraische Komplexe e algebraischer Randpunkt wenigstens eines dieser 
Kompleze ist; anderenfalls ist e innerer Punkt von C“. Diese Definition 
erscheint gerechtfertigt durch die folgende, in den Sitzen VI’ und VI" 
ausgedriickte Tatsache (die iibrigens zugleich die topologische Invarianz 
des eben eingefiihrten Begriffes des Randes in Evidenz setzt): ,,Jeder 
innere Punkt ist stabil, jeder Randpunkt ist labil“. Durch diese Tatsache 
in Verbindung mit der obigen Definition des ,,Randpunktes“ wird z- 
gleich der alte Begriff des ,,algebraischen Randes‘ in ein neues Licht 


gesetzt, indem er mit ,,Homotopie“-Begriffen — d.h. solchen, die sich auf 
stetige Abinderungen beziehen, — in Verbindung gebracht wird. Wir 
heben noch hervor, daB fiir » = 2 — und trivialerweise auch fiir n = 1 — 


diese Begriffe und Satze einen geometrisch besonders anschaulichen Inhalt 
haben; da nimlich, wie man leicht sieht, ein eindimensionaler Komplex 
dann und nur dann zyklisch ist, wenn jede seiner Strecken auf eimem 
einfach geschlossenen Polygon liegt, und da der von der Ecke e und 
einem einfach geschlossenen Polygon ausgespannte Komplex K ein zwei- 
dimensionales Element ist, gilt fir n= 2: ,,Der Punkt e des zwei- 
dimensionalen Komplexes C ist dann und nur dann stabiler oder ,,innerer™ 
Punki, wenn in seinem Umgebungskomplex jede Strecke auf einem ge- 
schlossenen Polygon liegt, oder anders ausgedriickt: wenn sich sein Stern 
so mit zweidimensionalen Elementen bedecken lapt, daB e im Inneren jedes 
von thnen liegt. 


DaB die ,,inneren“ Punkte von C eine offene, die ,,Randpunkte“ also 
eine abgeschlossene Menge bilden, ist enthalten in dem folgenden 

Zusatz zu Satz VI: Ist der Umgebungskomplex von e zyklisch, 80 
ist jeder im Inneren des Sternes von e gelegene Punkt stabil®). 

Damit kehren wir zu den eigentlichen Stabilitétsfragen zuriick. Der 
Satz VI liefert, wie oben hervorgehoben, ein Kriterium fiir beliebige 
Punkte, da man jeden Punkt durch Unterteilung von C zum Eckpunkt 
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machen kann. Nun braucht man aber fiir die Entscheidung der Frage, 
ob C im Kleinen stabil ist, nicht alle Punkte zu untersuchen; jeder 
Punkt p von C liegt ja bei Festhaltung einer bestimmten Simplex- 
zerlegung von C im Inneren gewisser Sterne, nimlich der Sterne der 
Ecken e des niedrigst-dimensionalen Simplexes, das p enthalt; daher gilt 
auf Grund des Satzes VI und seines Zusatzes: 


Satz Vla: C ist dann und nur dann labil (im Kleinen), wenn es in 
der fest zugrundegelegten Simplexzerlegung von C eine Ecke gibt, deren Um- 
gebungskomplex nicht zyklisch ist. 


Dagegen wissen wir tiber den Zusammenhang zwischen der Stabilitat im 
GroBen und dem kombinatorischen Zyklusbegriff bisher — auf Grund der 
Sitze III, V, Vila sowie der Tatsache, da8 die Stabilitét im Kleinen 
notwendig fiir die Stabilitét im GroBen ist, — nur das Folgende: 


Fiir die Stabilitit im GroBen rst eine notwendige, aber nicht hin- 
reichende Bedingung, daB der Umgebungskomplex jeder Ecke zyklisch ist, 
und eine hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung, daB der Komplex 
selbst zyklisch ist. 


Die Frage nach kombinatorischen Bedingungen, die fiir die Stabilitat 
im GroBen sowohl notwendig als auch hinreichend sind, kénnen wir fiir 
beliebige Komplexe C nicht beantworten; aber wir kénnen es wenigstens 
fiir eine Klasse spezieller Komplexe. Nennen wir, wie iiblich, C ,,einfach 
zusammenhiingend‘, falls sich jeder geschlossene Weg in einen Punkt zu- 
sammenziehen la8t — falls also die Fundamentalgruppe von C nur aus 
der Identitat besteht —, so gilt 


Satz VII: Ein einfach zusammenhédngender n-dimensionaler Komplex 
mit n > 8 ist dann und nur dann im Groen stabil, wenn er zyklisch ist. 


Der Satz ist im einem genaueren enthalten. Ein n-dimensionales 
Simplex X von C heiBe ,,wesentlich, wenn es unméglich ist, durch eine 
Deformation von C einen inneren Punkt von X von der Bedeckung durch 
das Bild von C zu befreien; ist X unwesentlich, ist also wenigstens ein 
innerer Punkt p von X befreibar, so sind offenbar alle inneren Punkte 
befreibar; denn man kann die Deformation von C dadurch fortsetzen, 
da8 man die noch im Innern von X liegenden Punkte des Bildes von C 
von p aus stetig auf den Rand von z projiziert und alle iibrigen Punkte 
fest la8t. Da nun, falls C nicht stabil im Groen ist, gewi8S innere 
Punkte wenigstens eines n-dimensionalen Simplexes von der Bedeckung 
befreit werden kénnen, ist die Instabilitét im GroBen gleichbedeutend mit 
der Existenz unwesentlicher Simplexe. Und die Frage, ob C stabil im 
GroBen ist, wird durch die folgende Frage verfeinert: ,,Welche n-dimen- 
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sionalen Simplexe von C sind wesentlich?“ Nun lautet die angekiindigte 
Verschirfung des Satzes VII: 

Satz Vila: Ist n >3 und C einfach zusammenhingend, so ist das 
n-dimensionale Simpler X von C dann und nur dann wesentlich, wenn es 
einem Zyklus oder Zyklus mod m (mit irgendeinem m > 1) angehért’). 

DaB8 die Voraussetzung des einfachen Zusammenhangs in den Satzen VII 
und Vila unvermeidlich ist — d.h. nicht einfach weggelassen werden 
darf —, ergibt sich aus der Giiltigkeit des Satzes V. Was die Voraus- 
setzung iiber n betrifft, so sind die Sitze trivialerweise auch fiir n = 1 
richtig; denn dann handelt es sich infolge des einfachen Zusammenhanges 
um Baumkomplexe, in denen es keinen Zyklus und keine wesentliche 
Strecke gibt. Dagegen wissen wir nicht, wie es sich mit dem Fall n = 2 
verhalt; insbesondere ist uns die Antwort auf die folgende Frage un- 
bekannt: 

Gibt es einen einfach zusammenhingenden zweidimensionalen Kompler, 
der nicht zyklisch und doch stabil im Groen ist? 

Wir halten es sehr wohl fiir méglich, daB diese Frage zu bejahen 
ist, daB also die Dimensionszahl » = 2 im Hinblick auf den Satz VI 
eine Ausnahme bildet; denn sie nimmt, wie sich noch herausstellen wird, 
eine Ausnahmestellung in einem ganz ahnlichen Zusammenhang ein. 

Wir kommen nimlich, nachdem wir erst einmal den Begriff des un- 
wesentlichen Simplexes eingefiihrt haben, zwangsliufig zu einem neuen 
Begriff und einer neuen Frage. Wenn C nicht im GroBen stabil ist, wenn 
es also wenigstens ein unwesentliches Simplex gibt, so wird man ver- 
suchen, nicht nur ein einzelnes Simplex, sondern die Innengebiete von 
médglichst vielen n-dimensionalen Simplexen gleichzeitig von der Bedeckung 
durch das Bild von C zu befreien; dieser ProzeB wird schlieBlich einmal 
abbrechen miissen, und dann wird das Bild von C bei dem endgiiltigen 
Ergebnis der Deformation auBer aus einem héchstens (nm — 1)-dimensionalen 
Komplex im allgemeinen noch aus einem homogen n-dimensionalen 
Komplex K bestehen; solche Teilkomplexe K von C fassen wir ins Auge, 
indem wir definieren: Der homogen n-dimensionale Teilkomplex K von C 
heiBt ein ,,stabiler Kern“ von C, wenn er die folgenden beiden Eigen- 
schaften hat: 1. es gibt eine Deformation von C, bei deren Ergebnis das 
Bild von C aus K und aus einer héchstens (mn —1)-dimensionalen Menge 
besteht; 2. kein echter Teil K’ von K hat die Eigenschaft 1. Unter Be- 
nutzung dieses Begriffes ist die Stabilitét im GroSen eines Komplexes C 
gleichbedeutend mit der Tatsache, daB C selbst stabiler Kern von sich 
ist; und es erhebt sich in Verallgemeinerung der Frage nach Stabilitate- 


1) Beweis: § 4. 
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kriterien die Frage: ,,Welches sind die stabilen Kerne eines gegebenen Kom- 
plexes C? Diese Frage ist nun fiir alle Dimensionszahlen auBfer fiir n = 2 
aiquivalent mit der Frage nach den wesentlichen Simplexen; denn es gilt 

Satz VIII: Ist n + 2, so besitzt C einen einzigen (eventuell leeren) 
stabilen Kern: den von den wesentlichen Simplexen gebildeten Komplex*). 

Ist n +2 und C iiberdies einfach zusammenhingend, so laBt sich 
daher auf Grund der Satze Vila und VIII der stabile Kern rein kom- 
binatorisch charakterisieren: er ist die Vereinigung aller n-dimensionalen 
Zyklen und Zyklen mod m. 

Hier spielt nun aber nm = 2 bestimmt eine Ausnahmerolle: 

Satz Villa: Es gibt einen zweidimensionalen Komplex C, der zwei 
stabile Kerne besitzt; jeder von ihnen enthilt ein unwesentliches Simplex 
von C*). 


Das sind die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit. Zwei Fragen sind 
unbeantwortet geblieben: Bei der einen handelt es sich um die Charak- 
terisierung der wesentlichen Simplexe von mehrfach zusammenhiingenden 
Komplexen beliebiger Dimension (n > 2); die Behandlung dieser Aufgabe 
scheint — darauf deutet unser Beweis des Satzes V hin — auf die 
Untersuchung der unverzweigten Uberlagerungskomplexe von C und der 
in diesen liegenden Zyklen hinauszukommen. Die andere offene Frage, 
deren Beantwortung wir fiir schwierig halten, haben wir oben schon for- 
muliert: sie bezieht sich auf die einfach zusammenhdngenden zweidimen- 
sionalen Komplexe. SchlieBlich besteht natiirlich auch die Aufgabe, zu 
untersuchen, wie weit und in welcher Form sich die hier fiir Komplexe 
bewiesenen Siitze (insbesondere I, VI, VII, VIII) sowie die an VI an- 
kniipfenden Betrachtungen iiber den Randbegriff auf beliebige topologische 
Raume iibertragen lassen. 

Der folgende Text schlieBt sich unmittelbar an die in dieser Ein- 
leitung eingefiihrten Begriffe und Bezeichnungen an. 


§ 1. 
Streckenkomplexe. 
Den Beweisen der Satze I und VIII fiir » = 1, die das Ziel dieses 


Paragraphen sind, schicken wir eine Charakterisierung der wesentlichen 
Strecken eines Streckenkomplexes voraus. 


8) Beweis: § 1 fir n = 1, § 4 fir n > 3. 

*) Beweis: § 3,e. — DaB die Dimension 2 “bei derartigen Abbildungssitzen 
eine Ausnahmestellung einnimmt, war bekannt; man vgl. §7 der unter '*) zitierten 
Arbeit. 
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Satz: Die Strecke T des (zusammenhingenden) Streckenkomplezes C 
ist dann und nur dann unwesentlich, wenn C dadurch, daB man die Strecke T 
in ihrem Mittelpunkt m durchschneidet, in zwei miteinander nicht z- 
sammenhiingende Teile zerlegt wird, von denen wenigstens einer ein Baum 
ist. (Ein Baum ist ein zusammenhangender Streckenkomplex, der kein 
geschlossenes Polygon enthilt.) 

Beweis: Wenn C bei der Durchschneidung in m in die Teile C,, C, 
zerfallt, von denen C, ein Baum ist, so kann man C, unter Festhaltung 
von m auf m zusammenziehen. Dies ist, wenn man alle Punkte von (, 
festhalt, eine Deformation von C, die einen Teil von 7 befreit. T ist 
also unwesentlich. 

C zerfalle bei der Durchschneidung in m nicht in der beschriebenen 
Weise. Dann sind zwei Fille méglich. Erster Fall: C zerfallt bei der 
Durchschneidung iiberhaupt nicht; dann gibt es in C einen Weg w 
zwischen den Ecken e, und e, von 7, der T nicht enthalt; 7 + w ist 
ein 7 enthaltender Zyklus; folglich ist 7 wesentlich. Zweiter Fall: 
C zerfallt zwar in zwei Teile C,, C,, aber keiner von ihnen ist ein Baum. 
Dann enthalt C, einen Zyklus Z,, C, einen Zyklus Z,, und Z, + Z, enthilt 
T nicht. p,;, p, seien Punkte auf Z, bzw. Z,; da Z, und Z, Zyklen 
sind, so gehéren bei jeder Deformation /, von C (OS t< 1) pi, p, 
dauernd zu den Bildern von Z, bzw. Z,, es gibt also insbesondere Punkte 
P, CZ, p, CZ, mit f,(p,) = pi, f,(p,) = ps Ist nun w ein p, mit p, 
verbindender Streckenzug, so verbindet der Weg w’ = /, (w) die Punkte p; 
und p,; da p,; und p, durch m sowie durch jeden anderen inneren Punkt 
von 7 voneimander getrennt werden, gehért 7 zu w’, also zu dem 
Bilde /,(C), und ist mithin wesentlich. 

Beweis des Satzes I: Die Instabilitét (im Kleinen und im GroBen) 
eines Streckenkomplexes, der eine freie Ecke besitzt, ist trivial. Der (z- 
sammenhingende) Streckenkomplex C besitze keine freie Ecke; es ist m 
zeigen, daB jede Strecke T wesentlich ist. Dies folgt unmittelbar aus dem 
eben bewiesenen Satze, da andernfalls nach Durchschneidung von 7 in 
ihrem Mittelpunkt m einer der beiden Teile C,, C, ein Baum wire, also eine 
von m verschiedene freie Ecke besiBe, die also auch freie Ecke von C wire. 

Beweis des Satzes VIII fiir » = 1: Aus der oben bewiesenen 
Charakterisierung der unwesentlichen Strecken ergibt sich: Ist C’ ein 
Teilkomplex von C und T eine zu C’ gehérige unwesentliche Strecke 
von C, so ist JT auch unwesentliche Strecke von C’; denn der zu C’ ge- 
hérige Teil des Baumes, der bei der Durchschneidung von C in m ent- 
steht, ist selbst ein Baum. (er ist nicht leer, da er eine Hilfte von T 
enthilt). Daher kann ein stabiler Kern C’ von C nur aus den wesent- 
lichen Strecken von C bestehen. 
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§ 2. 
Die Stabilitét im Kleinen. 

Beweis des Satzes VI und des Zusatzes zu ihm: Der Stern 
von ¢ heiBe S, die Begrenzung von S, also der Umgebungskomplex von e, 
heiBe B. Wir setzen zunichst voraus, da8 B zyklisch ist, und haben zu 
zeigen, da jeder innere Punkt p von S stabil ist, daB es also zu jedem 
derartigen p eine Umgebung U mit folgender Eigenschaft gibt: Ist /, 
(0 <= t= 1) eine Deformation ven C, die auBerhalb und auf der Be- 
grenzung von U die Identitaét ist und U in sich deformiert, so gehért U 
bei der Abbildung /, zur Bildmenge. Da wir U im Innern von S an- 
nehmen kénnen, ist die Behauptung in der folgenden enthalten: Bei jeder 
Deformation /, von C, die auBerhalb und auf dem Rande von S die 
Identitat ist, gehort S dauernd zur Bildmenge. Da die Bildmenge in jedem 
Augenblick abgesch!ossen und da S die abgeschlossene Hiille der inneren 
Punkte der zu S gehérigen n-dimensionalen Simplexe ist, geniigt es zu 
wigen, daf ein willkiirlicher innerer Punkt g eines beliebigen zu S ge- 
hérigen Simplexes 7" dauernd zur Bildmenge gehért. 

Die e gegeniiberliegende Seite T*-* von TJ? gehért nach Voraus- 
setzung einem Zyklus (oder Zyklus mod m) Z*~! in B an; es sei Z*~' 
= Ze,T}~*; dann ist c, + 0 (bzw. c, = 0 modm). Sind 7? die von e 
und den 77 ~* ausgespannten, geeignet orientierten Simplexe, so ist Z"~* 
der Rand (bzw. Rand mod m) des Komplexes K” = Le¢;T;. Ist nun 
die Schar /, die betrachtete Deformation, wobei /, die Identitat ist, so 
hat die Abbildung f, von K" in dem Punkt g den Grad (bzw. Grad 
modm) c, Der Grad in gq bleibt wahrend der ganzen Deformation 
konstant, da das Bild des Randes (bzw. Randes mod m) von K" fest, 
also jedenfalls fremd zu q bleibt. Folglich hat fiir jedes ¢ die Ab- 
bildung /, von K” in g den Grad (bzw. Grad mod m) c,, der + 0 (bzw. 
+ 0) ist. Mithin gehért g dauernd zur Bildmenge. 

Es sei jetzt B nicht zyklisch, sondern enthalte ein Simplex 7*—', 
das auf keinem zu B gehérigen Zyklus oder Zyklus mod m liegt. Wir 
haben durch eine Deformation einer vorgegebenen Umgebung U von e, 
die auf der Begrenzung von U noch stetig und dort die Identitat ist, 
einen Punkt p von U von der Bedeckung zu befreien. Wir prizisieren 
zunichst, auf welchen Teil von S wir die Deformation beschrinken und 
welchen Teil wir befreien werden. 

Auf jeder von e ausgehenden Kante wahlen wir einen willkiirlichen 
inneren Punkt; diese Punkte, die wir mit 7,, 9,, ... bezeichnen, spannen 
zusammen mit e einen zu S dhnlichen Simplexstern S aus. Auf den 
Kanten eg, wahlen wir noch einmal innere Punkte 7,; diese spannen 
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wieder zusammen mit e einen zu S und S ahnlichen Stern 5 aus. Die 
n-dimensionalen Simplexe von S bezeichnen wir mit 77, ihre in S bzw. 3 
gelegenen Teilsimplexe mit 77 bzw. T?. Dabei sei T; = 7” das Simplex, 
das von e und dem Simplex 7*~' = 7*~—' ausgespannt wird, von dem 
wir wissen, da es auf keinem Zyklus von B liegt. Das Gebiet, das wir 
befreien werden, ist das Innere von 7"; die Deformation wird auf S be- 
schrinkt und auf der Begrenzung B und im AuBeren von S die Identitat 
sein. Da die Punkte 7, von vornherein beliebig nahe bei e angenommen 
werden kénnen, darf S, wie es zum Beweis der Behauptung des Satzes VI 
nétig ist, als in einer gegebenen Umgebung U von e gelegen angenommen 
werden. 

Der BefreiungsprozeS wird aus zwei wesentlich voneinander ver- 
schiedenen Schritten bestehen; die Voraussetzung, daB 7*-' keinem 
Zyklus von B angehért, wird erst bei dem zweiten Schritt benutzt 
werden. 

Erster Schritt: Unter Festhaltung aller Punkte von T} wird jedes 
Simplex yi von S auf das Simplex zusammengezogen, das es mit T™ ge- 
meinsam hat; (dieses gemeinsame Simplex kann das _nulldimensionale 
Simplex ¢ sein); in S—-S lat man diese Deformation so abklingen, daf 
sie auf B dauernd die Identitét ist. Das Ergebnis /, der Deformation 
hat die folgende fiir den zweiten Schritt wichtige Eigenschaft: Sind ide 
die Simplexe von B und ist insbesondere 7"~' das T;"~‘ entsprechende 
Simplex, so wird T~' durch das Bild keines 7/~' mit j + 1 bedeckt. 

Die Durchfiihrung dieses ersten Schrittes und seine Beschreibung als 
Abbildungsschar mit 0 < ¢ <= 1 kann folgendermaSen geschehen: Es ist 
t,(e) =e fiir alle ¢, und auch fiir die zu 7}: gehérigen Punkte 7, ist 
dauernd /,(9,) = 9;; fiir jeden nicht zu 7? gehérigen Punkt 7; ist /,(7;) 
der Punkt, der die Strecke 7,e im Verhiltnis ¢: (1—1) teilt; jedes Simplex 77 
von S wird durch /, baryzentrisch auf das von den schon erklarten 
Bildern seiner Ecken ausgespannte Teilsimplex von sich abgebildet; das 
zwischen B und B liegende Stiick zZ jedes von e ausgehenden Strables 
wird durch /, proportional auf die (in einem Simplex von S gelegene) 
Strecke /,(z)Z abgebildet. 

Zweiter Schritt: Unter Festhaltung der durch /, gelieferten Bilder 
aller Punkte von B wird die Abbildung /, von S so abgedndert, da 
alle Bildpunkte in 7 bleiben, daB das Innere von T; aber schlieBlich 
ganz von dem Bilde befreit ist. 

Die Méglichkeit dieses Schrittes beruht auf folgendem Satz: In dem 
Teilkomplexr B des n-dimensionalen Komplezes 8 sei eine Abbildung F auf 
eine Sphiire S"~* gegeben; fiir jeden (n — 1)-dimensionalen Zyklus (und 


Zyklus mod m) in B, der ~0 (bzw. ~ 0 mod m) in S ist, sei der Grad 
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(bew. Grad mod m) gleich 0 (bzw. = Omod m). Dann lapt sich F zu einer Ab- 
bilduny des ganzen S auf die S"—* erweitern’’). In unserem Falle ist S"—1 
die Randsphire von T; und F = },; ist Z"~* irgendein Zyklus oder 
Zyklus mod m in B und Z*~-* der ihm in B entsprechende Zyklus, so 
enthilt Z"~* nach Voraussetzung T]~* nicht, also enthalt Z"~' das 
Simplex T{'~* nicht; daher enthalt, nach der oben festgestellten Eigen- 
schaft von /,, auch das Bild f/, (Z"~*) das Simplex 7y'~* nicht und ist 
mithin ein echter Teil von S"~*; folglich wird Z"~* durch f/, mit dem 
Grade (bzw. Grade mod m) 0 auf S"~—? abgebildet; also sind die Voraus- 
setzungen des Satzes erfiillt (und dabei brauchten wir uns um die in ihm 
erlaubte Beschrinkung auf Zyklen, die ~ 0 in S sind, nicht zu kiimmern). 
Folglich gibt es eine Abbildung F = /, von S auf S"~', die auf B mit f, 
iibereinstimmt. Ist nun z irgendein Punkt von S, so liegen die beiden 
Punkte /,(z) und /,(z) in T*, und mithin liegt die durch sie bestimmte 
Strecke /, (xz) /,(z) in Ty’. Verstehen wir nun fir 1 << ¢ <2 unter /,(z) 
den Punkt, der diese Strecke im Verhiiltnis (¢ — 1): (2—+t) teilt, so halt 
die dadurch erklarte Scharf, (1 = ¢ = 2) das Bild von B fest und 
befreit das Innere von T°. 

Damit ist der Satz VI bewiesen. 

Beweis des Satzes IV: Wir nehmen eine Zerlegung von C” vor, 
bei der p Eckpunkt wird; von dem dabei ertstehenden Stern von p 
fertigen wir zwei Exemplare S’, S’” mit den Zentren p’, p” und den 
Begrenzungen B’, BY” an; S’ und S” heften wir lings B’ und B’’ so zu- 
sammen, daB je zwei Punkte, die demselben Punkt in C" entsprechen, 
zusammenfallen. Der Komplex B’ = B” ist (infolge der vorausgesetzten 
Stabilitat von C im Punkte p) nach Satz VI zyklisch. Hieraus folgt, daB 
Ci = 8S’ + 8” zyklisch ist: ist naémlich 7” irgendein Simplex von C}, das 
etwa zu S’ gehéren mége, so gehért seine p’ gegeniiberliegende Seite JT»? 
einem Zyklus (oder Zyklus mod m)Z*—1 = 2,7} ~ ' mit c, +0 (bzw. +0) in BY 
an; sind K’ und K” die von Z"~' und p’ bzw. p” ausgespannten Komplexe 

”) H. Hopf, Die Klassen der Abbildungen der n-dimensionalen Polyeder auf 
die n-dimensionale Sphare, Comm. Math. Helvet. 4 (1932), Satz II. — Fir n=—2 
und den hier vorliegenden Fall, in dem S ein Stern, B seine Begrenzung, also 
jeder Zyklus aus Br~oin’d ist, 14Bt sich der Satz einfach so beweisen: ¢’ sei 
die zu dem Punkt g gehérige Winkelkoordinate auf dem Kreis S'. Da jeder ge- 
schlossene Weg in B mit dem Grad 0 auf S! abgebildet ist, kehrt, wenn der Punkt z 
einen geschlossenen Weg durchlauft, m’ F(x) zu dem Ausgangswert zuriick, g'F 
ist also eine eindeutige Funktion auf B. Bezeichnet nun z, einen variablen Punkt 
auf B, x, den Punkt von 5, der die Strecke ez, im Verhaltnis s:(1 — s) teilt, und 
F(z,) den Punkt auf S! mit der Winkelkoordinate s- 7’ F (z,), so ist F die gesuchte 
Abbildung von 5 auf 8. 
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in S’ und S”, deren Rand (bzw. Rand mod m) Z" ~~?! ist, so ist Z = K’ — K"’ 
ein Zyklus (bzw. Zyklus mod m) in C), der das Simplex 7* mit dem 
Koeffizienten c, enthilt. Folglich ist C) zyklisch, also im Groen stabil. 
DaB die Umgebung von p’ mit der Umgebung von p homéomorph ist, 
ist selbstverstindlich. Damit ist der Satz bewiesen. 


§ 3. 
Beispieie. 
a) n-dimensionale Kompleze ohne freie (nm — 1)- dimensionale 
Seiten, aber mit labilen Ecken, fiir n > 2 ( Beweis des Satzes II). — Solche 
n-dimensionale Komplexe A” werden wir dadurch konstruieren, da8 wir 


(n—1) — dimensionale Komplexe B"~' herstellen, die nicht zyklisch 
sind und keine freien (n — 2)-dimensionalen Seiten besitzen; wenn wir 
iiber B"-* einen Kegel A" mit der Spitze e, errichten, so ist A® nach 


dem Satz VI im Punkte e, labil; freie (n — 1)-dimensionale Seiten besitzt 
A* nur auf B"—'; diese beseitigen wir, indem wir iiber B*—* noch einen 
zweiten Kegel A® errichten, der mit A® nur die Punkte von B"~—* ge- 
meinsam hat. Dann ist A* = A"-+ A" in den beiden Kegelspitzen iabil, 
ohne eine freie (n — 1)-dimensionale Seite zu besitzen. 

Wir haben also fiir jedes n > 2 einen nicht zyklischen Komplex B*—! 
ohne freie (mn — 2)-dimensionale Seite anzugeben. M"~' sei das topo- 
logische Produkt einer Sphire S" -* mit einer Kreislinie S' (also fiir n = 2 
ein Paar zueinander fremder Kreislinien, fiir » = 3 eine Torusflache); 
E"~—* sei eine (n — 1)-dimensionale Vollkugel (also fiir » = 2 eine Strecke, 
fiir n= 3 eine Kreisscheibe); die Randsphire von #"~* identifizieren 
wir mit der Sphire St-* in M"™~', die von den zu einem festen Punkt 2, 
von S' gehérigen Punkten des Produkts M"~' gebildet wird; den dadurch 
entstandenen Komplex nennen wir B*—'. (B' ist ein Paar zueinander 
fremder Kreise, die durch eine Strecke verbunden sind; B* ist ein Torus, 
bei dem in einem festen Meridiankreis eine Kreisscheibe eingespannt ist.) 
DaB B"-' keine freie (n — 2) dimensionale Seite besitzt, ist aus der 
Konstruktion ersichtlich. Da B"—* nicht zyklisch ist, werden wir zeigen, 
indem wir beweisen: M*—' und die Vielfachen von M*~—?* sind in B*—' 
die einzigen (n—- 1) -dimensionalen Zyklen und Zyklen modm mit be- 
liebigem m; damit wird bewiesen sein, da ein (n— 1)-dimensionales 
Simplex von E"~—*! keinem Zyklus oder Zyklus modm angehért, dab 
also B*~—+ nicht zyklisch ist. 

T"—1* seien die Simplexe von M"~!' in koharenter Orientierung, so 
daB also M"-' = ¥ T?~* den Rand 0 besitzt und mithin ein Zyklus 


i 


ist; da M"~—* eine orientierbare Mannigfaltigkeit ist, ist diese Orientierung 
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moglich. Z"~—' sei ein Zyklus in B*~—'; T*™~1 komme in Z*~—' mit dem 
Koeffizienten c, vor; dann ist Y*~-'! = Z*~1 —c, M"—' ein Zyklus, in dem 
T*-* nicht vorkommt; dann kommen, da Y* —' keinen Rand hat, auch die- 
jenigen T7~* nicht in Y"~-* vor, die mit T*—1 (mn — 2)-dimensionale 
Seiten gemeinsam haben, und da man in der Mannigfaltigkeit M"—* je 
zwei (n — 1)-dimensionale Simplexe durch eine Kette (mn — 1)-dimensionaler 
Simplexe verbinden kann, in welcher jedes Simplex mit dem vorher- 
gehenden eine, auf keinem weiteren Simplex gelegene, (n — 2)-dimensionale 
Seite gemeinsam hat, folgt weiter, daB in Y"~—' itiberhaupt kein 77~' 
vorkommt; dann liegt also Y*-' in E*~—'; dies ist aber, da E"~—* ein 
Element, Y"~' ein Zyklus ist, nur méglich, wenn Y"-'!= 0, also 
Z*-' = c,M*—* ist, w.z.b.w. Ist Z"—* ein Zyklus modm, so fiihrt 
die analoge Betrachtung zum Ziel, wenn man statt Gleichungen Kon- 
gruenzen mod m betrachtet. 


b) Spezielle Betrachtung eines zweidimensionalen Komplexes ohne freie 
Kante, aber mit einer labilen Ecke. — Da aus dem Beweis des Satzes VI 
nicht ohne weiteres unschaulich zu sehen ist, wie die Befreiung eines 
Teiles des soeben definierten Komplexes A* in der Nahe der Ecke e, durch 
eine beliebig kleine Deformation tatsichlich vor sich geht, fiihren wir eine 
solche Befreiung im Fall n = 2 vollsténdig durch, ohne uns iibrigens bei 
der Behandlung dieses Spezialfalles an die Vorschriften zu halten, die im 
Beweis des Satzes VI fiir den allgemeinen Fall gegeben wurden. Wir be- 
trachten dabei nur den Stern der Ecke e,, da uns hier ja nur die Um- 
gebung von e, interessiert; der Umgebungskomplex B' von e, besteht, 
wie schon erwahnt, aus zwei zueinander fremden Kreislinien, die durch 
eine Strecke Z' miteinander verbunden sind. Wir realisieren das Innere 
des Sternes durch das folgende Modell F im R’: 

Der Ecke e, entspricht der Nullpunkt e eines cartesischen 2 - y -2z- 
Koordinatensystems, dem Kegel iiber E* die Halbebene H: z = 0, y>0, 
und den Kegeln iiber den beiden Kreisen entsprechen zwei gewdhnliche 
einfache Kreiskegel Q,, Q, die bis auf die gemeinsame Spitze e zueinander 
fremd sind; die Halbgerade sz >0, y= z= 0 sei eine Erzeugende von 
Q,, die Halbgerade <= 0, y = z = 0 eine Erzeugende von Q,; abgesehen 
von diesen beiden Erzeugenden sind Q, und Q, fremd zu H. 

Zunichst definieren wir fiir jeden positiven Wert eines Parameters ¢ 
eine Abbildung /, von H auf einen echten Teil von sich, und zwar auf 
das AuBere und den Rand des durch z*+ (y—t)* = @ gegebenen 
Kreises K,, der die 2-Achse in e beriihrt. Zwecks kiirzerer Ausdrucks- 
weise verstchen wir unter &, den Punkt der z-Achse mit der Koordi- 
nate x, unter J, das Intervall der Punkte &, mit |z|<¢, unter A,(&,) 
mit &,c J, den in é, beginnenden Halbstrahl, der mit der positiven 
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—* x bildet; die Strahlen h,(&.) bedecken H 
schlicht und vollstindig. Wir ziehen nun fiir jedes z mit |z| <¢ durch e 
den zu A,(é,) parallelen Halbstrahl h,(&,); sein Schnitt mit K, soll der 
Bildpunkt /,(€,) sein; dann bilden wir h,(&,) kongruent auf das in /,(€,) 
beginnende Stiick von h,(é,) ab; schlieBlich bilden wir h,(&_,) und h,(é,) 
kongruent auf die negative bzw. positive z-Achse ab, so da8 also ins- 
besondere /,(&,) = /,(€_.) = e wird. f, bildet H eindeutig und stetig (und 
bis auf die Punkte &, und &_, sogar eineindeutig) auf das AuSere und 
den Rand von K, ab. 

Diese Abbildungen von H erweitern wir nun zu Abbildungen /, 
von F: mit qg(&,) bezeichnen’ wir die Ellipsen, in denen die Ebenen 
z = konst. die Kegel Q, oder Q, schneiden; q(&,) = q(e) besteht nur 
aus dem Punkt e; ist >t, so sollen die q(&,) durch /, auf die q(/,(é,)) 
so abgebildet werden, da& jede Erzeugende der Kegel in sich iibergeht; 
die Bildmenge der g(£,) mit |z| >t bedeckt also Q,+Q,, und dabei 
werden insbesondere qg(&,) und ¢(&_,) auf e abgebildet. Fiir |z| <¢ soll 
q(é,) auf einen einzigen Punkt, niimlich den bereits definierten Bild- 
punkt /,(€,), abgebildet werden. 

Dabei sind die Abbildungen /, von F fiir jedes positive ¢ definiert. 
Sie hingen stetig von ¢ ab und konvergieren mit ¢-+0 gegen die Iden- 
titat; wir erkliren f, als die Identitét und haben damit eine De- 
formation von F definiert, durch die bereits fiir beliebig kleines ¢ ein 
Gebiet von F, niamlich das Innere des Kreises K,, befreit wird. 

Es bereitet keine Schwierigkeit, die somit in der Nahe der labilen 
Ecke e beschriebene Deformation stetig so abklingen zu lassen, daf sie 
auBerhalb einer vorgeschriebenen Umgebung von e dauernd die Identitit 
ist. So laBt sich dann insbesondere ein Teil des im Beweis von Satz Il 
behandelten Komplexes A* durch eine Deformation von A? befreien. 


c) Ein zweidimensionaler Komplez ohne freie Kante, der in sich auf 


z-Richtung den Winkel 





einen einzigen Punkt zusammengezogen werden kann. — Wenn ein Kom- 
plex C* eine Ecke e besitzt, die labil — z. B. von der eben unter b) 
beschriebenen Art — ist, so laBt sich C? in einen echten Teil von sich 


zusammenziehen. Es ist nun nicht schwer, C* so konstruieren, daB diese 
Deformation bis zur Zusammenziehung auf einen einzigen Punkt getrieben 
werden kann, obwohl (? keine freie Kante besitzt. 

k sei der Einheitskreis der z-y-Ebene, k, und k, seien zwei zu- 
einander fremde Kreise, die & von innen in den Punkten —1 bzw. +1 
beriihren. C sei der Bereich, der aus der von k begrenzten abgeschlossenen 
Scheibe entsteht, wenn man die Innengebiete von k, und k, entfernt. 
C* sei der durch folgende Identifikationen auf dem Rande von C aus ( 
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entstehende Komplex: jeder Punkt p von k ist mit dem Punkt p, von k,, 
in den er von dem Mittelpunkt von k, aus projiziert wird, sowie mit dem 
Punkt p, von k,, in den er von dem Mittelpunkt von k, aus projiziert 
wird, identisch. Auf C® stellen also die drei Kreise k, k,, k, eine einzige 
einfach geschlossene Linie k’ dar. 

DaB C? keine freie Kante besitzt, ist aus der Konstruktion ersicht- 
lich. Wir behaupten weiter, da8 der Punkt e von C*, der dem Punkt 


x =—1, y = 0 in C entspricht, eine labile Ecke, und zwar gerade von 
dem unter b) behandelten Typus, ist. In der Tat: die Umgebung des 
Punktes s = —1, y = 0 inC wird durch die Identifikation von k und k, 


zu einem Doppelkegel mit der Spitze e gemacht; bei der noch vor- 
zunehmenden Identifikation von k mit k, wird an diesen Doppelkegel 
lings je einer Erzeugenden seiner beiden Halften ein Flachenstiick an- 
gefiigt, das in der Nahe der Kegelspitze ¢ keine Singularitét besitzt. 
Mithin ist e in der Tat labil, und C* kann auf die unter b) beschriebene 
Art in einen echten Teil 7 von sich deformiert werden. 

Dem abgeschlossenen echten Teil 7’ von C* entspricht im C eine ab- 
yeschlossene Menge 7’, die ein inneres Teilgebiet von C frei laBt. Daher 


kann man 7, wie aus der Gestalt von C unmittelbar ersichtlich ist, unter 


Festhaltung der auf dem Rand von C gelegenen Punkte von 7 stetig 
auf den Rand von C deformieren. Infolge der Festhaltung der Rand- 
punkte entspricht diesem Vorgang eine stetige Deformation von 7 auf 
die Linie k’, 

Wir behaupten nun weiter: k’ lat sich auf einen Punkt zusammen- 
ziehen. Wir verstehen unter k, k,, k, die Kreise bei der Durchlaufung in 
demjenigen Sinne, der dem positiven Drehungssinn der x-y-Ebene ent- 
spricht, und unter u und v die in der positiven bzw. negativen y-Halb- 
ebene gelegenen Halbkreise von k in derselben Orientierung; u’ und v’ 
seien die entsprechenden Bégen von k’. Der Kreis k, laBt sich offenbar 


unter Festhaltung des Punktes r = 1, y = O in C stetig in die Linie 
u—k,-+-v deformieren; diesem Vorgang entspricht auf C’ eine Deforma- 
tion von k in die Linie u’ —u’—v’'+v’, und diese Linie ist auf 
selbst in einen Punkt zusammenziehbar. Damit ist die Deformation 


von C? in einen Punkt vollendet. 

Wir erwihnen noch, daB man folgendermaBen im R* ein Modell von 
C* konstruieren kann: auf einer Seitenebene eines Wiirfels, die etwa durch 
2 = 0 gegeben sei, nehme man drei zueinander kongruente Kreise c, c,, ¢, 
so an, da$ ¢ von ¢, und von ¢, in zwei zueinander diametralen Punkten 
von auBen beriihrt wird; die Innengebiete der drei Kreise entfernen wir 
aus der Ebene; dann lassen wir den Kreis c, in dem Halbraum z > 0 
um die mit ¢ gemeinsame Tangente um 2 rotieren, und ebenso den 
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Kreis c, in dem Halbraum z < 0 um die mit c gemeinsame Tangente. 
Fiigen wir diese beiden Rotationsflichen zu der Oberfliche des Wiirfels, 
aus der die Innengebiete der Kreise entfernt sind, hinzu, so entsteht eine 
Flache, die, wie man sich leicht tiberzeugt, mit C? homéomorph ist"), 

d) Ein zweidimensionaler Komplez, der im Kleinen, aber nicht im 
GroBen stabil ist (Beweis des Satzes III fiir n = 2*)). — T sei ein Torus, 
k sei ein Meridian, & ein Breitenkreis von 7; E, E’ seien Kreisscheiben, 
deren Rander k bzw. k’ sind; im iibrigen sollen sie fremd zu 7 sein und 
miteinander nur den Schnittpunkt e von k und k’ gemeinsam haben. 
Wir behaupten, daB der Komplex C? = 7+ 2£-+ E’ im Kleinen, aber 
nicht im GroBen stabil ist. 

Die Ecken einer Triangulation von C’, die nicht auf k oder k’ liegen, 
besitzen einfach geschlossene Polygone als Umgebungskomplexe; ist p ein 
von e verschiedener Punkt von k oder k’, so besteht sein Umgebungs- 
komplex aus drei einfachen Streckenziigen mit gemeinsamen Anfangs- und 
Endpunkt; fiir den Schnittpunkt e von k und k’ schlieBlich ist der Um- 
gebungskomplex, wie man sich leicht iiberzeugt, dem Kantenkomplex eines 
Tetraeders homéomorph. In jedem Fall ist der Umgebungskomplex 
zyklisch; C? ist daher nach Satz VI im Kleinen stabil. 

DaB C* nicht im GroBen stabil ist, werden wir zeigen, indem wir 
Punkte von £’ von der Bedeckung befreien; dieser Befreiungsproze8 wird 
aus zwei Teilen bestehen. Um den ersten Teil zu beschreiben, fiihren 
wir zunichst Parameter u und v auf 7 so ein, da8B die Meridiankreise 
durch wu = konst., die Breitenkreise durch v = konst. gegeben sind, daf 
v und wu bei Durchlaufung eines Meridians bzw. Breitenkreises um 2 
wachsen, und daB wu = 0 und v = 0 die Gleichungen von & baw. k’ 
sind. Dann verstehen wir fir 0 < ¢ <= 1 unter a, und 6, die durch die 
folgenden Gleichungen gegebenen Kurven: 


a,:u =tsinv; 5b: u = 2a— tsinv; 


sie sind einfach geschlossen und beriihren k in e von verschiedenen Seiten. 
a, und k bzw. b, und k begrenzen auf T zwei Bereiche, A, bzw. B,, die 
folgenderma8en bestimmt sind: 

(1) A: OS ustsinev; B: xza—tsme Susaz; O Sv 2). 


1!) Herr K. Borsuk machte uns darauf aufmerksam, da8B die Zusammen- 
ziehbarkeit von C* in allgemeinen Satzen seiner Theorie der ,,Retrakten“ enthalten 
ist: (1) K. Borsuk, Sur les rétractes, Fund. Math. 17 (1931), (2) N. Aronszajn 
et K. Borsuk, Sur la somme et le produit combinatoire des rétractes absolus, 
Fund. Math. 18 (1932). Man zeigt namlich mit Hilfe des Satzes 2 aus (2) leicht, 
daB C? ein absoluter Retrakt ist, und dann ergibt sich die Zusammenziehbarkeit 
auf einen Punkt aus dem Korollar des Satzes 27 aus (1). 
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Den abgeschlossenen, von a, und b, begrenzten Komplementiarbereich von 
A,+ B, auf T nennen wir D,; er ist durch 

(2) tsne <— uv = xa-—tsinv 0s 7s 2) 
gegeben. Ferner sei k, der in EH gelegene, k in e berihrende Kreis, 
dessen Radius sich zum Radius von k wie (1—+t):1 verhalt; F, sei die 
von k, begrenzte abgeschlossene Kreisscheibe, G, der abgeschlossene Kom- 
plementiirbereich von F, in EF (0 << t= 1). 

Nun definieren wir die Abbildung /,;; 1. auf E’ ist /, die Identitat; 
2. D, wird auf ganz T abgebildet, so daB k Bild von a, und 6, wird; 
und zwar soll jeder durch (2) bei festem v bestimmte Parallelkreisbogen 
auf den ganzen Parallelkreis v = konst, 0 < u < 2, proportional ab- 
gebildet werden; dabei bleibt k’ punktweise fest, so daB die Abbildung 
an die in EB’ erklarte Identitét stetig anschlieBt; 3. A, und B, werden 
folgendermaBen auf G, abgebildet: jeder der beiden durch (1) bei festem v 
bestimmten Kreisbégen wird proportional auf die in G, gelegene Strecke 
des Strahles abgebildet, der e mit dem zu dem betreffenden v-Wert ge- 
hérigen Punkt von k verbindet; dabei gehen a, und 6, in k, und k geht 
in k, tiber; 4. # wird auf F, abgebildet: die in Z liegende Strecke jedes 
von e ausgehenden Strahles wird proportional auf die in F, gelegene 
Strecke desselben Strahles abgebildet; dabei ist der stetige Anschlu8 
an die unter 3. definierten Abbildungen gewahrt. 

Die Abbildungen /,(0 < t < 1) hangen stetig von ¢ ab; fiir t +0 
konvergieren sie gegen die Identitét; die Schar f, mit 0 t< 1 ist 
daher eine Deformation; sie stellt den ersten Teil des zu konstruierenden 
Befreiungsprozesses dar. Bei dem Ergebnis /, ist H auf den Punkt e 
zusammengezogen, die Innengebiete von A, und B, sind eineindeutig auf 
das Innere von EF, die Kurven a, und 6, sind eineindeutig auf k, das Innen- 
gebiet von D, ist eineindeutig auf 77 —k abgebildet; E’ ist punktweise 
festgeblieben. 

Fiir den zweiten Teil der Befreiung konstruieren wir einen Hilfs- 
komplex ©?, (den man etwa den zu der Abbildung /, gehérigen Riemann- 
schen Komplex iiber C? nennen kénnte): wir schneiden 7 lings k auf, so 
daB aus k zwei Kreise k, und ky werden, und spannen in sie an Stelle 
von E zwei Kreisscheiben FE, bzw. Ey ein, die nur einen Punkt gemein- 
sam haben, namlich den Punkt @, der e entspricht; die Bezeichnungen 
seien so gewahlt, daB k, zusammen mit der a, entsprechenden Kurve @ 
den A, entsprechenden Bereich A, kg zusammen mit der b, ent- 
sprechenden Kurve 6 den B, entsprechenden Bereich B begrenzen; in 
den k’ entsprechenden Kreis #’ sei eine Kreisscheibe E’ eingespannt, die E’ 
entspricht. Ist Z irgendein Punkt von C*, x der entsprechende Punkt von 
C*, so setzen wir x = h(Z); h ist eine eindeutige und stetige Abbildung von C* 
29% 
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auf C*. Daneben betrachten wir die folgende Abbildung H von (? auf C*: ist 
rc D, + £’, also {, (x) c T + EB’, so ist H(z) der (eindeutig bestimmte) 
Punkt von (*, der /,(x) entspricht; ist xc A,, also /,(z)c F, so ist 
H (x) der Punkt von £,, der /,(x) entspricht; ist » c B,, also /,(z) cB, 
so ist H(x) der Punkt von Ep, der /,(xz) entspricht: ist zc E, also 
f, (x) ¢, so ist H (x) é. Die Abbildung H ist so konstruiert, daf 
sie C* eindeutig und stetig auf C abbildet und mit / durch die fiir alle 
Punkte zc (® giiltige Gleichung hH (xz) = f, (x) verkniipft ist. 

Die Umgebung des Punktes @ in C? hat den in diesem Paragraphen 
unter b) behandelten Typus; (* ist mithin in e¢ im Kleinen labil, und 
durch eine Deformation g,(0 < ¢ < 1), wobei g, die Identitit ist, kann 
ein Teil der Scheibe £’ von der Bedeckung befreit werden. Dann ist 
9g, = hg,H eime von ¢ stetig abhingende Abbildungsschar von C? auf 
sich, die mit hH = /, beginnt, und bei deren Endergebnis der Teil von F’, 
der dem durch g befreiten Teil von EF’ entspricht, befreit worden ist 
Wenn wir also zuerst die Deformation /, ausfiihren und sie dann durch 
q, fortsetzen, so befreien wir einen Teil von EZ’. 

Da man jede echte abgeschlossene Teilmenge der Kreisscheibe E’ 
unter Festhaltung der auf dem Rande k’ liegenden Punkte stetig auf k’ 
deformieren kann, kann man sogar die ganze Scheibe EF’ befreien und 
somit C? in 7+ E deformieren. Ebenso kann man C* in T+ E’ de- 
formieren; denn E und E’ treten in C? ganz symmetrisch auf. 


e) Hin zweidimensionaler Komplex, der zwei voneinander verschieden 


stalile Kerne besitzt. (Beweis des Satzes VIIla). Der soeben be- 
handelte Komplex C? = T+ E+ E’ hat diese Eigenschaft, und zwar 


sind, wie wir jetzt zeigen werden, 7 +E sowie T+ E’ stabile Kerne; 
infolge der Symmetrie von F und J’, geniigt es, dies fiir T + £ zu be- 
weisen. Da wir schon wissen, da8 man C? in 7 + E deformieren kann, 
bleibt zu zeigen: es ist unmédglich, C* in eine Menge M -+-R zu de 
formieren, wobei M echter Teil von 74H und R_ hiéchstens ein- 
dimensional ist. 

Wir fiihren den Beweis indirekt. Nehmen wir an, es gibe eine 
Deformation von C in eine soleche Menge M + R; dann kénnte man zu- 
nichst den in E£’ liegenden Teil von R unter Festhaltung der auf dem 
Rande k’ gelegenen Punkte stetig auf die Linie /’ verschieben: damit 
hatte man, da mit der abgeschlossenen Menge M auch M + k’ echter 
Teil von 7 + E ist, C* in einen echten Teil M’ von 7+ E deformiert. 
Nun sind aber, da 7 Zyklus ist, alle Simplexe von 7 wesentlich; folglich 
wire 7 <M’, und daher bestiinde M’ aus 7 und einem echten Teil 
von E£; den letzteren kénnte man wieder stetig in den Rand k von & 
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deformieren, und damit hatte man (* in 7 deformiert. Zu _ beweisen 
bleibt somit: es ist unméglich, C? in 7 zu deformieren. 

/,(0 =< t <= 1) sei eine Deformation von C? in T. &k, 1, (A) ist 
dann ein geschlossener Weg auf 7. Wir werden den gewiinschten Wider- 
spruch dadurch herleiten, dal’ wir einerseits zeigen: k 
auf 7, andererseits: /, ist nicht homolog 0 auf T. 

Dab k, i, (k) ~0 auf T ist, ergibt sich einfach daraus, daB fk, 
das auf 7 gelegene Bild /,(Z) von EF berandet. Dab /f,(k) nicht 
~0 auf 7 ist. schlieBen wir aus der Betrachtung des Grades der 
Abbildung /, von 7 auf sich: die Abbildung / 
Punkt p von 7 den Grad +1; der Grad in p bleibt wiahrend der 


, Ist homolog 0 


von 7 hat in jedem 


0 


Deformation fiir alle /, konstant, da 7' unberandet ist — (auch wenn 
das Bild von T zeitweise nicht mehr ganz auf 7 liegt) —; folglich 


wird T durch /, mit dem Grade 1 auf sich abgebildet. Sind nun die 
Transformationen. welche die Zyklen k und &’ beziiglich Homologien 
auf 7 durch f, erleiden, die folgenden: 

f, (k) ~ak+bk' 

i(k )~ ck+dk’, 


ah > oe . 
so ist die Determinante , der Abbildungsgrad von /,"*). Da dieser 1 
a / 


ist, ist nicht a = b 0, also nicht /, (k) ~0. 

f) Im GroBen stabile n-dimensionale Komplexe (mit beliebigem n), die 
nicht zyklisch sind ( Beweis des Satzes V ) Die einfachsten derartigen Bei- 
spiele sind die Komplexe B", die im Beweis des Satzes IIT (§ 3, a) an- 
gegeben wurden: (B® ist also mit dem Komplex T -- £ des vorigen An- 
schnittes homéomorph). Da8 die B” nicht zyklisch sind, wurde schon im 
§2 bewiesen; es bleibt zu zeigen, daB sie im GroBen stabil sind. Der 
Beweis dieser Behauptung wird auf folgendem allgemeinen Satz beruhen: 

Wenn der Kompler C" einen (unverzweigten) Uberlagerungskomplex ca 
besitzt, der im GroBen stabil ist, so ist C" selbst im Groen stabil"). 

Dieser Satz wird bewiesen sein, sobald gezeigt ist: wenn (” in einen echten 
Teil von sich deformierbar ist, so ist auch C” in cinen echten Teil von sich 
deformierbar. Diese Tatsache ergibt sich aber unmittelbar aus dem Begriff 
der Uberlagerung: /, sei eine Deformation von C”, und das Bild /, (C”) sei 
em echter Teil von C”; ist Z% irgendein Punkt von C", x der von & 
liberlagerte Punkt von C", so verstehen wir unter /,(%) einen der iiber 


*) H. Hopf. Beitrage zur Klassifizierung der Flachenabbildungen, Crelles 
Journal 164 (1931), Satz IILa. 

) Unter der ..Unverzweigtheit’, die wir im folgenden von jeder Uberlagerung 
voraussetzen, wird die Kigenschaft verstanden, daB die durch dic Uberlagerung 
bewirkte Abbildung im Kleinen topologisch ist. 
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f(z) liegenden Punkte von C*; fiigen wir noch die Bestimmung hinzu, 
daB /,(z) = @ sein und /, stetig von ¢ abhingen soll, so ist die Schar j, 
eindeutig und stetig, und das Bild von C* bei der Abbildung /, liegt iiber 
dem Bilde von C* bei /,, ist also ein echter Teil von Cn. 


Der oben formulierte allgemeine Satz ist damit bewiesen, und wir 
werden nun zeigen, daB der Komplex B" einen zweiblattrigen Uber- 
lagerungskomplex Br besitzt, der zyklisch, also gewi8 im GroBen stabil ist. 


B» ist folgendermaBen definiert (§ 3, a): in dem Produkt M* = T* einer 
Sphaire S*~* mit einer Kreislinie S' bezeichne St~* die zu dem festen 
Punkt z, von S' gehérige Sphire; in S*~' ist ein Element 2 ein- 
gespannt, das im iibrigen zu 7* fremd ist; T* + #* ist B. Wir erklaren 
nun B: §' sei eine Kreislinie, auf der ein Parameter & erklart ist, der bei 
einmaliger Durchlaufung von S' um 22 zunimmt, 7” sei das Produkt 
einer Sphire S*-: mit S'; Se—* und S*-* seien die zu i = 0 baw. 
% = 2 gehérigen Sphiren in 7; in S*-* und S%~* seien Elemente 
Es bzw. Ex eingespannt; 7” + Ej + Ey sei B’. Identifiziert man in 7™ 
je zwei Punkte, die zu demselben Punkt von S"~—* gehéren und deren 
u-Parameter sich um 2 unterscheiden, und erweitert man die damit speziell 
gegebene Identifizierung von S; * und S~* zu einer Identifizierung von 
FE. und E%, so entsteht ein Komplex, der offenbar mit B”" homéomorph 
ist und von B* zweiblattrig iiberlagert wird. 


Damit ist gezeigt, daB B» zweiblittriger Uberlagerungskomplex von 
B* ist, und wir haben uns nur noch davon zu iiberzeugen, da’ Be = 7 
+ Ex + E* zyklisch ist. Da 7* als geschlossene Mannigfaltigkeit Zyklus 
ist, ist nur zu zeigen, daB £* und E* auf Zyklen (oder Zyklen modm) 
in B liegen. Dies ist leicht zu sehen; denn ist P* der durch OS u<2 
bestimmte Teil von 7», so ist P» + Ex+ 2 der n-dimensionalen 
Sphire homéomorph, also ein Zyklus. Damit ist alles bewiesen. 

Der Beweis der Stabilitét von B" laBt sich auch — &hnlich wie der 
Beweis in e) — folgendermaBen ohne Heranziehung von Uberlagerungs- 
komplexen fiihren: wire B* in einen echten Teil M von sich deformierbar, 
so kénnte, da 7" als Zyklus gewi8 zu M gehérte, nur ein echter Teil 
von E* zu M gehéren, und dieser Teil von E” lieBe sich weiter stetig 
auf den Rand S-* von E* deformieren; B" wire also in 7* deformier- 
bar. Bei dem Ergebnis /, dieser Deformation wire der Zyklus /, (S;—*)~0 
in 7*, da er das Bild von E£* beranden miiBte. Andererseits schlieft 
man aber wie unter e), daB die Abbildung /, von 7” auf sich den Grad | 
hat, und hieraus folgt nach allgemeinen Satzen tiber Mannigfaltigkeiten, 
daB das Bild eines Zyklus Z = S*—*, der nicht selbst ~0 in 7* ist, 
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auch nicht ~0 sein kann"). Die Annahme der Instabilitét von B* hat 
also zum Widerspruch gefiihrt. 

g) Ein im Groen stabiler Komplex, der nicht nur nicht zyklisch ist, 
sondern tiberhaupt keinen n-dimensionalen Zyklus (nach irgendeinem Modul) 
enthalt; (die Darstellung, die auf n = 2 beschrankt ist, laBt sich auf alle 
n> 2 iibertragen). — 

T sei ein Torus; in ihn sei ein einfach zusammenhiangendes Loch 
geschnitten, dessen Randkurve wir r nennen; k sei ein zu dem Loch und 
zu r fremder Meridian; zwischen r und k bestehe eine topologische Zu- 
ordnung F; indem wir je zwei zugeordnete Punkte identifizieren, definieren 
wir einen Komplex Z. Man kann leicht ein Modell von Z im R* kon- 
struieren: 7’ sei eine einfach geschlossene Kurve auf 7, die etwas groBer 
als r ist und r umschlieBt; den von r und r’ begrenzten Ring dehne man 
unter Festhaltung von r’ zu einem Schlauch aus, der im Innern von T 
verlauft, und man hefte den freien Rand r des Schlauches so mit k zu- 
sammen, wie die Zuordnung F es vorschreibt. Diese Flache ist als Bei- 
spiel eines zweidimensionalen Komplexes im R* bekannt, der keine freie 
Kante besitzt, aber den Raum nicht zerlegt. 


DaB L keinen zweidimensionalen Zyklus (nach irgendeinem Modul) 
enthalt, ist aus der eben erwahnten evidenten Tatsache abzulesen, da8B L 
in den R* eingebettet werden kann, ohne ihn zu zerlegen; es kann natiir- 
lich auch direkt auf Grund der inneren Eigenschaften von L leicht be- 
statigt werden. DaB L im GroBen stabil ist, werden wir, indem wir 
wieder den unter f) formulierten Satz iiber Uberlagerungskomplexe heran- 
ziehen, dadurch beweisen, da® wir einen zweiblittrigen Uberlagerungs- 
komplex Z von L angeben, der bei geeigneter Orientierung seiner Sim- 
plexe ein Zyklus mod 3 ist. 


T sei ein zweiter Torus; er la8t sich als zweiblattrige Uberlagerungs- 
fliche von 7 auffassen, indem man jedem Paar von Punkten, die bei 
einer Drehung von 7 um die Rotationsachse von 7 um den Winkel x 
ineinander iibergehen, einen Punkt von 7 zuordnet und diese Abbildung 
von T auf 7 derart definiert, da8 jedem Breitenkreis von 7 ein zweimal 
durchlaufener Breitenkreis von 7, jedem Paar von Meridianen von T, die 
bei der eben beschriebenen Drehung ineinander iibergehen, ein Meridian 
von 7’ entspricht. Dem Loch mit dem Rande r in T entsprechen in T 
zwei Locher mit Randern 7,, 7,, dem Meridian k von T entsprechen zwei 
Meridiane k,, k, von 7; bei der Drehung um 2 gehen 7, und 7,, k, und 


k, ineinander tiber. Die gegebene Zuordnung F zwischen r und & liefert 
*) H. Hopf, Zur Algebra der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten, Crelles 
Journal 168 (1930), Satze Ila, IIc, Id. 
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Zuordnungen F,; zwischen 7, und k; (i = 1, 2; 7 = 1,2). Nehmen wir 
die Zuordnungen F,, und F,, vor, so wird dadurch ein Komplex I de- 
finiert; nehmen wir F,, und F., vor, so wird ein zweiter Komplex 1 
erklirt; (es wird sich herausstellen, daB L und L nicht homéomorph sind). 


Jeder der beiden Komplexe L, L ist offenbar ein zweiblattriger Uber- 
lagerungskomplex von LZ. Wir werden zeigen, da8 der eine von ihnen 
bei geeigneter Orientierung seiner Dreiecke ein Zyklus mod 3 ist. 


r und & sollen jetzt die betreffenden Kurven in einem bestimmten 
Durchlaufungssinn bezeichnen, und zwar so, da die positiv durchlaufene 
Kurve r durch F auf die positiv durchlaufene Kurve k abgebildet ist. 
Ebenso verstehen wir jetzt unter 7,, r,, k,, k, die betreffenden Kurven, 
mit denjenigen Durchlaufungssinnen versehen, die den positiven Durch- 
laufungen von r und k entsprechen; dann werden durch F;; die positiv 


durchlaufenen Kurven 7; und k; aufeinander abgebildet. Unter P,, P, 
verstehen wir die 7, bzw. 7, enthaltenden Hilften, in die T durch k, 
und k, zerlegt wird. Orientiert man P, auf eine der beiden méglichen 
Weisen, so besteht der Rand von P, aus den Kurven +7,, +k,, +k,, 
und zwar treten k, und k, offenbar mit entgegengesetzten Vorzeichen auf; 
wir wahlen diejenige Orientierung als die positive, bei der + 7, auf dem 
Rande von P, auftritt; wir diirfen annehmen, daB die Indizes von fk, 
und k, so gewahit sind, daB dann +k, und —k, zusammen mit + 7, 
den Rand von P, bilden. Dann bilden, wenn man P, analog orientiert, 
+k,, —k,, +7, den Rand von P,. Wir betrachten nun, in der jetzt 
festgelegten Bezeichnung. den Komplex L, der durch die Zuordnungen 
F,, und F,, entsteht. Da P, vor der Zuordnung den Rand +- 7, + k, —k, 
hatte, hat der Teil P, von Z den Rand 2k,—k,; ebenso hat der Teil 
P, von L den Rand 2k,—k,. Der Komplex P,— P, = Z hat daher 
den Rand 3k,—3k, und ist mithin ein Zyklus mod3; da Z nichts 
anderes ist als L bei geeigneter Orientierung der Dreiecke, ist damit die 
Behauptung bewiesen. 


Es seien noch folgende Bemerkungen gemacht: L laBt sich nicht 
durch ein topologisches Modell im R®* darstellen; denn bezeichnet p” (C) 
die n-te Bettische Zahl modm (m = 0 oder m>1) des Komplexes C, 
und besitzt C ein topologisches Modell im R"+', so ist nach dem 
Alexanderschen Dualititssatz (fiir beliebige Moduln) 1 + p (C) die Anzahl 
der Gebiete, in die der R" ++ durch das Modell zerlegt wird, und folglich 
ist py (C) = py, (C) fiir beliebige m,, m,; in unserem Falle ist nun, wie 
die Existenz von Z zeigt, p3(Z) > 0 (und zwar, wie man leicht sieht, 
= 1), aber, wie man ebenfalls leicht sieht, pj (LZ) = p? (ZL) = 0. Dagegen 
laBt sich Z durch ein Modell realisieren; denn die Anschauung lehrt, daB 
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man, wenn 7, und 7, Nachbarkurven von 7, und 7, bezeichnen, die der 
oben bei der Konstruktion des Modells von Z benutzten Kurve 1’ ent- 
sprechen, entweder 7, mit k, und 7, mit k, oder 7, mit k, und 7% mit , 
durch zwei Schlaiuche so verbinden kann, da die freien Rinder der 
Schliuche mit k, und k, in der durch die gegebene Zuordnung vor- 
geschriebenen Weise zusammenfallen und da die beiden Schliuche zu- 
einander fremd sind. Da diese Konstruktion, wie eben bewiesen wurde, 
fir Z nicht zum Ziele (sondern zu einer Kollision der beiden Schliuche) 
fihrt, fiihrt sie fir Z zum Ziele. Hieraus ist insbesondere ersichtlich, 
daS L und L nicht homéomorph sind. 


§ 4. 

Unwesentliche Simplexe in m-dimensionalen Komplexen mit n > 3. 

Beweis des Satzes VIIa: DaB ein n-dimensionales Simplex X 
von C*, das einem Zyklus oder Zyklus mod m angehért, wesentlich ist, 
folgt, wie schon oft benutzt wurde, unmittelbar aus der Theorie des Ab- 
bildungsgrades. X gehére also keinem Zyklus oder Zyklus mod m an; 
wir haben C” so zu deformieren, daB ein innerer Punkt p des Simplexes X 
von der Bedeckung befreit wird. 

Der erste Schritt der Befreiung beruht auf dem folgenden Satz: 
,C und K seien n-dimensionale Komplexe, X sei ein n-dimensionales Simplex 
von K, p ein innerer Punkt von X; f[ sei eine Abbildung von C auf K, 
die im Punkte p ,algebraisch unwesentlich: ist, d.h. bei welcher die Ab- 
bildung jedes n-dimensionalen Zyklus und Zyklus mod m von C im Punkte p 
den Grad (bzw. Grad mod m) 0 hat. Dann lat sich f stetig in eine Ab- 
bildung {, tiberfiihren, bei welcher die Abbildung jedes einzelnen n-dimen- 
sionalen Simplexes von C im Punkte p den Grad 0 hat“). Ist C = K 
und X ein Simplex, das keinem Zyklus oder Zyklus mod m angehért, so 
erfiillt die identische Abbildung f die Voraussetzung der algebraischen Un- 
wesentlichkeit in jedem inneren Punkte von X; folglich kann man C so 
deformieren, daB p von dem Bilde jedes n-dimensionalen Simplexes mit 
dem Grade 0 bedeckt wird. Durch eine beliebig kleine Abiinderung — 
z.B. durch Ubergang zu einer simplizialen Approximation -- lat sich 
die Abbildung, falls nétig, noch so modifizieren, da% p nur endlich viele 
Originalpunkte besitzt; dabei ist in p der Grad des Bildes jedes Simplexes 
(der urspriinglichen Zerlegung von C) 0 geblieben. Dies ist der erste 


‘5) H. Hopf, Uber wesentliche und unwesentliche Abbildungen von Komplexen, 
Moskauer Math. Samml. 87 (1930), Satz IIIa. — Dort wird zwar die algebraische 
Unwesentlichkeit nicht nur in einem einzelnen Simplex X, sondern in ganz K vor- 
ausgesetzt; beim Beweise benutzt wird sie aber nur fir ein Simplex. (Der ,,Satz 1V“, 
der am SchluB des Beweises herangezogen wird, wird nur fiir den festen Wert 1 
des Index k angewandt.) 
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Schritt der Befreiung; bei ihm sind die Voraussetzungen iiber den ein- 
fachen Zusammenhang und die Dimension von C nicht benutzt worden. 

Der zweite Schritt beruht auf dem folgenden Satz: ,,Es sei n + 2; 
das n-dimensionale Simpler E sei so im den n-dimensionalen Komplex ( 
abgebildet, daB die Originalmenge des Punktes p, der innerer Punkt eines 
(beliebigen) n-dimensionalen Simplezes X von C ist, aus zwei solchen 
inneren Punkten von E besteht, daB die Bilder threr Verbindungswege, die ja ge- 
schlossene Wege in C sind, sich in C auf Punkte zusammenziehen lassen. Dann 
laBt sich die Abbildung durch eine stetige Abanderung, die nur die Bilder innerer 
Punkte von E verriickt, in eine Abbildung iiberfiihren, bei der p einen 
einzigen Originalpunkt besitzt**). Wir wenden diesen Satz auf die Ab- 
bildung /, an, die das Ergebnis des ersten Schrittes der Deformation war. 
Y sei irgendein n-dimensionales Simplex von C; y,, y, seien zwei Original- 
punkte von p in Y, E sei ein Teilsimplex von Y, das y, und y,, aber 
sonst keinen Originalpunkt von p enthalt. Da imfolge des einfachen Zu- 
sammenhanges von C jeder geschlossene Weg zusammenziehbar ist, sind 
die Voraussetzungen des Satzes erfiillt. Wir kénnen also die Deformation 
so fortsetzen, daB die Anzahl der Originalpunkte von p in Y um 1 ver- 
mindert wird; da dabei auf dem Rande und im AuBSeren von £, also 
insbesondere auf dem Rande von Y, alles beim alten bleibt, ist der Grad 
des Bildes von Y im Punkte p nach wie vor gleich 0, und es sind in 
den von Y verschiedenen Simplexen keine neven Originalpunkte von p 
entstanden. Durch endlich hiufige Wiederholung dieses Prozesses wird die 
Deformation daher so fortgefiihrt, daB bei der sich ergebenden Abbildung /, 
von C auf sich folgendes erreicht ist: in jedem n-dimensionalen Simplex 
von C liegt héchstens ein Originalpunkt von p, auf den Réandern der 
Simplexe liegen gar keine Originalpunkte; das Bild jedes einzelnen Sim- 
plexes hat in p den Grad 0. 


Der dritte und letzte Schritt beruht auf dem folgenden Satz: ,,g, se 
eine Abbildung des n-dimensionalen Simplexes Y' in das n-dimensionale 
Simplex X; der innere Punkt p von X liege nicht auf dem Bilde des Randes 
von Y’ und werde von dem Bilde von Y' mit dem Grade 0 bedeckt. Dann 
gibt es eine Abbildung g, von Y’ in X, die in allen Randpunkten von Y' 
mit g, tibereinstimmt und bei der p nicht zu dem Bilde von Y’ gehért*”’). 





16) H. Hopf, Zur Topologie der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten, 2. Teil, 
Math. Ann. 102 (1929), Satz XIIIa. — Dort wird zwar vorauagesetzt, daB C eine 
Mannigfaltigkeit ist; benutzt wird die Mannigfaltigkeitseigenschaft (mit n > 3) aber 
nur in der Umgebung des Punktes p (und zwar beim Beweise von ,,Hilfssatz III“); 
diese Voraussetzung ist in unserem Falle erfillt. 

17) Der Satz ist gleichbedeutend mit dem folgenden: Hat p in bezug suf das 
durch g gelieferte Bild der Randsphare von Y’ die Ordnung 0, so 14Bt sich die m- 
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Man kann zu diesem Satz noch den Zusatz machen, da® sich g, unter 
Festhaltung der Abbildung am Rande von Y’ stetig in g, iiberfiihren lat; 
denn wenn man fiir jeden Punkt 2c Y’ unter g,(z) den Punkt in X ver- 
steht, der die Strecke g,(z)g, (xz) im Verhiltnis ¢:(1 —t) teilt, so leistet 
die Abbildungsschar g, eine solche Uberfiihrung. Ist nun y bei der Abbildung 
f; = 9 ein Originalpunkt von p, Y das y enthaltende Simplex, so sei Y’ 
ein n-dimensionales Teilsimplex von Y, das y im Innern enthilt und das 
so klein ist, da® sein Bild im Innern von X liegt. Daraus, daB in Y 
kein weiterer Originalpunkt von p liegt, folgt 1., daB p nicht auf dem 
Bilde des Randes von Y’ liegt, und 2., daB p von dem Bilde von Y’ 
mit demselben Grade bedeckt wird wie von dem Bilde von Y, also mit 
dem Grade 0. Mithin sind die Voraussetzungen des Satzes erfiillt, und 
man kann daher, unter Beriicksichtigung des Zusatzes, g, = f, in Y’ so 
abindern, da8 p von der Bedeckung durch das Bild von Y befreit wird, 
und daB dabei auf dem Rande von Y’ der stetige Anschlu8 an die Ab- 
bildung /, immer gewahrt bleibt. Indem wir dies fiir jeden Originalpunkt 
von p tun, gelangen wir schlieBlich zu einer Abbildung /,, bei der p keinen 
Originalpunkt mehr besitzt. Dann ist p durch eine Deformation von der 
Bedeckung durch das Bild von C befreit worden. 


Beweis des Satzes III fiir n>3"): Da der Satz VII in dem 
soeben bewiesenen Satz Vila enthalten ist, diirfen wir ihn anwenden und 
haben daher zum Beweise des Satzes III fiir jedes n >3 einen Kom- 
plex K" anzugeben, der die folgenden drei Kigenschaften hat: 1) er ist 
im Kleinen stabil; 2) er enthilt ein n-dimensionales Simplex, das auf 
keinem Zyklus oder Zyklus mod m liegt; 3) er ist einfach zusammen- 
hingend. Unsere Beispiele K" werden auBer 2) sogar die starkere Kigen- 
schaft 2’) haben: K* enthilt keinen n-dimensionalen Zyklus oder Zyklus 
mod m; infolgedessen wird sogar jedes n-dimensionale Simplex unwesent- 
lich, der stabile Kern wird also auf Grund des — noch zu beweisenden — 
Satzes VIII leer sein. 


K sei der im euklidischen z,-2,-...- 2%,-Raum R*" durch 
1< 22} <2 gegebene Bereich; seine durch Lz? = 1 und La} = 2 
gegebenen Randsphiiren bezeichnen wir mit S*-! bzw. Sx-'. Durch 


Identifizierungen auf den Randsphéren von K* erkliren wir K*: unter 


nichst nur auf diesem Rande erklarte Abbildung g zu einer Abbildung von Y’ er- 
weitern, bei der p nicht zur Bildmenge gehért. Beweis: H. Hopf, Abbildungs- 
klassen n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten, Math. Ann. 96 (1926); ein kurzer Beweis 
ist dort in den beiden letzten Abschnitten der S. 224 enthalten. Der Satz ist im 
wesentlichen mit dem einfachsten Fall (Satz II’) des unter '°) zitierten Satzes IT 
identisch. 

8) Fair n = 2 in §3, d, bewiesen. 








































460 H. Hopf und E. Pannwitz. 


einer Drehung um den Winkel @ verstehen wir die Bewegung des R*, 
die durch 
r, = 7, Cos g r,sng, 2, r, sing +s, cosg, 
Ly = 2; (x => 3) 
gegeben ist; dann identifizieren wir auf S"~ ' Punkte, die durch Drehungen 


um 2, auf S:~* Punkte, die durch Drehungen um = oder = ineinander 
iibergefiihrt werden. Der damit erklirte Komplex ist K". 

1. K" ist im Kleinen stabil. Dies werden wir. anstatt das Kriterium 
des Satzes VI anzuwenden, dadurch beweisen, da wir zu jedem Punkt 
p < K" ein Komplex K; angeben, der zyklisch, also gewiB stabil (sogar 
im GroBen) ist und einen solchen Punkt p’ enthalt, da®B p und p’ ho- 
méomorphe Umgebungen besitzen. Fiir diejenigen Punkte p, denen innere 
Punkte von K" entsprechen, kann man als A’ die »-dimensionale Sphiire 
wihlen. Fiir jeden Punkt p, dem in A” Punkte von S"—? entsprechen, 
laBt sich ein K) angeben, der ein Zyklus mod 2 ist: nimlich der Komplex, 
der aus A” entsteht, wenn man nicht nur auf S*~', sondern auch auf 
S:~-1 solche Punkte identifiziert, die bei der Drehung um 2 ineinander 
iibergehen; bei dieser Ersetzung von A" durch K’ wird die Umgebung 
von p nicht abgeindert, und daB K) ein Zyklus mod 2 ist, wenn man 
die natiirliche Orientierung von A” zugrunde legt, ist klar: denn sein 
Rand besteht aus den beiden aus S”~* und S\—* entstandenen Komplexen, 


und in jedem von diesen tritt jedes (x — 1)-dimensionale Simplex bei der 
Randbildung zweimal auf. Analog Ja&t sich zu jedem Punkt p, dem 


Fn ” 1 , _" . ’ 
in K” Punkte auf S; entsprechen, ein K,, angeben, der ein Zyklus 
mod 3 ist, indem man nicht nur auf S%—', sondern auch auf S"~? solche 


ns ‘ . 2a 4n ‘ ‘ 
Punkte identifiziert, die bei Drehungen um > oder 3 ineinander iiber- 
yehen. (Es stért diese Argumentation nicht, wenn dem Punkte p nur 
ein Punkt auf S"~' oder Sx-' entspricht, wenn dieser Punkt also auf 
der (n —2)-dimensionalen Drehungsachse ,, r, = liegt.) 

2. K” enthalt keinen n-dimensionalen Zyklus oder Zyklus mod m, 
Beweis: 7% (4 1, 2, ..., k) seien die Simplexe von K”" in kohirenter 
Orientierung, also so orientiert, wie es einer der durch die Orientierung 
des R" gegebenen natiirlichen Orientierungen von A” entspricht. P*-', 
P,~' seien die beiden Komplexe in K", die aus S"~! baw. Sz-! durch 
die auf diesen Sphiren vorgeschriebenen Identifikationen hervorgehen. 
Dann ist — wenn wir fiir jeden Komplex C” unter C" oder (C”) seinen 

. 
reratea > ( n 7 . im1- — 
Rand verstehen { J 7; 3-7; F-' we FB 
i=1 
haben, wie aus ihrer Definition hervorgeht, die Eigenschaft, daB in ihnen 
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kein (» — 1)-dimensionales Simplex mit einem von +1 verschiedenen 


Koeffizienten vorkommt. Es sei nun Z" = Yc, T/ ein Zyklus mod m 
(m~> 1) in K". TJ” und T% mégen ein (nx — 1)-dimensionales Simplex 


T"-1 gemeinsam haben, und dieses mége einem inneren, d. h. nicht auf 
S«-1 oder Sy~* gelegenen Simplex von K" entsprechen, also insbesondere 
auf keinem weiteren 7 als T; und T) liegen. Dann liegt infolge der 
kohirenten Orientierung von 7" und 7% das Simplex T"-' mit ver- 
schiedenem Vorzeichen auf den Rindern von 7" und 7%, es ist also etwa 


T" eens Ss. ae —J"~'.....; hieraus folgt, da Z" Zyklus 
mod m, also Z* = 0 mod m ist: ¢,—c, =0mod m. Da man nun je zwei 


Simplexe 77, Tj, durch eine solche Kette von Tj verbinden kann, daB je 
zwei aufeinanderfolgende ein 7"~! gemeinsam haben, das einem inneren 


Simplex von K" entspricht, beweist man ebenso, da® alle c, einander 


k . 
kongruent sind; folglich ist Z" = c ( B T’ ) mod m, und aus Z" = 0, 
i=1 
(2 Ti) 3 P}~'—2 Pi”? folgt c(3 P}~'— 2 P}~')=Omodm. Sind 
nun 7*~' und 7%~' Simplexe von P%—? bzw. von P}—', so kommen sie, 


wie oben bemerkt, nur mit dem Koeffizienten +1 vor; daher ergibt sich 
weiter: 3c = 0, 2c = 0 mod m, also auch c= 0 und Z*? =0 modm. Das 
bedeutet aber, das es auBer dem trivialen ,,Nullzyklus“ keinen Zyklus 
mod m in K* gibt. Dann gibt es a fortiori keinen gewéhnlichen Zyklus; 
denn giibe es einen solchen, so kénnte man in ihm die Koeffizienten c, 
der 7 als teilerfremd annehmen, und dann wire er ein (nicht trivialer) 
Zyklus mod m fiir jedes m > 1. 

3. K" ist einfach zusammenhingend. Beweis: Zunichst stellen wir 
fest, daB K" einfach zusammenhiingend ist; jeder geschlossene Weg in K” 
kann namlich in einen auf S*—' verlaufenden geschlossenen Weg defor- 
miert werden, und ein solcher ist, da »— 1 > 1 vorausgesetzt ist, auf 
S"-1, also in K*, homotop 0. Daraus folgt weiter: ist # ein geschlossener 
Weg in A", w der ihm entsprechende Weg in K", so ist w in K® auf 
einen Punkt zusammenziehbar; denn der Zusammenziehung von @ ent- 
spricht, da A” ja eindeutig so auf K" abgebildet ist, daB w das Bild 
von w ist, eine Zusammenziehung von w auf einen Punkt in K”. Somit 
geniigt es, zu zeigen: jeder geschlossene Weg v in A“ ist einem geschlossenen 
Weg w homotop, der einem geschlossenen Wege @ in K” entspricht. Wir 
diirfen v als Kantenzug der Triangulation annehmen; sind s; die Kanten 
von v, so sei fiir jedes 7 3, die 3; entsprechenden Kante bzw. eine beliebige 
der (zwei oder drei) s, entsprechenden Kanten in K"; der von den %, ge- 
bildete Kantenzug v braucht nicht geschlossen zu sein; es kann vor- 
kommen, da® fiir zwei Kanten s 


1+ 8» die eine Ecke e gemeinsam haben, 


die Kanten 5,, 5, nicht zusammenstofen, sondern da® die e entsprechenden 








































462 H. Hopf und E. Pannwitz. 


Ecken @,, é, auf s, bzw. 3, voneinander verschieden sind. Wir nennen 
dann e eine ,,Sprungstelle“; wir werden v durch einen homotopen Weg », 
ersetzen, der eine Sprungstelle weniger hat als v; nach endlich haufiger 
Wiederholung werden wir zu einem Weg w gelangen, der zu wv homotop 
ist und keine Sprungstelle besitzt, also einem geschlossenen Weg @ in K 
entspricht und somit, wie wir sahen, homotop 0 ist. Damit wird be- 
wiesen sein, daB auch v homotop 0 ist. 

Wir haben also die Sprungstelle e zu beseitigen. e, und @, liegen 
entweder beide auf St~' oder beide auf S;—'; sie mégen etwa auf Se—1 
liegen. qg sei der Punkt mit den Koordinaten z, = 2, = ... = %_, = 0, 
z, = 1, also einer der Punkte von S*~', die bei jeder Drehung fest 
bleiben und daher mit keinem anderen Punkte zu identifizieren sind; 
q sei der entsprechende Punkt auf P"-*. wu sei ein auf P™-' vone 
nach q fiihrender Kantenzug; u,,u, seien die ihm entsprechenden Kanten- 
ziige auf S"~* von é@, bzw. von é, nach g. v, sei nun der geschlossene 
Weg, der aus v entsteht, wenn man in den Weg v den doppelten Weg u, 
erst von e nach g, dann von g nach e zuriick durchlaufen, einfiigt; v, ist 
homotop zu v. In K* entepricht dem Weg v, der Weg 3,, der entsteht, 
wenn man in den Weg v den @, mit é, verbindenden Streckenzug u, — ii, 
einschaltet. Die Sprungstelle e ist dadurch beseitigt, und neue Sprung- 
stellen sind nicht aufgetreten. 

K* hat also die drei behaupteten Eigenschaften, und der Satz III ist 
damit bewiesen. 


Bemerkung: Man kann ebenso wie die Komplexe K" fiir n>3 
auch den Komplex K* erkliren. Er hat auch die Kigenschaften 1) und 2’), 
bei deren Beweis die Dimension n keine Rolle spielte. Dagegen ist er nicht 
einfach zusammenhingend. Es ist leicht zu sehen, daB er eine zwei- 
blattrige Uberlagerungsfliche besitzt, die ein Zyklus mod 3 ist: Er ist 
also ebenso wie das letzte Beispiel im § 3 ein zweidimensionaler Komplex, 
der keinen Zyklus enthalt, aber im GroBen stabil ist — im Gegensatz zu 
den Komplexen K* mit n> 3. 

Beweis des Satzes VIII (fiir n> 3)*): Es ist zu beweisen, daB 
es eine Deformation von C gibt, bei deren Ergebnis die Innengebiete aller 
unwesentlichen n-dimensionalen Simplexe befreit worden sind; nehmen wir 
in jedem unwesentlichen Simplex X; einen inneren Punkt p, an 
(¢ = 1, 2,..., %), so geniigt es, zu zeigen, daB man die Punkte p, gleich- 
zeitig befreien kann; denn dann kann man weiter den echten Teil 
jedes X7, der noch zum Bilde von C gehért, unter Festhaltung der auf 
dem Rande von X; gelegenen Punkte stetig auf diesen Rand deformieren. 


1%) Fir n 1 im §1 bewiesen. 
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Die Méglichkeit der gleichzeitigen Befreiung der Punkte p, ist offenbar in 
dem folgenden allgemeineren Satz enthalten: 

Es sei n =>3; C und K seien n-dimensionale Kompleze, p,, p,,.. .; Px 
seien Punkte im Innern n-dimensionaler Simpleze von K; § sei eine Klasse 
von Abbildungen von C auf K, die fiir i=, 2, ..., k solche Abbildungen }, 
enthalte, daB bei f, der Punkt p, nicht von der Bildmenge bedeckt wird. Dann 
gibt es in & eine Abbildung f, bei der keiner der Punkte p, von der Bild- 
menge bedeckt wird. 

Beweis: Fir k = 1 ist der Satz trivial; zur Durchfiihrung der voll- 
stindigen Induktion beziiglich k geniigt es, zu zeigen: /, und /, seien zwei 
Abbildungen aus %; bei f, sei der Punkt p, = p nicht bedeckt, bei /, 
seien die Punkte p,,..., —1, die wir jetzt mit g, bezeichnen wollen, 
nicht bedeckt. Dann gibt es eine Abbildung f aus §, bei der weder p 
noch einer der g, bedeckt wird. 

Wir beweisen die Behauptung zunichst unter einer speziellen Annahme. 
Da /, und /, zu derselben Klasse gehéren, gibt es eine stetige Schar f, 
mit O0<t<1. P sei die Menge der Punkte z in C mit f,(z) = p fir 
ingendein t; Q sei die Menge der z mit /,(z) = gq, fiir irgendein ¢ und 
irgendein +. Die spezielle Annahme ist: P und Q sind zueinander fremd. 

Dann gibt es, da P und Q abgeschlossen sind, eine positive Zahl d, 
die kleiner als der Abstand o0(P,Q) ist. Wir definieren eine Schar von 
Abbildungen g,(0 <t <= 1) von C auf K: 

9: (x) = f, (2), wenn o(z, P)=>d, 

9: (2%) = fi—ta— pia (2), wenn @ =o(2,P)<sd 
ist. Die Abbildungen sind offenbar stetig und hiangen stetig von ¢ ab, 
Da g, = /, ist, gehéren sie simtlich zu %. Dies gilt insbesondere fiir die 
Abbildung g,, die durch folgende Formeln gegeben ist: 
(1) 9; (x) = fh, (z) fiir o (2, P) = d, 
(2) 9, (2) = foja (x) fiir e = e(@,P)sd. 
Fiir einen Punkt x, der sich in der Lage (1) befindet, ist g, (x) + p wegen 
c¢ P und g, (xz) +4, da f, (x) + q; fiir alle x ist; ist z in der Lage (2), 
80 ist g, (x) + gq; wegen x ¢Q und g,(z) + p, da andernfalls z c FP, also 
o=0 und g,(z) = f,(z) ware, was einen Widerspruch ergibt, da 
/,(z) + p fiir alle x ist. Die Abbildung g, = f hat somit die behaupteten 
Eigenschaften. 

Wir werden uns nun von der einschrinkenden Annahme dadurch be- 
freien, da8 wir in der Klasse §§, der die vorgelegten Abbildungen /, und f, 
angehéren, fiir die die Annahme nicht zuzutreffen braucht, Abbildungen 
f(0<t<=1) so angeben, daB bei f, der Punkt p, bei f, jeder 
Punkt g, unbedeckt bleibt und da8 die entsprechend wie oben definierten 
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Mengen P’ und Q’ zueinander fremd sind. Bei diesem Teil des Beweises 
wird die bisher nicht benutzte Voraussetzung n >3 eine wesentliche 
Rolle spielen. 

Die nach: Voraussetzung existierende Schar /, (0 =< ¢ < 1) deuten wir 
in bekannter Weise folgendermaBen: Z sei der (n + 1)-dimensionale Zylinder 
der Héhe 1 iiber C (oder das Produkt von C mit einer Strecke der 
Linge 1); ist z ein Punkt von C, so verstehen wir unter z, den Punkt 
von Z, der in der Entfernung ¢ iiber x liegt; die von allen Punkten z, 
und z, gebildeten Komplexe nennen wir C, bzw. C,, so daB also C, =C 
ist. Mittels der Festsetzung F (x,) = /,(x) entspricht der Schar /, eine 
Abbildung F von Z auf K; dabei wird /,(C) durch F(C,), /,(C) durch 
F (C,) repriisentiert. Fiir F liegt auf C, kein Originalpunkt von p, auf C, 
kein Originalpunkt eines Punktes g,;. Wir miissen nun eine Abbildung F’ 
von Z auf K so konstruieren, daB 1) die durch F’ (C,) erklarte Abbildung 
von C zu der Klasse § gehért, da8 2) auf C, kein Originalpunkt von p 
auf C, kein Originalpunkt eines q, liegt, und daB 3) die Originalmengen 
von p einerseits, der Punkte g,; andererseits so gelegen sind, da8 niemals 
ein Punkt der einen Menge iiber einem Punkt der anderen Menge liegt; 
(dabei verstehen wir unter einem iibereinander liegenden Punktepaar 
natiirlich zwei Punkte z,,, z,). Dann werden nimlich die Abbildungen 
{,(C) = F’(C,), f,(C) = F’(C,) zusammen mit der durch f, (x) = F’ (z,) 
erklarten Schar f, alle Anforderungen erfiillen. 

Um F’ zu konstruieren, ersetzen wir zunichst F durch eine so gute 
simpliziale Approximation, daB die dadurch erklirte Abbildung von C,, 
die wir f, nennen, auch zu der Klasse § gehért, und daB auf C, kein 
Originalpunkt von p, auf C, kein Originalpunkt eines gq; liegt; von der 
Simplexzerlegung von K, die dieser simplizialen Abbildung zugrunde liegt, 
setzen wir voraus, daB jeder der Punkte p,4q,,q,,.-. im Innern eines 
n-dimensionalen Simplexes liegt, und daB das p enthaltende Simplex Y 
keinen g,; enthalt. Dann liegen die Originalpunkte von p und von den q, 
im Innern von (n-+-1)- oder n-dimensionalen Simplexen von Z, und 
kein (n+ 1)-dimensionales Simplex von Z enthilt gleichzeitig einen Origi- 
nalpunkt von p und einen Originalpunkt eines q;. 

Wir tilgen nun die Abbildung im Innern aller der (n + 1)-dimensio- 
nalen sowie der n-dimensionalen Simplexe, die einen Originalpunkt von p 
enthalten, die also auf Y abgebildet sind; dadurch bleibt die Abbildung 
von C, unberiihrt. Jetzt werden wir die Abbildung im Innern dieser 
Simplexe von neuem so erkliren, daB bei der schlieBlich vorhandenen 
Abbildung von Z niemals ein Originalpunkt von p und ein Originalpunkt 
eines q, tibereinander liegen, und da® kein neuer Originalpunkt eines 4; 
entstanden ist. Diese letztere Bedingung, (die iibrigens nur fiir C, not- 
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wendig ist), wird von selbst dadurch erfiillt werden, daB die neu zu er- 
klarenden Bilder wieder mit dem Simplex Y zusammenfallen werden, das p, 
aber keinen q,, enthalt. Die Abbildung F’, die dann in Z erklart sein wird, 
wird offenbar die oben formulierten Eigenschaften 1), 2),3) haben. 

Q sei die Menge der Punkte von Z, die Originalpunkte von Punkten gq, 
sind oder iiber oder unter solchen Originalpunkten liegen; die Original- 
menge der g, besteht aus endlich vielen Punkten und Strecken, da Z 
(n + 1)-dimensional, K n-dimensional, die Abbildung simplizial ist und 
die g, im Innern n-dimensionaler Simplexe liegen; folglich ist Q ein zwei- 
dimensionaler Komplex. Daher gibt es, weil » > 2 ist, zuniichst in jedem 
n-dimensionalen Simplex Xj, in dem wir die Abbildung erkliren wollen, 
Punkte, die nicht zu Q gehdren; wir wihlen einen solchen Punkt 7;, 
bilden ihn auf p und ferner jede von p und einem Randpunkt z von Xj 
begrenzte Strecke proportional auf die Strecke in Y ab, die von p und 
dem Bilde von x begrenzt wird; diese Vorschrift ist zulissig, denn da X; 
durch die urspriingliche Abbildung auf Y abgebildet wurde, liegt das Bild 
von z auf dem Rande von Y. jp; ist der einzige Originalpunkt von p 
in Xj, und die Abbildung ist damit in allen n-dimensionalen Simplexen 
in der gewiinschten Weise erklart. 

Es sei jetzt Xj** ein (m + 1)-dimensionales Simplex, in dem wir die 
Abbildung noch zu erklaren haben. Auf dem Rande von X;** liegen 
endlich viele Originalpunkte von p. Wir verbinden diese Punkte mit 
allen in Xj'** liegenden Punkten von Q — falls solche iiberhaupt vor- 
handen sind — und betrachten die Verbindungsgeraden, soweit sie in X;** 
verlaufen. Das ist ein héchstens dreidimensionaler Komplex; da n + 1 > 3 ist, 
gibt es in X;'** Punkte, die nicht auf ihm liegen. p; sei ein solcher 
Punkt; dann sind die Verbindungsstrecken von p; mit den Originalen 
von p auf dem Rande von Xj'** fremd zu Q. Definieren wir nun die 
Abbildung von X7** auf Y durch genau dieselbe Vorschrift wie vorhin 
die Abbildung von X;' — was wieder méglich ist, weil das Bild des 
Randes von Xj** zu Y gehért, — so bilden diese Verbindungsstrecken, 
und nur diese, die Originalmenge von p. Daher hat die jetzt in ganz Z 
erklarte Abbildung F’ alle erwiinschten Eigenschaften, und der Satz ist 
damit bewiesen. 


Ziirich, Juni/Juli 1932. 


(Eingegangen am 2. 8. 1932.) 


Mathematische Annalen. 108. 







































Uber die Erfiillbarkeit derjenigen Ziahlausdriicke, 
welche in der Normalform zwei benachbarte Allzeichen 
enthalten. 


Von 


Laszl6 Kalmar in Szeged (Ungarn). 


Einleitung. 


1. Vorliegende Arbeit schlieBt sich den Untersuchungen von Bernays, 
Schénfinkel'), Ackermann*) und Skolem*) iiber das Entscheidungsproblem 
des engeren logischen Funktionenkalkiils‘) an. Das genannte Problem 
fragt bekanntlich nach einem Verfahren, durch welches man von einem 
beliebig vorgelegten Zahlausdruck in endlich vielen Schritten®) entscheiden 
kann, ob derselbe [in einem geeigneten Individuenbereich")] erfiillbar ist. 


1) P. Bernays und M. Schénfinkel, Zum Entscheidungsproblem der mathe- 
matischen Logik, Math. Annalen 99 (1928), S. 342—372. 

2) W. Ackermann, Uber die Erfiillbarkeit gewisser Zahlausdriicke, Math. 
Annalen 100 (1928), S. 638—649. 

3) Th. Skolem, Uber die mathematische Logik, Norsk matematisk Tidsskrijt 10 
(1928), S. 125—142; vgl. ferner das Referat von Skolem iiber die in der FuBnote *) 
angefiihrte Arbeit von Ackermann, Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik 54 
(1931), S. 57. 

*) Vgl. D. Hilbert und W. Ackermann, Grundziige der theoretischen Logik, 
Berlin (1928), S. 43—81. 

5) Falls man abzdhlhar unendlich viele Schritte zulaBt (was natiirlich nie praktisch 
durchzufihren ist), so wird das Problem wesentlich einfacher; dasselbe wurde von 
Skolem [a. a. O. *), S. 132—135] vollstandig gelést. 

6) Da der Fall eines leeren Individuenbereiches trivial zu erledigen ist, lassen 
wir diesen Fall im folgenden auBer acht; dementsprechend nemnen wir einen 
Zahlausdruck erfillbar, falls es einen nichtleeren Individuenbereich gibt, wo derselbe 
bei geeigneter Interpretation der variablen logischen Funktionen eine richtige Aus- 
sage reprasentiert. — Nach Bernays und Schénfinkel [a.a. 0.1), S. 344—345] gibt 
es fiir jeden erfillbaren Zahlausdruck U eine endliche oder abzahlbar unendliche 
Kardinalzahl x derart, daB & dann und nur dann in einem Individuenbereich 
erfillbar ist falls derselbe eine Kardinalzahl => x besitzt. Eine scharfere Fassung 
des Entscheidungsproblems besteht darin, daBS man auch die Bessimmung dieser 
unteren Grenze x verlangt [vgl. '), S.344]; unsere Betrachtungen beziehen sich 
jedoch nur auf die urspriingliche Form des Entscheidungsproblems. 
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Die oben erwaihnten Untersuchungen haben die Lésung dieses Problems’ 
fir gewisse spezielle Klassen von Zahlausdriicken geliefert’). 

Bekanntlich darf man sich auf Zahlausdriicke beschrianken, die auf 
die Normalform gebracht sind, d.h. mit einem System von unverneinten, 
durch keine Klammer getrennten Klammerzeichen beginnen“); wir setzen 
dies im folgenden stets voraus. Dieses Klammerzeichensystem nennen wir 
das Praéfix*), den iibrigen Bestandteil aber den Kern des Zahlausdruckes. 
Der Kern ist ein aus Zeichen fiir variable logische Funktionen und aus 
Individuenvariablen (und zwar aus denjenigen, die in den Klammerzeichen 
figurieren) mit Hilfe von Eimsetzungen der Individuenvariablen in die 
Leerstellen der Funktionszeichen und mit Hilfe der Operationen des Aus- 
sagenkalkiils (~, &, VY, +, ~) aufgebauter Ausdruck; einen solchen 
bezeichnen wir als einen Kernausdruck. 

In den unter '), *), *) angefiihrten Arbeiten wurde das Entscheidungs- 
problem insbesondere fiir Zahlausdriicke gelést, deren Priifix aus einem 
einzigen Allzeichen, jedoch aus beliebig vielen Seinzeichen besteht, also 
die Form (£7,) (Ez) ... (E 2m) (2m+1) (EB 2ms2) (FE Ima)... (B 2) 
besitzt (die Grenzfaille m 0 und » = m-+ 1 einbezogen). Zweck 
vorliegender Arbeit ist, diese Untersuchungen weiterzufiihren und zwar 
den Fall eines Zahlausdruckes, dessen Prifix neben beliebig vielen Sein- 
zeichen zwei benachbarte, d.h. durch keine Seinzeichen getrennte All- 
zeichen enthilt, zu erledigen™). Diese Zahlausdriicke sind also von 
der Form 


wt (E L,) (E Ly) cee (E 2») (Lm, + 1) (m + 2) (E Tm + 3) (E Lm +4) eee (E Zp) K, 


7) Ob das Entscheidungsproblem einmal allgemein gelést wird, scheint nach 
den Ergebnissen von K. Gédel, Uber formal unentscheidbare Satze der Principia 
Mathematica und verwandter Systeme I, Monatshefte {. Math. u. Phys. 38 (1931), 
8.173—198, fraglich zu sein. In der Tat wiirde eine Lésung desselben gewisse 
Widerspruchsfreiheitsfragen in einem, den klassischen Vermutungen entgegen- 
gesetzten Sinne beantworten. Diese Tatsache verhindert natiirlich nicht, Spezial- 
fille des Entscheidungsproblems mit Erfolg zu behandeln. 

8) Val. Hilbert -Ackermann, a. a. O. 4), S. 63—65. 

*) Diese Ausdrucksweise wurde von K. Gédel, Die Vollstandigkeit der Axiome 
des logischen Funktionenkalkiils, Monatshefte f. Math. u. Phys. 37 (1930), S. 349 
bis 360, eingefiihrt. 


1) Nach AbschluB des Manuskriptes hat mir Herr Bernays freundlicherweise 
mitgeteilt, daB der hier behandelte Fall des Entscheidungsproblems auch von Herrn 
Gédel gelést wurde, und zwar durch dasselbe Verfahren wie hier. Eine kurze Dar- 
legung seines Beweises ist in der Zeitschrift Ergebnisse eines math. Kolloquiums, 
Heft 1. erschienen. Meine Untersuchungen sind unabhangig von Herrn Gédel und 
ohne Kenntnis dieser Note entstanden. 


30* 
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wobei R einen Kernausdruck mit den Individuenvariablen z,, z,, ..., 2, 
bezeichnet. Den Fall n = m + 2, d.h. 


U = (Ex,) (Ex)... (EXq) (%m+1) (2m) 8 


kénnen wir auBer acht lassen, da das Entecheidungsproblem fiir Zahl- 
ausdriicke, bei welchen kein Allzeichen im Prifix vor einem Seinzeichen 
steht, von Bernays und Schénfinkel™) gelést wurde. Der Fall m = 0 
ist schon neu; wir werden ihn in §2 erledigen; §3 ist der Zuriickfiihrung 
des allgemeinen Falles auf den Fall m = 0 gewidmet. In §1 fiihren wir 
einige Hilfsbegriffe ein und beweisen einige Hilfssiitze von ganz elemen- 
tarem Charakter, die die nachfolgenden Betrachtungen erheblich verein- 
fachen. 

In der Terminologie schlieBen wir uns — bis auf einige, sofort an- 
zugebende Abanderungen bzw. Ergainzungen — dem schon in ‘) an- 
gefiihrten Hilbert-Ackermannschen Werk an. Die logischen Werte ,,richtig“ 
und ,,falsch“‘ bezeichnen wir mit ,, t “ bzw. ,, | “™); ferner bezeichnen wir 
die Gleichheit zweier logischer Werte mit dem Gleichheitszeichen ,,=“ 
statt dem Hilbert-Ackermannschen ,,iq“; es ist wohl hiervon kein Mib- 
verstandnis™) zu befiirchten, obwohl wir das Zeichen ,,=“‘ auch im Sinne 
der Identitat (zweier Zahlausdriicke, Individuen, Zahlen usw.) anwenden. 


11) Vgl. a.a.O.'). Dortselbst wird das ,,duale‘‘ Problem der Allgemein- 
giltigkeit eines Zaihlausdruckes, dessen Prafix kein Seinzeichen vor einem Allzeichen 
enthalt, betrachtet; dasselbe ist bekanntlich gleichwertig mit der Formulierung 
des Textes. 

12) Man betrachtet zweckmaBig den Aussagenkalkiil als Arithmetik in der Menge 
der beiden Werte + und |; die Operationen des Aussagenkalkiils sind also Funk- 
tionen, deren Variable jene Menge durchlaufen und deren Werte ebenfalls jener 
Menge angehéren. Eine solche Operation wird durch ihr ,,Einmaleins“ definiert; 
aB. 4~ 3B doch te t=, twi=t, jenteai, ini=t. we 
logischen Funktionen sind Funktionen, deren Argumente in einer beliebigen Menge 
(im Jndividuenbereich) variieren, deren Werte aber nur ¢ oder | sein kénnen. 
Die Klammerzeichen (x) und (Ex) bedeuten gewisse Funktionaloperationen iiber 
solche Funktionen: es ist (x) F(z) = +, falls fiir jedes z (im Individuenbereich) 
F (x)= + iet, sonst (x) F(z) = |; analog ist (x) F(x) = |, falls F(x) identisch 
= | ist, sonst aber (Ex) F(z) = +. Vgl. zu dieser Auffassung die ,,zweiwertige 
Logik“ von Lukasiewicz, etwa in J. Lukasiewicz und A. Tarski, Untersuchungen 
tiber den Aussagenkalkil, Comptes rendus des séances de la Société des Sciences et 
des Lettres de Varsovie, Classe III, 28 (1930), S. 30—50. 

18) Demgegeniiber begegnet man manchmal einer Verwechselung der Operation ~ 
und der Relation =. Die Beziehung beider Begriffe wird durch den Satz geliefert, 
daB fir Aussagenwerte A — B und A ~ B = + gleichbedeutend sind. Da8 A= 8 
und A ~ B doch prinzipiell verschiedene Bedeutungen haben, braucht nicht néher 
erértert werden; es fallt ja keinem ein, die arithmetische Gleichheit mit der 
Operation der Subtraktion zu identifizieren, obgleich fir (etwa reelle) Zahlen z=y 
und z— y = 0 dasselbe bedeuten. 
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Zahlausdriicke mit zwei benachbarten Allzeichen. 


§ 1. 
Hilfssiitze tiber Modelle und Tabellen. 
2. Wir betrachten einen Kernausdruck 
Ras RP Hep -- Has Bap Mey ++ Sel 
F,,F,, .--,F, bzw. 2, 2%, ..-, Z, sollen die darin figurierenden Funktions- 
bzw. Individuenvariablen sein. fF, soll (fiir 4 = 1, 2,...,1) 1, Leer- 
stellen) besitzen. Wir denken S& fest gegeben; wir werden gewisse 
Begriffe einfiihren, die von S& (oder wenigstens von der Zahlenfolge 
1)» +++ 7) abhangen, ohne dies jedesmal ausdriicklich zu betonen. 
Unter einem Modell**) M iiber einer (nichtleeren) Menge St verstehen 


wir eine Folge (®,,®,, ..., ®) von / logischen Funktionen von bzw. 
fy, Ty» «++» % Argumenten iiber M (als Individuenbereich). Speziell nennen 
wir ein Modell T tiber der Menge 3, = {1,2,..., p} der natiirlichen 


Zahlen < p eine Tabelle p-ter Ordnung. Da es fiir die Argumentenfolge 
einer Funktion von r Argumenten iiber 3, p’ Moglichkeiten gibt, so gibt 


es 2”” logische Funktionen von r Argumenten iiber 3,, also ees te 
(jedenfalls endlich viele) Tabellen p-ter Ordnung. 

Ist U = UA(F,, F,,..., F;) em Zahlausdruck”) mit dem Kern S, so 
sagen wir, daB das Modell M = (®,, ®,, ..., D,) tiber M den Zahlausdruck U 
erfilllt, falls in M als Individuenbereich 


U(D,, D,,...,D) = + 


ausfallt'’). Notwendig und hinreichend dafiir, daB & in einem Individuen- 
bereich IM erfiillbar sei, ist die Bedingung, daB es ein Modell M iiber M 


*) Einige der Zahlen r, kénnen auch verschwinden; die entsprechende Funk- 
tionsvariable F, ,,von keiner Leerstelle“ ist dann eine Aussagenvariable (genauer: 
Aussagenwertvariable). Entsprechend verstehen wir unter einer logischen Funktion 
»von keinem Argument“ eine logische Konstante, d.h. + oder |. Die Zulassung 
von Aussagenvariablen in S bedeutet keine wesentliche Verallgemeinerung des 
Entscheidungsprobiems: man kann die Erfillbarkeitsfrage eines Zahlausdruckes, 
der k Aussagenvariablen enthalt, leicht auf die Frage zurickfihren, ob von 2* 
Zahlausdriicken ohne Aussagenvariablen wenigstens einer erfillbar ist. 

©) Das Wort Modell wird hier in dhnlichem Sinn angewandt, wie etwa im 
Ausdruck: Cayley-Kleinsches Modell der hyperbolischen Geometrie. — Der Begriff 
selbst spielt schon in den Untersuchungen von Skolem [a.a. 0. *)] eine wesent- 
liche Rolle. 

6) Die Individuenvariablen z,, z,,..., %, brauchen nicht in die Bezeichnung 
aufgenommen zu werden, da dieselben durch die Klammerzeichen gebunden sind. 

%) U(%,, D, ..., D) bedeutet natiirlich den logischen Ausdruck, welcher 
durch Ersetzung der in MU auftretenden Funktionsvariablen F,, F>, ..., F, der Reihe 
nach durch die Funktionen %,, %),..., %, entsteht; desgleichen weiter unten in 
abnlichen Fallen. 








470 L. Kalmar. 


gebe, welches & erfiillt. Wir sagen ferner, daB die Tabelle n-ter Ordnung 
T= (¥,,. ¥,.... Vi) den Kernausdruck & (mit n Individuenvariablen) 
erfillt, falls R(¥W,, P,,..., Pi; 1,2,.2., n) = ¢. 


3. Es sei M (P,, ®,, ...,,) ein Modell itber M; « (1), «(2), ..., a(p) 
beliebige (nicht notwendig verschiedene) Elemente™*) von M. Die Tabelle 
p-ter Ordnung T = (¥,, ¥,,..., ¥), wobei Y;, fiir 2 1, 2, ..., 1 dureh 
die Gleichungen 


VM, (2%, Rep -- +> Bry) ®, (x (z,), «(2,), ..., a(2%,,)) (24, 2g, -- +, Tr, E 3,) 


definiert wird, bezeichnen wir mit [M|«(1), «(2),...,x¢p)}]. Dann gilt 
der sehr naheliegende, aber fiir das Folgende wichtige 


Hilfssatz 1. Ist M ein Modell iiber M; «(1), «(2), .... a(p) EM: 


E (1). B(2), .... B(g) € Bp, so wst*”) 
|{M|a(1), x (2), ..., a(p)] | B(1), A(2), .-.. BM@| 
= [M|a(B(1)). «(8 (2)). -.-, «(8 (9))i 
Beweis. Es sei M = (®,,@,,...,®,), T = [M|a(1), «(2) a (p)] 
(Y,, %,, ...%). T= [TIB(1), B(2), --- B(Q)] = (Q,. Qe... 2); 
dann ist nach Definition fiir 2 = 1, 2....,1; 2, m,,....%,, € 3, 
(my, Ay. «os rg) = Ve(B (ay), B let), --» Ber) 


= (a (f(2,)), «(8 (z,)), .-.. x(B(,,))), 


d.h. T’ [M| «(> (1)). «(8 (2)), ..., «(6 (q))], wie behauptet. 
Wir werden Hilfssatz 1 oft anwenden, ohne denselben besonders 
anzufiibren. 


4, Es seien T,. T,,..., T, gegebene Tabellen bzw. von der Ordnung 
P,, Po. -» +> Px; Wir suchen notwendige und hinreichende Bedingungen fiir 


die Lésbarkeit eines Tabellengleichungss ystems 


ae x, (2), .--, %(p,)] = T,, 
(1) [T\a, (1), a, (2). ..., a (p,)) = Ta» 


[T a, (1), 2, (2), oo 0 ay (Px) | = T. 


fiir die unbekannte Tabelle p-ter Ordnung T, wobei a,(0) € 3, fir 
x= 1,2,...,k; 0 = 1,2,...,p,. Der Eimfachheit halber setzen wir 


18) Um sehr komplizierte Formeln zu vermeiden, werden wir statt Indizes mit- 
unter diese Klammerbezeichnung anwenden. 

'*) Zwei Modelle (%,, %, ..., %,) und (7, ¥, ..., ¥;) heiBen gleich, falls bei 
jedem Wert der Argumente ?, ¥,, © = ¥,,...%,= Ff, ausfallt. 
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yoraus, daB die Folge «,(1), «,(2), ..., a (px) fiir jedes x aus lauter 
verschiedenen Zahlen besteht**). 


Es seien fiir x, x = 1, 2,..., k; x < x’ die gemeinsamen Elemente 
der beiden Zahlenfolgen «,(1), «,(2),...,%(p,) umd a, (1), a (2), . .., a (pe) 


(etwa in der Reihenfolge, welche sie in der ersten Zahlenfolge besitzen) 


| te (Yeu (1)) = aw (b,x (1)), 
Ly (yz x (2)) = G,’ (6, (2 


Xy (Vex (o, x')) = Gy,’ (6, x’ (o, x'))- 





Dann liefert Hilfssatz 1 sofort die notwendigen Kompatibilitdtsbedingungen 
fiir die Lésbarkeit des Gleichungssystems (1): 
(3) [T, Yur (1), Yxx' (2), s+ ey Vux’ (ox x')] = [Ty | b,x (1), 6, x' (2), sey Oy x (oxx')] 
fiir x,x' = 1,2,...,k3 x <x’. 
In der Tat folgen aus 
[T | a, (1), Oe (2), .. > Oe (Px)] = Te; 
[T a,’ (1), a,’ (2), vey ax’ (Px) ] — Ty 
die Relationen 
[T, yxx' (1), Vux' (2), . > Vex’ (Ox x’ ] 
= [Tax (ye (1) 


) 

), 

[Ty 6, x (1), 6, x (2), eeey Ox x — 
= [T| ae (Sex(1)), ote (Bex (2), «+ +> te (Oxx' (Oxe))], 


ay (Yun! (2 )), savy Ay (¥xx'(ox'))], 


d.h., wegen (2), die Gleichung (3). 
5. Wir beweisen nun auch das Umgekehrte und damit den 
Hilfssatz 2. Das Erfiilltsein der Kompatibilitétsbedingungen (3) ist 
notwendig und hinreichend fiir die Lésbarkeit des Gleichungssystems (1). 
Beweis (des Hinreichens). Es sei T, = (®{”, ®)”, ..., O/”) fiir 


x = 1,2,..., k; ferner sei fiir x, x’ = 1, 2,....43 x <x’ 


(4) [T x\Vux (1), y xx’ (2 i “+ Vx x'(Czx')] = [T,"| 6,’ (1), 0, x' (2), a» «9 Ona? (Ou a’ dI 
= (o%"”, er. » OF”, 

Wir definieren nun fiir 4 = 1, 2,... 1 die logische Funktion ®, von r, 

Argumenten iiber 3,, wie folgt. Ist (2,, ,, ..., 7,) eine Stelle von der 





20) Bei der Anwendung des Hilfssatzes 2 in 9. wird diese Bedingung nicht 
immer erfillt sein; es scheint jedoch bequemer zu sein, den dort auftretenden, dic 
genannte Bedingung nicht erfillenden Spezialfall auf den hier behandelten Fall 
zuriickzufiihren, als das Problem ohne diese Bedingung allgemein zu behandeln. 
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Beschaffenheit, da& 2,, 2, ..., 7, fiir eim gewisses x simtlich unter 
a, (1), a, (2), ..., & (~.) vorkommen, so wihlen wir (falls mehrere x in 
Betracht kommen) dieses x méglichst klein; und zwar sei fiir dieses x 


(5) %, = Gy (0,); My = My (02), recy Hy, = Ay (0r,); 

dann definieren wir 

(6) ®, (%,, Hy, ..-,%r,) = O(0,, Oy, «+s Or,)- 

Kommen aber 2,, %,,...,,, bei keinem x samtlich unter «,(1), «,(2), ..., 


a (Px) VOr, 80 sei 
(7) ®, (x,, Ig, eeey Mr) — + e 


Wir behaupten zunichst, da8 (6) aus (5) auch dann folgt, wenn x nicht 
médglichst klein gewahlt wurde; d.h. bedeutet x dasselbe wie oben, ist 
aber auch fiir ein x’ > x 


(8) HM, = Ge (01), My = Ge (Os), --- Mey, = te’ (0r,), 
so ist 
(9) ®, (z,, 1s; eo r,) —_ &2” (0;, O25 eo eg Or,)- 


In der Tat, wegen (5) und (8) ist fiir gewisse t,, t,, ..., tT, € 3o,, 


OQ, = Yew (Ti), Og = Yew (Ty), +++» Org = Yew (Try) 
0: = Sex (T,), 02 = Sex (Ty), ++) Or, = Sex (Tr); 
daher ist wegen (4) 
OE” (5, Typ -- +» Try) = DL (Ors Oas:- «+» Or,) = OL (ois Oss -- +> Oni 
hieraus und aus (6) folgt (9) unmittelbar. 
(9), d. bh. (6) ohne die Minimalvoraussetzung iiber x l4B8t sich auch 


wie folgt aussprechen: fiir A = 1, 2,...,1; x = 1, 2,..., B53 O45 Og» «++» On 
= 1,2,..., De gilt 


D, (cn (0;), He (Og)s «++» Me (Or,)) = PL? (Oy, Ogs ++ +> Org) i 


dies bedeutet aber, daB die somit definierte Tabelle T = (®,, ®,, ..., D,) 
dem Gleichungssystem (1) geniigt. 

Man sieht, da8 (7) gar nicht ausgenutzt wurde; daher kann es unter 
Umstinden mehrere Lésungen des Gleichungssystems (1) geben. Die so- 
eben konstruierte Lésung nennen wir die Hauptlésung des Systems (1). 

6. Hilfssatz 2 kénnte man bei geeigneter Formulierung leicht auf 
beliebige Modelle statt Tabellen ausdehnen; wir brauchen aber diese Aus- 
dehnung wieder nur in einem sehr einfachen Spezialfall, der durch den 
folgenden Satz ausgedriickt wird. 





au 
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Hilfssatz 3. Es sei T,,T,,..-, Tk, Te+1,--- eime Folge von Tabellen, 
der Reihe nach von der Ordnung p, <p, < ...< P< Pe4i<..-. Hs 
sei ferner fiir k = 1, 2, 3,... 
(10) (Te+i|1, 2,..-, Pe] = Te: 


dann gibt es ein Modell Z tiber der Menge 3 aller natiirlichen Zahlen 
derart, daB 


(11) [Z| 1, 2,..., pr] = Tr fiir k = 1,2,3,... 

Beweis. Es sei T = (0{", Of, .... 0); wir definieren fir 
A = 1, 2, ..., | die logische Funktion ®, von r, Argumenten iiber 3 wie 
folgt. Wir wiahlen zu jeder Stelle (z,,,,...,2,,), wobei die z, 
(o = 1, 2, ..., 74) natiirliche Zahlen sind, den Index x so, daB 


Px—1 < Max(z,, 2, ..-, %,) S Dx 
sei; und es sei 


oe” 


D, (x, The, +++ X,,) = (x,, Tha, «+ +9 Ny,)- 


Wir behaupten, da8 alsdann auch fiir k > x 

(12) ®, (2,, %y, -- +) Xr,) = 0 (2,, 2g, - - +; My) 

gilt. In der Tat besteht (12) fiir k = x; und, falls diese Gleichung fiir 
ein k giiltig ist, so bleibt dieselbe wegen (10), d. h. 


oi * 1) 
D® (2, My, .- +) Ae,) = 


7 = ee 


“et Mg, +++) My,) 
= |, oe » Pr 


auch fiir k +1 bestehen. (12) gilt also fiir 2,, 2, ..., %, = 1, 2, ..., De; 
d.h. aber, daB die Tabelle Z = (%,, ®,, ..., D,) dem Gleichungssystem (11) 
geniigt *"). 


§ 2. 
Der Fall m = 0, n > 3. 

7. In dem zunachst zu betrachtenden Fall des Entscheidungsproblems 
handelt es sich um Zahlausdriicke von der Form 
(13) U = (2,) (x,) (Ex,) (Ex,) ... (Bx,)& (n > 3) 
mit einem Kern 

KR wm KR(F,, Fa, .. 2» Biz Byy Bq, «+> Bu)- 

Es sei der Zahlausdruck & erfiillbar, und zwar durch das Modell M iiber 
der (nichtleeren) Menge M erfiillt. Wir bezeichnen mit T die Menge 


*1) Man sieht durch Anwendung des Hilfssatzes 1 unmittelbar ein, daB die 
soeben konstruierte Tabelle Z die einzige Lésung des Gleichungssystems (10) 
darstellt. 
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derjenigen von den Tabellen [Mj &,, &,, .... &,], welche den Kernausdruck & 
erfiillen, wobei é,, &,,..., §&, unabhangig voneinander simtliche Elemente 
von M durcblaufen. Nach der Voraussetzung gibt es, falls &, & EM 


von WM derart, daB [M|&,, &, é 


gegeben sind, Elemente &,, & = * 


aD » 9.5% Sn 
—., ..., &| € I; daher ist T jedenfalls nichtleer. 
Die Menge T hat nun die folgenden Eigenschaften. 


‘ 


A. Ist T, €T und », XX = 1,2,...,n; » + vr. so™*) gibt es eine 
Tabelle T € T derart, daB [T)| 1, 2] [T,| », »’). 
B. Ist T, €T, so gibt es eine Tabelle T’¢ T derart, da [T’}1] 
(T,|1] und T = [T’/1,1,3,4,..., 2] 
C. Ist T, €T, T, ET, so gibt es eine Tabelle TE I derart, dab 
[T) 1] = [T,|1] und [T|2] = [T,| 1) ist. 
In der Tat, ist T, € T, so ist T, [M| ,, &, ---> &,], wobei &, 


&,, ..., &, EM; werden nun §;. & ..., & geeignet aus M gewiahlt, so ist 
T = [MI&,, &, & i, -.-. 4] © I; und es ist [T|1,2] = [| é,, &] 

[T,| 7, »’]. Wéahlt man ferner &;, &,..., & € M geeignet, so ist 
T’ = [MIé,, &, &%, 2, ..-. Ei) € TX; es ist [T'|1] = [M|é,] = [7,| 1) und 
(r’\1, 1, 3, 4,...,9) = [M/ €,, €,, &:, &, -.-, En) T’. Ist endlich T, €T 
und T, € T, so ist T, = [M|é,, &,, ..., &,] und T, [M | 3: Mes «++ Mal 
wobei &,, &, .--, &n» %1> Ngo ++ +s Yin € WM; bei geeigneten ¢,, ¢,, ..., c, EM 
ist T = [M| &,, ty, Ca, Car - os Cn] € TX; und es ist [T|1] = [M/s] = [7] ]] 


und [T|2] = [M|»,] = [T,| 1). 
8. Wir werden nun auch das Umgekehrte zeigen und damit folgenden 
Satz beweisen. 


Satz 1. Damit der Zahlausdruck (13) erfiillbar sei, ist notwendig und 
hinreichend, daB es eine nichtleere Menge I von — den Kernausdruck & 
erfiillenden — Tabellen mit den Eigenschaften A, B und C gebe. 


Durch diesen Satz wird dann die Erfiillbarkeitsfrage fiir Ziilausdriicke 
von der Form (13) gelést; in der Tat kommen nur endlich viele (natiirlich 
endliche) Mengen T in Betracht, und bei jeder Wahl von TF Jat es sich 
durch ein endliches Ausprobieren entscheiden, ob die Bedingungen A, 
B, C erfiillt sind. 

Zum Beweise des Satzes nehmen wir an, daB den Bedingungen A, 
B, C durch eine nichtleere Menge T von Tabellen, welche S& erfiillen, 
Geniige geleistet wird, und werden ein Modell Z iiber der Menge 3 aller 


natiirlichen Zahlen konstruieren, welches den Zahlausdruck U erfiillt. 


22) Man kann bemerken, da®B dasselbe auch im Fall » = v' gilt; dies ist aber 
fiir unsere Zwecke unwichtig, da es sich aus A und B ohnehin ergibt. 
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Es bezeichne R und S die Menge aller Tabellen [T|1] bzw. [T| 1, 2], 
wobei T saimtliche Elemente von T durchiiuft. Ist P, ¢ R und P, € R, 
so gibt es zufolge C eine Tabelle = € © (namlich [T| 1,2], falls P, =[T,| 1] 
und P, [T,|1}) derart, daB [£|1j = P,, [Z|2] = P,; wir bezeichnen 
eine bestimmte**) Tabelle dieser Art mit £(P,,P,). Ist ferner £, € S, 
so gibt es nach der Definition von G eine Tabelle T € T derart, daB 
=, = [T|1,2]: besitzt noch auBerdem £, die Eigenschaft =, = [£,,| 1, 1), 
so laBt sich eine solche Tabelle T auch mit der Eigenschaft T = [T| 1,1,3,4, ...,n] 
finden. In der Tat, falls T, eine beliebige Tabelle mit T, €¢T, [T,| 1,2] = Z, 
ist, so gilt fiir die laut B der Tabelle T, zugeordnete Tabelle T’ die 
Gleichung T’ [T’|1, 1, 3,4, ..., m] und demzufolge 


[T’| 1, 2] (Ty 1.1) = [[t’} 11,1] (7, | 1) | 1,1] 
[T, | 1,1] [(To| 1,27) 1,1] = (2,]1, 1) = &,; 


) 0] 0? 


d.h. T’ erfiillt die gestellten Forderungen. Nun bezeichnen wir mit T(Z,) 
eine bestimmte**) Tabelle mit den Eigenschaften T (Z,) €T, [T(Z,)|1,2] == 
und, falls £, fz, | 1,1] gilt, T(z,) [T (Z,)|1, 1, 3, 4, ..., nm]. 


0 


Ferner bemerken wir, daS aus T, €T fiir », » = 1, 2,...,m" die 
Beziehungen [T,|»] ER, [T,|», X]€S, aus £,€S die Beziehungen 


~ 


fz,{1] ER, [Z,| 2,1] ¢ S, endlich aus P, € R die Beziehung [P,| 1,1] ¢ S 
folgen. Wird in der Tat im Falle » + » T zu T, laut A bestimmt, so 
wt [T,| »] = [T, | v, ¥}|1] = [(T| 1, 2)| 1] = [T|1], [T,| », »’] = [T/1, 2); 
im Falle » y sei aber v’ +, v’ = 1, 2,...,m und T laut A so 
gewahit, daB [T|1,2] = [T,|»,»”], ferner T’ (laut B) so, daB [T’|1] 
= [T|1] und T’ [T’|1, 1, 3,4,..., mJ]; dann ist [T,| », »’] = [T,| », »] 
= [[(T.| », oJ) 1,1] = [[1]1, 2) 1, 1) (T}1,1) = [(T/{1,1] 
= |(T’|1){1,1] = [1’|1,1] = [1’|1, 2]. Ferner ist im Falle £, = [T,|1, 2], 
wobei T, € T, [Z,|1] = [T,|1] € R und [&,|2,1] = [T,| 2,1], was nach 
dem eben Bewiesenen ein Element von © ist; endlich gilt im Falle 
P, = [T,{1], T, € T die Beziehung [P,| 1,1] = [T,|1,1] € S wieder nach 
dem eben Bewiesenen. 


0 


9. Wir zahlen die geordneten Paare («, 8) mit a, 8 = 1, 2, 3,... 
auf eine bestimmte Weise derart ab, da® fiir den Stellenzeiger w (a, #) 
des Paares (x, 8) die Ungleichungen w (a, 8) > «, » (a, 8) > gelten. 
Z.B. geniigt die .,Cauchysche“ Reihenfolge (1,1), (1, 2), (2,1), (1,3), (2, 2), 
(3,1), (1,4), ... (mit w(a, 8) = 3 (a? + 248 + fp? —x—3f + 2)) dieser 
Bedingung. 


24) Da nur endlich viele Tabellen in Betracht kommen, macht es wohl keine 
Schwierigkeiten, eine bestimmte von jenen wirklich auszuzeichnen. 
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Wir definieren nun die Tabelle Z, von der Ordnung 1 + k(n —2) 
durch Rekursion, wie folgt. Z, sei ein beliebiges, bestimmtes Element 
von ®. Es sei Z, schon bekannt und geniige der Bedingung, da8 fiir 
o,e = 1,2,...,1+k(m—2) die Beziehung [2,|0, o]€ S gilt. (Fir 
k = 0 lautet dies [Z,|1,1] € S, was nach der SchluBbemerkung von 8, 
erfiillt ist.) Es sei ferner k+1 = w(a, 8), wodurch « und # eindeutig 
bestimmt werden; wegenn>3 ist «cl k+1a1+k(n—2), Bs 
k+-1<1+k(n—2). Daher ist laut Voraussetzung =, = [Z,|«, 8] € S, 
so daB T(Z,) einen Sinn hat und T angehért. Fiir 9 = 1, 2,..., 1+&(m—2) 
ist [2,| @, 0] € S, also [2,| 0] = [[Zx| oe, e]|1] € R; ferner ist fiir » = 1,2,...,m 
auch [T (Z,)| v] ¢ R. Daher existiert jedenfalls fiir o = 1,2,...,.1+ 4(n—2), 
o = 2+k(n—2), 3+k (n—2),..., 1+(&+1) (n —2) die Tabelle 
Lou = E((Z| eo], (T(E) |e — & (mn — 2) + 1)) und es ist £,,, € G. 


Nun stellen wir fiir Z,,, das Gleichungssystem 


(14a) [Z:+,/1, 2,...1+k(n—2)] = Z, 
(14b) [Ze+1| a, B, 2+k(n— 2),3+k(n—2),...,1+(k 1 1) (n—2)] = T(Z,), 
(140) [Ze+1| 0,06] = Zoo 
fir 9 = 1,2,...,1+4(m—2) auBer « und £, 
o = 2+ k(n— 2), 3+k(n — 2), ..., 14+ (4+1) (n—2) 
auf. Dasselbe ist im Falle « + 8 von der im Hilfssatz 2 betrachteten 
Form; die Kompatibilitaétsbedingungen lauten dann 


(15 a) (2. |, 8] = [T(Z,)|1, 2], 
(15b) (Ze |e] = [Zeo| 1), 
(15e) [T(2,)|o — k(m— 2) + 1] = [Z| 2], 
(15d) [Zo0| 1) = [Zoo | 1), 
(15e) [Zou] 2] = [Zyo|2] 


fir o, 0’ = 1, 2,...,1+k(n—2) auBer « und £, 

g,0 = 2+ k(n—2), 3+ k(n—2), ..., 1+ (4 +1)(n—2), 

o+o',0+0'. 
Sie sind — sogar auch im Fall « = £ — simtlich erfiillt; (15a), (15b) 
und (15c) folgen ja unmittelbar aus der Definition von T(Z,) bzw. Eov, 
(15d) und (15e) aber aus (15b) bzw. (15c). Es bezeichne Z,,, fiir « +8 
etwa die Hauptlésung des Systems (14a) bis (14c). 

Ist aber « = 8, so kann man Hilfssatz 2 nicht unmittelbar an- 

wenden. Man ersetze in diesem Falle die Gleichung (14b) durch 


(14b’) [2e+1 |, 2+ & (m—2),3+k(n—2),...,1+(k +1) (n—2)] 
= (T(Z,)(1, 3, 4, ..., 9]; 
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das modifizierte Gleichungssystem (14a), (14b’), (14c) ist dann wiederum: 
von der im Hilfssatz 2 erlaubten Form. Die Kompatibilitaétsbedingungen 
fir das modifizierte System lauten, wie fiir das urspriingliche, mit Aus- 
nahme von (15a), die durch 


(15 a’) [Z,|«) = [[T(z,)| 1, 3, 4, ..., m1] = (T(e)|0) 


ersetzt werden soll; dies ist aber wegen (15a) ebenfalls erfiillt. Es be- 
zeichne Z, 4, in diesem Falle « = 8 etwadie Hauptlésung des Systems (14a), 
(14b’), (14c). 2,4, erfiillt dann auch die Gleichung (14b). In der Tat 
ist Z, = [Ze|, 8] = [Zela, a] = [[Ze]a, 6]|1, 1] = [2] 1,1], daher gilt 
nach Definition von T (Z,) die Beziehung [T (Z,)| 1, 1, 3, 4, . . ., m] = T(Z,); 
also folgt aus (14b’) durch die Operation [*| 1, 1, 2,3,...,n—1] die 
Gleichung (14 b). 

Es bleibt noch zu zeigen, daB Z,,, der Bedingung [2,,,]0, o’]€S 
fir o, 0° = 1, 2,...,1+ (k+ 1) (n—2) geniigt. Ist 9 <= 1+ k(n —2), 
o <1+ k(n — 2), so folgt dies wegen (14a), was [Z,4,]| 0, o’] = [Ze] 0, 0] 
zur Folge hat, aus der entsprechenden Voraussetzung fiir Z,. Ist 9 > 
1+k(n—2), 0 >1+k(n—2), aloo 9 = »—1+k(n—2), o' = 
¥—1l+k(n—2) mit 35 750,35 " S74, 80 ist wegen (14b) 
und T(z,) ET 

[Ze+.] 0, o'] = (T(Z,)|% “J ES. 
Ist ferner 90 S 1+ k(m—2). aber o' > 1+ k(m—2) und ist 9 + a, 
o + B, so ist wegen (14c) 
[2e+1|@ 0°] = Zee ES; 

ist aber 9 = « oder 9 = B und o = vw —1+k(n—2), 35 " Sn, 
so ist wegen (14b), falls 6 = 1 fir 9 = «a, d= 2 fir 9 = B+ 
gesetzt wird, [Z,.,| 0, o'] = [T(Z,)|4, »] € S. Ist endlich 9 > 1 + k(n —2), 
o <= 1+ k(n — 2), so ist nach dem soeben erledigten Fall [2,4 ,| 0’, 0] € S, 
also auch [Z:41|9, o’) = [[Ze+1/e' e]|2, 1] €S. 

10. Damit ist die Folge der Tabellen Z,, Z,, ..., Z,, ... vollstandig 
definiert worden. Wegen (14a) erfiillen sie die Voraussetzungen des 
Hilfssatzes 3; also gibt es ein Modell Z iiber 3 derart, da® fiir 
B= 01,3... 

[Z|1, 2,..., 1+&(m—2)] = 2, 
ist. Hieraus (mit & +-1 statt k) und aus (14b) folgt aber fir k = w (a, 8)—1 
[Z|a, 8, 2+ k(m—2),3+k(n—2),...,1+(&+ 1) (n—2)] € &, 
d.h. falls £, = a, &, = B beliebige Elemente von 3 sind, so erfiillt fir 
geeignete &,,¢,, ..., & € 3, namlich fiir &, = »—1 + (w(a, 8) —1)(n—2) 
(vy = 3,4, ..., mn), die Tabelle [Z| &,, &,, &, &,, . . ., &,] den Kernausdruck 8. 
Also wird der Zahlausdruck & durch das Modell Z erfiillt, w. z. b. w. 
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§ 3. 


Der allgemeine Fall. 

11. Wir wenden uns nun dem allgemeinen in der Einleitung ge- 
nannten Fall, d.h. (mit einer geringen Abanderung der Bezeichnungen) 
dem Fall eines Zaihlausdruckes von der Form 
(16) WU = (Ez,)(Ezx,) ...(Ez,,) (y,) (ys) (22,) (22)... (Fz )RK  (n = 0) 
zu, wobei & einen Kernausdruck 

RK Rites <4 Pe Bs Be is Ke BS SS Ee ee 


mt 2 


bezeichnet. Nach den Ergebnissen des vorigen Paragraphen geniigt es, 
die Frage der Erfiillbarkeit von UM auf die analoge Frage fiir einen Zahl- 
ausdruck $8 von derselben Form zuriickzufiihren, bei dem m—1 statt m 
steht (statt » darf aber eine beliebige Funktion von m und n stehen)**), 


12, Wir geben zunichst diesen Zahlausdruck 8 an. Wir setzen 


Se? ae SPU, Fee = + 2 28s Bee See +> > Sus Ger Ge: 


1 2 ’ m 


=RERNR ER’ ER", 


wobei 
KR’ Bi i Fees vce Bh: See Ce > Ses Be et te fe + eee 
whe. 8. 340k te Ve >a Ses Ort Si: . 15 
nd REF, Fey. +4 Fas Gy By >> « Bet Be Hi Gs ee ++ Hl 
Wir ordnen ferner fiir 4 = 1, 2, .... / der Funktionsvariablen F, (mit 1, 
Leerstellen) und jeder Kombination f ohne Wiederholung der Zahlen 
1, 2, ..., 7; je eine neue Funktionsvariable G,,, zu; ist f von o-ter Klasse, 
so soll G;,. r,— o Leerstellen besitzen (0 = 0,1, 2,..., 7,). Auf diese 


Weise werden der Funktionsvariablen F, insgesamt 
r r r 

4 | 4 } 4 — — | 

lo) t( yp) t --- +4) = 2” 


Funktionsvariable G,, zugeordnet. 

24) Durch die hier angewandte Methode kann man ganz allgemein die Frage 
nach der Erfillbarkeit eines Zahlausdrucks YW auf die analoge Frage fiir einen 
anderen Zahlausdruck zuriickfiihren, welcher 1. mit einem Allzeichen beginnt, 
2. ebensoviele Allzeichen als & enthalt, und zwar so, daB 3. benachbarten All- 
zeichen von YU wiederum benachbarte Allzeichen entsprechen. Im Falle eines 
einzigen Allzeichens wurde ein Ahnliches Verfahren von Ackermann [a. a. O.*), 
S. 647—649] angewandt; dortselbst wurde aber wesentlich ausgenutzt, daB (und wie) 
das Entscheidungsproblem fiir den Fall, auf welchen man den allgemeineren Fall 
zuriickfiihren will, schon gelést ist. 
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Wir fiihren auf R* folgende Modifikationen durch, die eine Elimination 
der Individuenvariablen x, bewirken. Es sei F, (u,, us, .. ., u,,) irgendein 
in K* figurierendes Funktionszeichen; ein jedes u, ist einer der Individuen- 


variablen 2, Za, - - +» Za; Ys Yes 2» Zs Ziv 21» «+ +> Sup Sao Za» 2m sCONtiOCh. 
Die Indizes o, fiir welche u, = x, ausfallt, bilden eine Kombination f 
der Zahlen 1, 2,..., 7,;; Wir ersetzen F; (u,, u,,..., Uy) In K* durch 


das entsprechende G,, wobei die Leerstellen des letzteren der Reihe nach 

durch die dbrigen u, ausgefiillt werden sollen. Nach Durchfiihrung simt- 

licher dieser Modifikationen entsteht ein von z, freier Kernausdruck &. 
Der fragliche Zahlausdruck 8 ist nun 


(17) & (Ex,) (Ex)... (Bam) (y,) (y2) on 2,) (Ez) (Ez)... 

@n) (Ben) (Hz) (E2,') 2. 
Derselbe ist augenscheinlich von der agi Form. Unser Ziel wird 
also erreicht, falls wir den folgenden Satz beweisen: 


Satz 2. Damit der Zahlausdruck (16) erfiillbar sei, ist die Erfiillbar- 
keit des Ziéhlausdrucks (17) notwendig ae hinrerchend. 


13. Zum Beweise zeigen wir erstens: falls U in einem (nichtleeren) 
Individuenbereich M erfiillbar ist. so gilt dasselbe auch fiir 8. In der 
Tat sei M (®,, D,, ...,D,) ein & erfiillendes Modell iiber M; wir 


setzen zur Abkiirzung 
eG; wa, My «+ 5 Rent Bio Set By Se > so 
RD, Go, . io Gis Sys Bs: Met Se OS oo 
ihnliche Bezeichnung wird auch bei anderen Kernausdriicken angewandt. 


Nach Voraussetzung gilt, falls man &,, &,,..., &, € M geeignet wiht, 
fiir beliebige Ni Ne E M 


(18) (EZ z,)(Ez,).. (E Zn) KR (M > Sp Gas > > Semi Ny» Nas 215 Zqy + + +» Zn) = 1 , 
speziell (im Fall 7, = &,, bzw. y, = §,, bzw. yn, = yn, = &,) 

(18') (Ez;) (Bz) ... (Bz) R(M; E1, a, » Emi Ni &3 21, Za +++ mn) =f, 
(18") (Bzj) (B23)... (B zn) R(M5 Ey, Egy «+ os Ses Say gs 2s Bay «+s Ba) =H 
(18"") (B24) (B2y’)... (B2n’) (M5 Ey, Ean «<r Gomi Sas Sy eye oe a) =H 


Aus (18), (18), (18”) und (18”’) folgt aber durch Konjunktion 
(18*) (£z,) (Ez) (B2{)(E2')... (Bz,) (£2) (B2z:) (Bz,') R* (M; 
Bar Bay » + «5 Gass Gy ad Bev Mes Bae Ba i «+ oo Se ee ee es 


Wir definieren nun, den Funktionsvariablen G,,, entsprechend, die logischen 
Funktionen Y;,, iiber M, wie folgt. Ist f eine Kombination o-ter Klasse 
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(von 1, 2,..., 7%), so hange YY, von r,— o Argumenten ab; und zwar 
sei fiir beliebige «, a, ..., a, EM 

Pit (a, Bay + + +5 Gr, —@) _ ®, (B,, B., sey B,,), 
wobei, falls o der Kombination f angehért, 8, = &, ist, die iibrigen £, 
aber der Reihe nach mit «,, a, ..., %,—» identisch sind. Aus (18*) und 


aus der obigen Herstellungsweise von £2 geht ohne weiteres hervor, daf 
fiir beliebige ,, 7, € M 


(Ez,) (Ez,) (Ez) (E2y') ... (B%) (B2,) (2x) (B2n') 2 (M3 &y, &, «5 Emi 


ys Nes 21» 21> 215 2% > + + +> Zn» Zn» 2ns z,) = 


gilt, wobei M das aus den Funktionen Y;, bestehende Modell**) be- 
zeichnet. Dies zeigt aber, daS das Modell M den Zahlausdruck 8 
erfiillt. 

14, Zweitens zeigen wir, daB aus der Erfillbarkeit des Zahlausdruckes 8 
in einem (nichtleeren) Individuenbereich MN die ErfiilJbarkeit von M in 
einem anderen Individuenbereich IM folgt; M entsteht iibrigens durch 
Hinzunahme eines neuen — sonst natiirlich beliebigen — Elementes &, zu 8. 

In der Tat sei N ein 8 erfiillendes Modell iiber MN; das der in 2 
figurierenden Funktionsvariablen G,,, entsprechende Element der Folge N 
bezeichnen wir mit ,,. Wir definieren das Modell M = (@,, ®,, ..., ®)) 
iiber M = N+ (§,}, wie folgt. Es sei A = 1,2,...,1; ay, ay, ..., a, EM; 
f die aus denjenigen Indizes o bestehende Kombination von 1, 2, ..., 1, 
fiir welche «a, = §, ausfillt; £,, B,,...,8,,—, seen die tibrigen «, in der 
urspriinglichen Reihenfolge. Dann sei 


®, (a,, ee a,,) —_ P,.1(B;, B, ese Br, - e)3 


die rechte Seite hat einen Sinn, da f eine Kombination o-ter Klasse ist 
und £,,f,,-.--,8,— ER. Da nach Voraussetzung fiir geeignete £,, &,, 
+> &m EN fiir jedes n,, 7, EN 


(E z,) (EB 2,) (EB 2;) (B 2’) ... (B2,) (B2,) (EB 2) (B zn) 2(N; &, 5, ---> ni 
Mas Mes Sys Bar Ba0 81 2 - + +> Buy Say Sar me) =F 


gilt, so gilt auch, wie es aus der Entstehungsweise von £ unmittelbar 
hervorgeht, die Gleichung (18*), also auch die Gleichungen (18), (18’), 
(18), (18’’). Dabei sollen sich die Klammerzeichen auf ® erstrecken; 
da es sich aber um lauter Seinzeichen handelt, so gelten die genannten 
Gleichungen umsomehr, falls die Klammerzeichen sich auf IM erstreckend 


25) M (sowie N weiter unten) ist ein Modell in bezug auf den Kern & (der 
Begriff des Modells hangt ja, wie zu Beginn von 2. schon erwdhnt, von einem 2u- 
grunde gelegten Kernausdruck — welcher bisher durchwegs R war — ab). 
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gedacht werden. Anders ausgedriickt: es gibt 4m fiir y,, y, EM definierte 
mathematische Funktionen**) von zwei Argumenten: 

Cy (Yas Yad» So Yas Yas or (Yar Yad, Sr’ (Yas Ya) (» = 1, 2,...,m), 
deren Werte jedenfalls I angehéren, derart, daB fiir beliebige ,, 7, ER 
die Gleichungen , 

(19) K(M5 Ey, Ea-- 1 Sms Mas Mas Sr (Mr Mads So (Mr Ma)s-- +> Sn (My Me) = t, 
(19) R(M; &,,&y,~--+Fms Mar Er5 Or (Ms Mads So (tr Ma): +--+» Sw (My Ma) = ft, 
(19) KM; Ey, Eas ~~ 25 Ems Eas tas Or (ta Mads Se (Mas Ma) ++ +s Om (My Ma) = ts 
(19°) RCM; Ey, Egy - rE Ear Gs3 Sn’ (rts Mads Ss" (tas Mg), «+ +> Sm (My Mg) = 4 


gelten. 

Es sei nun « ein beliebiges, aber bestimmtes Element von ®; wir 
erginzen die Definition der Funktionen ¢,(y,, y,) fiir den Fall, daB y,, 
oder y,, oder beide mit ¢, identisch sind; und zwar sei fiir 7,, 7, EN 


Co(m, €:) = oe ( 

Ce (é,, N) = 4 (a, No)s 

Co (Eis &,) = a | 
Dadurch sind ¢, (y,, 4), Co (Y1> Ya)» -- +» Cn (Yi, Yq) Vollstindig fiir y,, y, EM 
definiert worden; wegen (19), (19’) (y, = «), (19) (j, = «) und (19””) 
(n, = n, = «) gilt (19) fiir beliebige y,,7, €M. Dies zeigt aber, dab 
das Modell M den Zahlausdruck W erfiillt, w. z. b. w. 


a, x) (y == 1,3, ..., 9). 


Sehlu8bemerkungen. 


15. Das Verfahren, durch welches wir das Entscheidungsproblem fiir 
Zahlausdriicke von der Form (16) gelést haben, 148t sich auch auf den 
einfacheren — wie in der Einleitung schon erwihnt, durch die Unter- 
suchungen von Bernays, Schénfinkel, Ackermann und Skolem erledigten — 
Fall eines Zahlausdruckes mit einem einzigen Allzeichen unmittelbar an- 
wenden. Fiir Zahlausdriicke von der Form 


(20) WU = (z,)(Ez,)(Ez,)...(B2,)K (n => 2) 
— der allgemeine Fall J4B8t sich auf diese durch das im § 3 entwickelte 


Verfahren zuriickfiihren [vgl. auch FuBnote *)] — erhalt man in dieser 
Weise den folgenden Satz: 


26) So nennen wir — zur Unterscheidung von logischen Funktionen — solche 
Funktionen, die Individuen (Elemente eines Individuenbereiches) als Werte an- 
nehmen. 
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Damit der Zéhlausdruck (20) erfiillbar sei, ist die Existenz einer nicht- 
leeren Menge I notwendig und hinreichend, deren Elemente den Kernausdruck & 
erfiillende Tabellen sind und die die folgende Eigenschaft besitzt: Ist T, € I, 
y = 1,2,...,m, so gibt es eine Tabelle T € IX derart, da [T| 1} = [T,| 9}. 


16, Wendet man dasselbe Verfahren auf Zahlausdriicke mit einem 
komplizierteren Priafix an, so erhalt man teils notwendige, teils hinreichende 
Bedingungen der Erfiillbarkeit, von denen aber keine zugleich notwendig 
und hinreichend zu sein scheint. Dies werden wir am einfachen Beispiel 
von Zahlausdriicken von der Form 


(21) A = (z)(y)(z)/(Eu)K, KR=K(F,, F,, ..., Fi; z, y, 2, u) 


erliutern. Wird &% durch ein Modell M (iiber der nichtleeren Menge M) 
erfiillt, so besitzt die Menge I derjenigen von den Tabellen [M| é, 7, ¢, »], 
&,7,¢,v EM, welche den Kern S erfiillen, die folgenden Eigenschaften. 
A. Ist T, ET, », »’, »X” = 1, 2,3, 4, so gibt es eine Tabelle T ¢I 
derart, daB [T|1, 2,3] = [T,| », »’, v”’]. 
B. Ist T, € I, so gibt es eine Tabelle T € T derart, daB [T| 1] = [T,| 1] 
und T = [T/1, 1,1, 4]. 


C. Ist T, €T, T, € T, so gibt es drei Tabellen T, T’, T’ derart, da 


(tT) 1} = [7,]1), [T)2]= [7,1], T= [tI], 2, 2, 4); 
[T’|2] = [T, | 1), [T’| 1) = [T,| 1), T= [T’} 1, 2, 1, 4); 
(T’'|3J= (7,0, Y=), T= [r"|1, 1,3, 4). 


D. Ist T,€ I, T,€ I, T,€T, so gibt es eine Tabelle T € T derart, 
daB (T| 1) = [7,1], (T]2] = [7/1], [7/3] = [7,|1) ist. 

Zur Erfiillbarkeit des Zahlausdruckes (21) ist also die Evxistenz einer 
nichtleeren Tahellenmenge I mit den Eigenschafien A, B, C, D, deren 
Elemente den Kern S erfiillen, notwendig. 


17, Versuchen wir nun das Hinreichen dieser Bedingungen nach Muster 
des §2 zu beweisen! Zu diesem Zweck zihlen wir die geordneten Tripel 
von positiven ganzen Zahlen derart ab, daB das Tripel («, 8, y) einen Stellen- 
zeiger w (a, B, y) mit w (a, B,y) >a, w(«,f,y)>B, w(a, B,y) =v erhalte 
und versuchen ein Modell Z iiber 3 (Menge aller positiven ganzen Zahlen) 
derart definieren, daB fiir beliebige x. 8, y 


[Z|a, B, y,w (a, 8, y)+ let 


gelte. Es sei der ,,Abschnitt“ Z, = [Z|1,2,...,&-+ 1] von Z schon defi- 
niert und geniige der Bedingung, daB die Tabelle [Z,| 0, 0’, 0”) fir 
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oe, e = 1,2,...,4+1 der Menge GS der Tabellen [T|1, 2,3] mit 
TéT angehért. Wir versuchen Z, zu einer Tabelle Z,,, zu ,,erginzen“, 
wobel 


(22 a) [Ze4:|1, 2,...,4+ 1] = Zz 
und, falls k+1 = w(a, B, y), 
(23) [Ze41| 0,8, y,k +2) ET 


sei; falls dies gelingt, so erhalt man das gewiinschte Modell Z aus der 
Tabellenfolge Z,, Z,,..., Z,,... (wobei man als Z, irgendeine Tabelle von 
von der Form [T|1] mit T € I wahlen kann) nach Hilfssatz 3. 

Die Zahlen «, 8, y seien etwa verschieden; es sei [Z,|a, 8, y] = =; 
T(Z,) sei eine (nach Definition der Menge © existierende) Tabelle € T 
mit der Eigenschaft £, = [T(Z,)|1, 2, 3]. Das Erfiilltsein von (23) sichern 
wit durch die Forderung 


(22 b) [Ze41|@, B, yv,k+ 2] = T (z,). 


die mit (22a) offenbar kompatibel ist. 

Um zu erreichen, da8 auch Z,,, der Bedingung [Z,+,| 0, 0’,0”"]€S 
fir o, o', 0’ = 1,2,...,4+4+ 2 geniigt, miissen wir noch gewisse Forde- 
rungen von der Form 


(22 c) [Ze+1| 0, 0°, + 2] — Log (o, e =1, 2,...,4+ 1) 


stellen, wobei Z,, €G. Aus (22a), (22b), (22c) ergeben sich dann ge- 
wisse Kompatibilitatsbedingungen; darunter z. B. [fiir 9’ = « in (22c)] 


[Z| 1, 2) — [Z,| Qe; a), 
[Zoe| 2, 3] — [T (Z,)| 1, 4). 


Diese beiden Gleichungen sind zwar wegen [Z,|a] = [Z,|1] = [T(Z,)|1] 
fiir £,. lésbar; nur wei man nicht, ob sie eine S angehérige Lésung 
besitzen. Bei diesem Punkt versagt also unsere Methode. (DaB im § 2 
keine ahnliche Schwierigkeiten aufgetreten sind, hingt damit zusammen, 
daB dort [vgl. (14c)] statt o und 9’ in (22c) nur ein Index (g) vorge- 
kommen ist; und im Fall 9 = a (und desgleichen fiir 9 = #) war es 
nicht nétig, (14c) besonders zu fordern, da dann [Z,,,|a,0])€S fir 
o=2+k(n—2), 3+ k(m—2),....1+ (4+ 1)(n—2) eine Folge von 
(14b) war.) 

18, Den Beweis des Hinreichens kénnte man durch die folgende 
Forderung (auBer A, B, C und D) retten: 

E. Ist T, €T, T, ET, [T,| 2] = [T,|1], so gibt es eine Tabelle T € T 
derart, daB [T|1, 2] = [T,|1,2] und [T|2, 3] = [T,}1, 2). 
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Hieraus wiirde in der Tat die analoge Eigenschaft der Elemente von © 
folgen, so daB die Existenz der obigen £,. €S (und simtlicher ahnlichen, 
zum Gelingen des Beweises nétiger Tabellen) gesichert ist. 

Nun scheint aber E keine notwendige Bedingung fiir die Erfillbarkeit 
von & zu sein. In der Tat folgt aus [T,|2] = [T,|1), falls T, = [Mjé,, 
Mas Sa Mr), Ty = [M| Fa, Mas Cas Ms) (Ess Ma» Sr» Vr» Ea» Ma» Sas Vg E Mt) bei weitem 
nicht, daB y, = &, ist, so daB die Tabelle T = [M| &,, 7,, %, v5] (wobei v, 
so zu wahlen ist, daS T € I ausfalle) der Bedingung [T|2, 3] = [T,|1, 2] 
nicht zu geniigen braucht *’). 


87) Durch die obigen skizzenhaften Uberlegungen wurde natiirlich noch nicht 
bewiesen, daB die fraglichen Bedingungen nicht hinreichend bzw. nicht notwendig 
zur Erfillbarkeit des Zaihlausdruckes (21) sind, nur gezeigt, daB unser Verfahren 
beim Beweis des Hinreichens bzw. der Notwendigkeit versagt. Es ware interessant, 
die Frage des Hinreichens bzw. der Notwendigkeit dieser Bedingungen (etwa im nega- 
tiven Sinne durch Gegenbeispiele) zu entscheiden. 


(Eingegangen am 3. 9. 1932.) 

























Uber die Nullstellen 
einer analytischen fastperiodischen Funktion. 
Eine Verallgemeinerung der Jensenschen Formel. 


Von 
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Inhaltsiibersicht. 


§ 1. KEinleitende Bemerkungen iiber reinperiodische Funktionen. 

§2. Aufstellung der Siatze fiir fastperiodische Funktionen. 

§ 3. Hilfssitze iiber analytische fastperiodische Funktionen. 
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§5. Satz A. Die Jensensche Formel fiir fastperiodische Funktionen. 
§6. Satz B. Nullstellenfreie Streifen einer fastperiodischen Funktion. 
§7. Konstruktion einiger Beispiele. 


Die Theorie der fastperiodischen Funktionen’) ist bekanntlich als eine 
Verallgemeinerung der Theorie der reinperiodischen Funktionen entstanden. 
Die meisten Beitrige zu dieser Theorie haben denn auch das Ziel gehabt, 
verschiedene Kigenschaften periodischer Funktionen sinngemé8 auf fast- 
periodische Funktionen zu iibertragen. In dieser Richtung geht auch die 
vorliegende Arbeit, die sich mit einer Verallgemeinerung der Jensenschen 
Formel fiir die Anzahl der Nullstellen einer analytischen Funktion in 
einem Kreise beschiiftigt*). Die Untersuchung ist geeignet, Licht auf die 





1) H. Bohr [4}, [5], [6]. Das Verzeichnis der zitierten Literatur findet sich 
am Schlu8. — Vorkenntnisse aus der Theorie sind mit Riicksicht auf § 3 nicht er- 
forderlich. 


*) J. L. W. V. Jensen [1]. — Es handelt sich um die Formel 
ax 


l Igy — pee f, 
on | log | F (r e'")|d@ = log |F(0)| + 2 le 
0 
Vgl. hierzu FuBnote *). 
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bisher nur wenig untersuchte Frage nach der Werteverteilung einer 
analytischen fastperiodischen Funktion zu werfen; insbesondere gestattet 
sie, das Ergebnis einer gemeinsamen Arbeit von H. Bohr und dem Ver- 
fasser iiber die Riemannsche Zetafunktion im Rahmen der allgemeinen 
Theorie der fastperiodischen Funktionen sehr einfach zu formulieren’), 


§ 1. 
Einleitende Bemerkungen iiber reinperiodische Funktionen. 


Bevor wir zu den fastperiodischen Funktionen iibergehen, wollen wir 
zunachst die Jensensche Formel in der Form beweisen, die fiir unsere 
Zwecke von Bedeutung ist, nimlich als eine Formel fiir die Haufigkeit 
der Nullstellen einer periodischen Funktion in einem vertikalen Streifen. 
Die Uberlegungen, die wir dabei anstellen, sind wohl bekannt; es empfiehlt 
sich aber, sie in der hier gegebenen Form zur Verfiigung zu haben. 

Es sei — © Sa2< 6S = o@ und p eine positive Zahl. Ferner sei 
/(s) = /(o + it) eine im Streifen « < o < # regulire Funktion, die nicht 
identisch verschwindet. Wir nehmen an, daB /(s) periodisch ist mit der 
Periode ip; die Funktion besitzt dann eine Dirichletentwicklung (Laurent- 
reihe) der Form 


22 
= m iP 
p 


f(s)= Lae”, 


wobei die Reihe rechts in jedem abgeschlossenen Teilstreifen von « << o < 
gleichmaBig konvergiert. Es sei nun (a <) a, < o <f,(< §#) ein Teil- 
streifen von « << o < #, worin f(s) von Null verschieden ist, und es be- 
deute log/(s) einen bestimmten Zweig des Logarithmus von f(s). Dann 
ist offenbar log/(s) in «, << o < f, regular, und es gilt wegen /(s+ 1p) 
= /(s) fiir jeden Wert von s 


log f(s 4- ip) = log f(s) + n(s)2 21, 
wobei n(s) eine ganze Zahl bedeutet. Aus Stetigkeitsgriinden mu8 diese 
Zahl n von s unabhingig sein. Schreiben wir die Relation in der Form 


22 


log f (s + ip) — n (s+ ip) = logf(s)—n he. 


’) H. Bohr- B. Jessen [1]. — Zur Frage der Werteverteilung fastperiodischer 
Funktionen sind sonst zu erwihnen: Fir analytische fastperiodische Funktionen 
mehrere altere Arbeiten von H. Bohr, z. B. H. Bohr [1], [2], [3]. vgl. das Referat 
in E. C. Titchmarsh [1], ferner B. Jessen [1], [2] und J. Favard [1]; fiir fast- 
periodische Funktionen einer reellen Variablen A. Wintner [1], [2], [3], [4] und 


H. Bohr [7]. 
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so ist hiermit gezeigt, daB log f(s) —n = 8 eine in a, << 6 < f, periodische 


Funktion der Periode ip ist. Schreiben wir diese Funktion in der Form 


22 
_—s 
p 


log f(s) —n =*s = > be = b,+ g(s), 


so ergibt sich fiir f(s) selbst eine Darstellung der Form 


x na 8+ 9) 
p 


(1) f(s) = ee 
wobei |¢|/ = 1 ist, und x eine reelle Zahl bedeutet. Dabei ist g(s) eine 
in a <.o¢< 8, periodische Funktion der Periode ip, deren Dirichlet- 
entwicklung kein konstantes Glied enthalt. Diese Darstellung von /(s) 
ist fiir den bestimmten Streifen «, < o < f, eindeutig bestimmt. 

Um dieses einfache Ergebnis iiber reinperiodische Funktionen direkt 
als Spezialfall eines unten folgenden Satzes iiber fastperiodische Funktionen 
erscheinen zu lassen, sei die folgende Bemerkung hinzugefiigt: Der in (1) 


auftretende Faktor n 3 ist nicht notwendig einer der Dirichletexponenten 
von {(s), weil ja zufilligerweise der entsprechende Koeffizient a, gleich 
Null sein kénnte. Dagegen gehért n 2 notwendig dem Modul M, der 


Dirichletexponenten von f(s) an‘). Um dies zu zeigen, braucht man nur 
anzunehmen, da& ip eine primitive Periode von f(s) bedeutet [eine solche 
gibt es ja immer, abgesehen von dem trivialen Fall, wo /(s) konstant ist; 
in diesem Falle ist aber n = 0 und M, besteht aus der einzigen Zahl 0]. 
Dann hat die Gesamtheit aller Zahlen » mit a, + 0 keinen gemeinsamen 
Teiler, und der Modul dieser Zahlen wird folglich aus allen ganzen Zahlen 
bestehen; aber dies bedeutet, daB der Modul M, der tatsichlich auf- 


tretenden Dirichletexponenten » 2 jedes ganzzahlige Vielfache von = 


also insbesondere auch n = enthalt. Aus demselben Grund enthalt der 


Modul M, den Modul M, der Dirichletexponenten von g(s) [dasselbe gilt, 
wenn /(s) konstant ist; dann besteht M, aus der einzigen Zahl 0 und M, 
ist leer, weil g(s) identisch verschwindet]. Die Dirichletexponenten von 
g(s) brauchen aber nicht Dirichletexponenten von f(s) zu sein. 





*) Unter dem Modul einer Zahlenmenge verstehen wir wie iiblich den kleinsten 
Zahlenmodul, welcher die Menge enthalt, also die Gesamtheit aller Zahlen, die 
durch lineare homogene Ausdriicke mit ganzzahligen Koeffizienten in endlich vielen 
Zahlen der Menge bestimmt werden. 


32* 
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Wir kehren zur Behandlung des eigentlichen Problems zuriick und 
bilden fiir die Funktion f(s) die zugehérige Jensensche Funktion 


Pp 
97 (9) = ; log | f(a + it)| dt. 
Selbst wenn /(s) Nullstellen besitzt, ist g,(c) eine im Intervall «< a< 


definierte stetige Funktion von o. Aus (1) ergibt sich fiir «<0 <f, 
die Darstellung 


(oc) = x n 2S 
Pr ‘ 7. 


Nun liegen die Nullstellen von f(s) alle auf gewissen vertikalen Geraden 
o = 0,, die sich im Innern des Streifens « << o < # nicht hiufen; durch 
diese Geraden wird « < o < f in gewisse nullstellenfreie Streifen «, << o < , 
zerlegt. Die Funktion ¢,(a) ist hiernach im Intervall « < o < § stiick- 
weise linear, und ihre stiickweise konstante Ableitung g;(¢) nimmt nur 
Werte an, die ganzzahlige Vielfache von 22/p sind. Es sei nun o =a, 
eine der genannten Geraden und es sei 8,, 8,,..., 8, ein vollstandiges 
System von modip verschiedenen Nullstellen von f(s) auf dieser Ge- 
raden®). Schreiben wir dann 


22 
—(#—8,) 


na 
#(s) = f(s) I (er *” —1) = f(s) A, (8), 


v= 1 


so ist offenbar /,(s) auf der Geraden ¢ = o, von Null verschieden. Ferner 


sind sowohl /,(s) als A,(s) periodische Funktionen der Periode ip und 
es gilt 


P1(F) = Pr (F) + Pro (2). 
Nun ist nach dem obigen g;,(c) eine lineare Funktion von o in einem 
Intervall um o,; ferner ist y,, (co) = 0 fiir o < o, und gy, (c) = k= (o-o) 
fir o >o,. Denn es gilt offenbar g,,(c) > 0 fiir o + —«a@, 
Pn, (a) — a (o —o,) > 0 fiir o + o; und gy, (c) ist ja in den beiden 


Intervallen — o <o< a, und o, <o< o linear. Hieraus folgt aber, 
daB die Ableitung g;(c) im Punkte o = o, unstetig ist und daB der 


Sprung 9;(o, + 0) — 9;(¢, —0) = k = ist, also gleich 2 mal der Anzahl 


der modip verschiedenen Nullstellen von /(s) auf der Geraden o = 4, 
Hierin ist speziell enthalten, da8 die stiickweise lineare Funktion 9;(¢) 


*) Jede Nullstelle ist hierbei, wie auch stete im folgenden, in ihrer Vielfach- 
heit zu zahlen. . 
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eine konvere Funktion von o ist*). Das Hauptergebnis laBt sich als 
Formel schreiben. Es seien «’ und f’, « < a’ < f’ < B, so gewahlt, daB 
auf den Geraden o = @’ und o = f’ keine Nullstelle von f(s) liegt. 
Ferner sei mit N (a’, 6’) die Anzahl der mod ip verschiedenen Nullstellen 
von {(s) im Streifen «’< o < f’ bezeichnet. Wird dann 
, ¥ 1 ” 2 , 

H (2’, Bf’) = > N@.B) 

gesetzt, so gilt die Jensensche Formel 


(2) H (a', B’) = 5 (g7(8') — 97 (2')). 

Die GréBe H (a’, 6’) wollen wir ,,die Haufigkeit der Nullstellen von f(s) 
im Streifen «’< o < #’ nennen. Fiir beliebige Werte «’ und f’ tritt an 
Stelle von (2) die allgemeinere Formel 

3) H (2’, B’) = == (97(B’ — 0) — gj (a" + 0)). 

Zum SchluB sei noch der aus dem Weierstrassschen Produktsatz 
folgende Satz genannt: wenn eine konvexe, stiickweise lineare Funk- 
tion g(c), «<o0<P gegeben wird, deren stiickweise konstante Ab- 
leitung g’(o) nur Werte annimmt, die ganzzahlige Vielfache von 22/p 
sind, so gibt es periodische Funktionen /(s) der Periode ip, fiir welche 
9 (c) = g(a) ist. Die obigen Satze enthalten demnach die vollstandige 
Charakterisierung derjenigen Funktionen, die als Jensensche Funktion 
einer reinperiodischen Funktion der Periode ip auftreten kénnen’). 

*) Allgemeine konvexe Funktionen spielen fiir die vorliegende Arbeit eine 
wichtige Rolle. Vgl. J. L. W. V. Jensen [2]. In dieser Arbeit werden auch un- 
stetige konvexe Funktionen betrachtet; hier ist nur von stetigen konvexen Funk- 
tionen die Rede. Fir eine solche Funktion @ (c) existiert in jedem Punkt sowohl 
eine Jinke als eine rechte Ableitung, die wir im folgenden (genau wie in dem obigen 
Spezialfall) mit g’(a— 0) und gy’(o +0) bezeichnen. Diese Funktionen sind beide 
monoton wachsend; sie sind stetig genau in denjenigen Punkten, wo sie gleich sind; 
ferner ist g'(o—0) linksseitig und g'(« +0) rechtsscitig stetig. Da die Un- 
stetigkeitspunkte héchstens in abzihlbarer Menge vorhanden sind, laBt sich jeder 
Wert von o sowohl von links als von rechts durch Differenzicrbarkeitspunkte von 
¢ (c) approximieren, und man erhilt 


gy’ (o—0) = lim ¢'(e— 2), gy’ (o +0) = lim ¢' (c+ e), 
eo eo 


wobei jedesmal ¢ > 0 nur solche Werte annehmen soll, fiir welche gy’ (¢— ©) und 
y («+ e) existieren. Diese Relationen rechtfertigen die gewahlte Bezeichnungsweise. 

7) Aus dem obigen ergibt sich unmittelbar die Jensensche Formel in der 
iblichen Form. Es sei die Funktion F(z) in dem Kreise |!z| < R regular; ferner 


22 
sei F(0) + 0. Dann ist die Funktion /(s) = Fle P ) im Streifen 
—oo< g¢< = log R 


22 (Fortsetzung siehe nichste Seite.) 
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§ 2. 
Aufstellung der Satze fiir fastperiodische Funktionen. 


Durch (2) ist die Jensensche Formel auf eine Form gebracht worden, 
die fiir eine Verallgemeinerung auf fastperiodische Funktionen geeignet ist 
Man hat dazu im wesentlichen nur die Mittelwerte g,(¢) und H (q’, f’) 
durch Mittelwerte iiber das unendliche Intervall — o < t < cco wg er- 
setzen. Doch sind die Verhiltnisse komplizierter fiir fastperiodische als 
fiir periodische Funktionen. So kénnen z. B. die Abszissen der Null- 
stellen einer in [a, #8] fastperiodischen Funktion /(s) sehr wohl iiberall 
dicht im Intervall « < o < f verteilt sein*); das bedeutet aber nur, da 
dann die zugehérige Funktion g,(c) eine nirgends lineare, konvexe 
Funktion wird. Die Existenz eines Teilstreifens (2 <)a, < o < £,(< 8) 
von « < o< #, worin die Funktion von Null verschieden ist, ist also 
fiir eine in [«, 8] fastperiodische Funktion f(s) etwas spezielles; wenn 
dieses der Fall ist, hat man fiir /(s) eine zu (1) analoge Darstellung. 
Wir gehen nun zu der genauen Formulierung unserer Sitze iiber. 

Satz A. Es si —-w Sa< Ps @w und f(s) =f(o+ it) ein 
in [«, 8] reguldre fastperiodische Funktion, die nicht identisch verschwindel. 
Dann ist fiir beliebige Werte y und 6, — ~ << y < 6 < @, die Funktion 


1 
$1 (9; y, 8) = =— 


log | f(o + it)| dt 


SS Ce, 


periodisch mit der Periode ip. Fiir o » —oo gilt yp, (oc) > log|F (0)|; also ist 
»,(o) = log|F (0)| far hinreichend kleine Werte von o, und es ergibt sich, wenn 
; it o, + tt, og + tty, ...; 6, Gog <... ein vollstandiges System von mod ip 


-erschiedenen Nullstellen von {(s) bezeichnet wird, 
P,(o) = log|F (0)| + y(o—o,) + y(o—oq) +... 
Ss a 
wobei y(c) diejenige Funktion bezeichnet, die = 0 ist fir o < 0 und = <a ist 


fir o > 0. Aus dieser Darstellung von y,(o) ergibt sich aber sofort, daS fir einen 
beliebigen Wert von r < R 


22 
1 , ” r 
— | se = — —- 
z; | 8 F (re’*)\|d@ log | F (0)| - = 8 fay 
0 


wenn mit 2), 2,, ..., z, die in |z| <r gelegenen Nullstellen von F(z) bezeichnet 
werden; dies ist die Formel von FuBnote 2). 


8) Beispiele hierfiir finden sich nebenbei in den friher zitierten Alteren Ar- 


beiten von H. Bohr; siehe z. B. H. Bohr [2], S. 233 unten, oder E. C. Titchmarsh[l], 
8. 69, Theorem 46. Vgl. auch FuBnote "). 
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eine im Interval a<a <P definierte, stetige Funktion von o. Fiir 
(s—y) > © strebt diese Funktion gleichmapig in jedem abgeschlossenen 
Teilintervall von « <0 < B gegen eine stetige Grenzfunktion 
¢r(o)= lim (3 7, 4)"). 
(« —y) > @ 
gy, (0) heiBt die der Funktion f(s) entsprechende Jensensche Funktion; sie 
ist eine konvere Funktion von o und bestimmt in der folgenden Weise die 
Verteilung der Nullstellen von f(s): Ist «<a'< B’ <B und bezeichnen 
wir mit N(x’, B’; y,6) die Anzahl der Nullstellen von f(s) im Rechteck 
a<ao<p,y<t< 4, 80 existiert fiir (6—y) + ©, falls nur g,(c) in 
den Punkten «’ und p’ differenzierbar ist, der Grenzwert 
‘ N (x', B'3 y, 0 
H{2’, #’) = lim Atari) 
(oo wale! A 


yy & 


und es gilt die Jensensche Formel 

, Ul l , / , AY 
(4) H (2, 6) = = (¢' (8) — ¢ (@’)). 
Die Gripe H(a', 8’) wird als Héufigkeit der Nullstellen von f(s) im 
Streifen «’ <0 < f’ bezeichnet. Fiir beliebige Werte von a’ und f’ treten 
an Stelle von (4) die allgemeineren Relationen 





: . N (x’, B's 7, 4 
(5) = (q a p —0)-—g¢ P (ax’ Se 0)) < lim pete 
om é-p> - ‘ 
ye N . B’; y’> ) 1 , - ’ ’ 
< Tim Ah = (9 (8 +0) — 9 (@’ — 0)". 


yj? a 


Da eine konvexe Funktion héchstens in abzihlbar unendlich vielen 
Punkten nicht diffenzierbar ist, enthalt der Satz A eine sehr genaue Aus- 


%) Ist allgemein o(y, 5) eine fir —oc < y» < 6 < co definierte reelle Funk- 

tion von 7 und 4, so bezeichnen wir mit lim o(y,4) bzw. lim  o(y, 6) die 
(@—y) > = (O—y) > « 

gréBte bzw. kleinste derjenigen Zahlen r, fiir welche es zu jedem ¢ > 0 ein ent- 

sprechendes 7’ = T'(e) gibt, so daB, sobald (5—y) > 7 ist, die Ungleichung 

o(y,5) >r—e bzw. o(y,d) << r+e stattfindet; sind diese beiden Limites 

gleich, sagen wir, daB o(y, 6) fir (65—y) + co einem Grenzwert zustrebt, und 


schreiben fiir denselben lim  o(y,6). Ist o(yv,6) komplex, so schreiben wir 
(d—y) +> 


, lim o(y,6) =r, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein T = T(e) gibt, so daB, 
(¢ y~> = 


sobald (5 —y) > T ist, die Ungleichung | 0 (y,6)—r| < e stattfindet. Fir eine 
Menge von Funktionen o(y, 4) existieren die Grenzwerte gleichmdfig, wenn fir 
jedes ¢ > 0 die entsprechende Zahl 7 = 7 (e) brauchbar fir die ganze Menge 
gewahlt werden kann. — Dieselben Bezeichnungen werden wir im folgenden auch 
in dem Falle verwenden, wo die Zahlen y und 6 nicht beliebig sind, sondern einer 
gewissen Menge von reellen Zahlen zu entnehmen sind. 

10) Siehe wegen der Bedeutung der Bezeichnungen FuBnote *) und °). 
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sage tiber die RegelmaBigkeit, mit welcher die Nullstellen einer analyti- 
schen fastperiodischen Funktion in vertikalen Streifen verteilt sind. Die 
Relationen (5) folgen iibrigens aus (4), wie man durch Approximation von 
a’ und f#’ von links und von rechts mit Differenzierbarkeitspunkten von 
¢(¢) unmittelbar einsieht. Besonders interessant ist der Fall, wo die 
Funktion g,(c) fiir jeden Wert von o differenzierbar ist, und wo dem- 
nach g;(c) eine stetige Funktion von o ist"). In diesem Falle garantiert 
der Satz die Existenz der Hiufigkeit H («’, A’) fiir beliebige Werte «’ 
und f’, sowie die Stetigkeit von H(a«’, 6’) als Funktion der beiden 
Variablen «’ und f”. 

Die Differenzierbarkeit von g,(o) in den Punkten «’ und f’ ist keine 
notwendige Bedingung fiir die Existenz der Hiufigkeit H («’, 8’); dies 
zeigt schon das Beispiel der periodischen Funktionen. Es gibt aber, wie 
mir H. Bohr miindlich mitgeteilt hat, grenzperiodische Funktionen {(s), 
fiir welche die Hiaufigkeit H (a’, 5’) nicht fiir beliebige Werte «’ und f’ 
vorhanden ist, d. h. fiir welche fiir gewisse Werte «’ und #’ 

N (a’, B's y, 5) - N (a’, B's y, 4) 


a) —e tim oo 7 


(d—y) > 


lim 
@-—-y->« 
Hierfiir wird weiter unten ein einfaches Beispiel gegeben"*). 
Der Satz selbst liefert ein einfaches Kriterium fiir die Differenzier- 


barkeit von g,(c) in einem bestimmten Punkt o,. Bezeichnen wir 
namlich 
= N (a9 — &, O9+ €; v, 0) 


(—y) > « e=—% 


fiir 0< e< Min (o,—«a, B—o,) mit 1(«), so ist nach den Ungleichungen (5) 





lim U(e) = 3 (g7(0% + 0) — 97 (2, — 0) 


Notwendig und hinreichend fiir die Existenz der Ableitung ¢;(c,) ist es 
demnach, daB lim /(e) = 0 ist. Es sei bemerkt, daB man sehr wohl 


«0 


lim [(e) > 0 haben kann, was mit einer starken Akkumulation von Null- 


stellen in der Nahe der Geraden o = a, gleichbedeutend ist, ohne dab 
auf dieser Geraden eine einzige Nullstelle von f{(s) vorhanden ist. Fir 
periodische Funktionen ist dies ausgeschlossen. Ein einfaches Beispiel 


einer grenzperiodischen Funktion mit der erwahnten Eigenschaft wird 
unten angegeben. 





11) Beispiele hierfiir ergeben sich, wie unten gezeigt, aus der friher zitierten 
Untersuchung von H. Bohr und dem Verfasser iiber die Riemannsche Zetafunktion. 
Vgl. auch FuBnote *). 

12) Eine analoge Konstruktion fir fastperiodische Funktionen einer reellen 
Variablen findet sich in H. Bohr [7]. 
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In dem speziellen Falle, wo f(s) in einem Teilstreifen (« <)a,<¢ 
<B.(S B) vona<oa<f von Null verschieden ist, ist nach Satz A die 
Funktion g,(c) in a, <0 < £, eine lineare Funktion von o; umgekehrt 
laBt sich leicht zeigen, daB, wenn g,(c) in «a, << o < #, linear ist, die 
Funktion /(s) im Streifen a, < o < 8, von Null verschieden ist. Aus 
dem Satze A folgt namlich zunachst, daB fiir «,< «’< p’< B, die 
Haufigkeit H («’, 6’) = 0 sein muB, daB also die Nullstellen von /(s) in 
a'<ao< f’ jedenfalls sehr diinn verteilt sind; hieraus laBt sich aber, 
wenn man die Fastperiodizitét von f(s) beriicksichtigt, leicht folgern, 
daB es in a’ < o < f gar keine Nullstellen von f(s) geben kann. Durch 
Anwendung eines Satzes von H. Bohr iiber fastperiodische Funktionen 
einer reellen Variablen**) kénnen wir nun einen wesentlich weitergehenden 
Satz beweisen. 


Satz B. Die in [a, 8) fastperiodische Funktion {(s) ist dann und nur 
dann im Streifen (% ) a,< 6 < B, (<= B) von Null verschieden, wenn ihre 
2ugehirige Jensensche Funktion g, (a) in «a, <0 < B, linear ist. Ist dies 
der Fall, und ist p,(o) = x 4- Aa, so ist f(s) eindeutig in der Form 


f(s) = ger tistgls) 


darstellbar, wobei |e| = 1 ist, wiihrend g(s) eine in [a,, B,] fastperiodische 
Funktion ohne konstantes Glied in der Dirichletentwicklung bedeutet. Ferner 
enthilt der Modul M, der Dirichletexponenten von f{(s) sowohl die Zahl i 
wie auch den Modul M, der Dirichleterponenten von g(s)**). 


Fiir eine beliebige in [a, 8] fastperiodische Funktion f(s) erlaubt der 
Satz B die eventuellen vertikalen Teilstreifen «,< o < £, des Streifens 
«<o<< 8 aufzufinden, worin /(s) von Null verschieden ist. Diese Teil- 
streifen werden durch die eventuellen Konstanzintervalle «,< ¢ < f, von 
g;(c) bestimmt. Die Werte von g;(c) in diesen Intervallen gehéren alle 
dem Modul M, der Dirichletexponenten von /(s) an. 

Unsere Saitze geben Anla8 zu einer interessanten Fragestellung. Ge- 
geben sei ein beliebiger Zahlenmodul M; welche Bedingungen mu8 dann 
eine in a << o < # konvexe Funktion ¢(c) erfiillen, damit es eine in [«, 8] 
fastperiodische Funktion /(s) geben soll, fiir welche g,(c) = (co) ist, 
wenn noch verlangt wird, daS der Modul M, der Dirichletexponenten 
von {(s) gleich M oder in M enthalten sein soll? Eine notwendige Be- 
dingung hierfiir ist nach dem obigen sofort anzugeben: Wenn fiir die 
Ableitung g’(c) Konstanzintervalle vorhanden sind, so miissen die Werte 
von g(c) in diesen Intervallen in M liegen. Hinreichend ist aber diese 


18) H. Bohr [9]; ein Tei) des Satzes findet sich in H. Bohr (8). 
4) Vgl. fiir den Begriff des Moduls FuBnote *), 
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Bedingung nicht. Besteht z. B. der Modul M aus allen ganzzahligen 
Vielfachen einer Zahl 2 2/p, so sind die zugehérigen Funktionen f(s) genau 
alle periodischen Funktionen der Periode ip, und die entsprechenden Funk- 
tionen ;(a) erfillen die weitere Bedingung, stiickweise linear zu sein, 
Beide Bedingungen zusammen sind in diesem Falle hinreichend. Besteht 
aber der Modul M aus allen rationalen Vielfachen der Zahl 22/p, so ist 
die genannte Bedingung aillein hinreichend; die zugehérigen Funktionen / (s) 
sind in diesem Falle alle grenzperiodische Funktionen der Grenzperiode ip. 
Der Beweis dieses Satzes, der auf einfachen (aber recht umstindlichen) 
Konstruktionen beruht, soll in der vorliegenden Arbeit nicht gefiihrt 
werden; ich begniige mich damit, eine interessante Folgerung des Satzes 
anzufiihren: Ist (oc) eine beliebige in «<0 <P kenvexe Funktion, die 
in keinem Intervall linear ist, so gibt es eine in [a, 8] grenzperiodische 
Funktion {(s), fiir welche y;(c) = y(c) ist™). Durch diesen Satz ist die 
Vermutung nahegelegt, daB es iiberhaupt zu jeder in «<a < # kon- 
vexen Funktion g(c) eine in [a, f] fastperiodische Funktion f(s) gibt, 
fiir welche g,(c) = y(c) ist. 

Die obigen Siatze gelten offenbar unveriindert, wenn man bei allen 
Grenziibergingen y = — T und 6= T wihlt, und den Grenziibergang 
(6 — y) + o durch den spezielleren Grenziibergang T + © ersetzt. 

Wie oben erwahnt, gestattet unsere Untersuchung das wichtigste Er- 
gebnis einer Arbeit von H. Bohr und dem Verfasser iiber die Werte- 
verteilung der Riemannschen Zetafunktion 

{= 5 5 

n=1 2 

sehr kurz auszudriicken. Die Funktion {(s) ist bekanntlich in der Halb- 
ebene 1< o¢< o@ von Null verschieden; mit f(s) sei derjenige Zweig 
von log¢(s) bezeichnet, der fiir reelle s reell ist; dann ist f(s) in [1, ©) 
fastperiodisch und es laBt sich das genannte Ergebnis, wie folgt, for- 
mulieren**): Bezeichnet man fiir irgendeinen komplexen Wert von a mit 
N, (a’, 8’; T) die Anzahl der a-Stellen von f(s) im Rechteck a’ < oa < f’, 
—T<t<T, wo l<a< #< oe, 80 existiert fir T—- © der 
Grenzwert 
. a : N, (2’, B’; T) 
(6) H, (a’, B’) =i 7 





dieser Grenzwert, den wir als Hiufigkeit der a-Stellen von /(s) im 
Streifen «’< o< f’ bezeichnen, hiangt fiir einen festen Wert von a stetig 


+) Hiermit ist insbesondere die Existenz von Beispielen der in den Fub- 
noten ®) und ') genannten Art bewiesen. 
16) H. Bohr-B. Jessen [1]. 














Nullstellen fastperiodischer Funktionen. 495 


von « und f’ ab. Mit Hilfe des Satzes A kann dieses Ergebnis kurz, 
wie folgt, ausgedriickt werden: Es ist fiir jeden Wert von a die im Inter- 


vall 1< o < @ konvexe Funktion 
é 


@r—-a(o)= _ ~—ilim sty | logs (o + in) — af at 
(d—y) —> 2 =F e 
7 
eine differenzierbare Funktion von o. Ferner erlaubt der Satz die Hiufig- 
keit in der allgemeineren Form 


N , (2's B's y» 4) 





(7) H, (a’, B’) _ lim pany 


(d—y) > @ 7 
darzustellen, wobei N, («’, 8’; y, 6) die Anzahl der a-Stellen von f(s) in 
dem Rechteck a’ << «6 < fp’, y<. t <6 bezeichnet. Noch weitergehend gilt: 
Es ist sogar fiir jeden Wert von a die Funktion g;_,(¢) in l<o< @ 
zweimal differenzierbar und es ist g;_a(c) eine stetige Funktion der 
beiden Verainderlichen a und o. Da nach der Jensenschen Formel 


H, (a, 6’) = 5~ (g;—a(B') — 7-2 («) 


H (x', B’ 
a (2 p) fiir 








ist, folgt hieraus, daB fiir jeden Wert von o, die GréBe _— 


, a se 
a +o, B’ +o, gegen den bestimmten Grenzwert H,(o,) = 35 P/—a(%) 


konvergiert. Diese GréBe mibt die Hiufigkeit, mit der die Funktion f(s) 
in unmittelbarer Nihe der Geraden o = o, den Wert a annimmt. Der 
Beweis dieses verschirften Satzes, der auf speziellen Eigenschaften der 
Zetafunktion beruht, soll in der vorliegenden Arbeit nicht gefiihrt 
werden *"). 

Das wichtigste Ergebnis von H. Bohr beziiglich der Werteverteilung 
der Riemannschen Zetafunktion war iibrigens nicht der genannte Satz, 
sondern vielmehr der Beweis des entsprechenden Satzes fiir einen Teil 
des kritischen Streifens, nimlich fiir } << a’ << #’<. ©"). Hierzu ist zu- 
nichst die Funktion f(s) in der Halbebene 4<¢< o au erkliren; 
dann ergibt sich aber wieder die Existenz des Grenzwertes (6), sowie fiir 
festes a die Stetigkeit dieses Grenzwertes als Funktion von a’ und f’. 
[Dagegen erscheint fiir «’ < 1 die Existenz des Grenzwertes (7) fraglich 
zu sein.) Hierbei meldet sich die interessante Frage nach einer Ver- 
allgemeinerung der Jensenschen Formel auf allgemeinere fastperiodische 
Fille, die diesen umfassen. 


7) Vgl. B. Jessen [1], wo das wesentlichste Hilfsmittel fiir den Beweis, die 
Darstellung der Haufigkeit H(z’, ’) durch ein unendlichdimensionales Integral, 
fir einen analogen Fall entwickelt ist; siehe auch das Referat in B. Jessen [2]. 

8) H. Bohr -B. Jessen [2]. 
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§ 3. 
Hilfssitze iiber analytische fastperiodische Funktionen. 


Es sei zuniichst an die fiir die Theorie der fastperiodischen Funk- 
tionen einer reellen Variablen t grundlegenden Definitionen erinnert'’). 

Von einer auf der Zahlenachse liegenden Punktmenge soll gesagt 
werden, daB sie daselbst relativ dicht liegt, falls sie in jedem Interval] 
einer gewissen Linge / mit mindestens einem Punkt vertreten ist. Eine 
fir —o<t< o stetige Funktion F(t) = U(t)+ iV (t) heiBt fast- 
periodisch, wenn fiir jedes « > 0 die Menge aller zugehérigen Verschiebungs- 
zahlen t = t(e) relativ dicht liegt; hierbei hei®t eine Zahl t eine zu ¢ 
gehérige Verschiebungszahl t(e) der Funktion F(t), wenn fiir alle ¢ die 
Ungleichung 

|F(t+71)—F()| Se 
erfiillt ist. Eine fastperiodische Funktion ist immer beschriinkt und gleich- 
maBig stetig, d.h. die Menge der zu einem beliebigen ¢ > 0 gehdrigen 
Verschiebungszahlen r(e) enthalt stets ein Intervall um den Punkt 1 = 0. 
Ferner existiert fiir (6 — y) ~ ©) der Mittelwert 
J 
M'\F ()) = lim —— | Fi) dt. 
( ny? = fd 
4 

Von einer Menge von fastperiodischen Funktionen F(t) wird gesagt, 
sie bilde eine Gleichartigkeitsmenge, falls fiir jedes e > 0 die Menge aller 
gemeinsamen Verschiebungszahlen t = t(e) der Funktionen der Menge 
erstens relativ dicht liegt und zweitens ein Intervall um den Punkt rt = 0 
enthalt. Fiir die Funktionen einer Gleichartigkeitsmenge existieren die 
Mittelwerte gleichmaBig**). 

Jeder fastperiodischen Funktion F (t) ist eine Fourierrethe 

F (t)~ TA, e*", A, = M(|F (je f4nt 
mit reellen Exponenten A, und komplexen Koeffizienten A,, (+ 0) zu- 
geordnet. 

Im folgenden werden wir es mit analytischen fastperiodischen Funk- 
tionen einer komplexen Variablen s = o + it zu tun haben”). Eine im 
Streifen «<6 << B(— ow Sa<f S ©) regulire Funktion f(s) heibt 
fastperiodisch in « << o < # oder kiirzer in (a, 8), falls fiir jedes « > 0 
die Menge aller Verschiebungszahlen t = t(e) relativ dicht liegt. Hierbei 


1%) H. Bohr [4], [5]. 
20) Vgl. FuBnote *). 
%1) H. Bohr [6}. 
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wird eine (reelle) Zahl rt nur dann als eine zu der gegebenen Funktion / (s) 
und zu dem gegebenen Streifen a < o < # gehérige Verschiebungszahl rt (e) 
bezeichnet, falls fiir alle s des genannten Streifens die Ungleichung 
If(s+tr)—f(s)| Se 

gilt. Ferner heiBt eine in a<o<# regulire Funktion fastperiodisch 
in [x, 8], wenn sie in jedem beschnittenen Streifen (a <) a, <0 < f, 
(< f) fastperiodisch ist, und sie heiBt fastperiodisch in [«, #8) bzw. in 
(a, BJ, wenn sie in jedem einseitig beschnittenen Streifen (a <<) a,< 0 < B 
baw. «< ao < B, (< f) fastperiodisch ist. Indem man iiberhaupt eckige 
Klammern in diesem Sinne gebraucht, gilt der Satz, daB jede in [«, f] 
fastperiodische Funktion f(s) in [a, 8] beschrinkt und gleichmiBig stetig 
ist. Hierin ist speziell enthalten, daB, wenn « < a, < £,< f, die fast- 
periodischen Funktionen F,(t) = f(o-+ it) der reellen Variablen ¢ fiir 
a, <0 <8, eine Gleichartigkeitsmenge bilden. Ferner la8t sich in dem 
angegebenen Sinne der folgende Satz formulieren: Ist die im Streifen 
a<o<f regulire Funktion f(s) in [«, 8] beschrinkt und ist fiir einen 
einzigen Wert von o die Funktion F,(t) = f(o + ¢t) fastperiodisch, so ist 
f(s) in [«, 8] fastperiodisch. 

Zu jeder in [a, 8] fastperiodischen Funktion /(s) gehért eine Dirichlet- 
entwicklung 


f(s) ~ ZA, e*’, A, = M'{f(o + it)e~4n@*! 


mit reellen Exponenten A, und komplexen Koeffizienten A, (+ 0); die- 
selbe ist nur eine formale Zusammenfassung der Fourierreihen aller Funk- 


tionen F,(t) = f(o +- it), d.h. in der Fourierreihe 5 A\” ja der fast- 
periodischen Funktion F,(t) hangen die Exponenten A\” nicht von o ab, 
und die Koeffizienten A‘” haben die Form A, e*"’, wo A, von o un- 
abhingig ist. 

Ist /, (8), f, (8), .... fn (8), ... eine Folge von Funktionen, die alle in 
{x, 8] fastperiodisch sind, und die gleichmiBig in [«, 8] gegen eine Grenz- 
funktion f(s) konvergiert, so ist {(s) ebenfalls in [«, 8] fastperiodisch. Die 
Dirichletentwicklung von /(s) entsteht formal aus der Dirichletentwicklung 
von /,(s) durch Ausfiihrung des Grenziiberganges n + o. — Sind die 
Funktionen /,(s), f,(s), ..., fn(s), ... alle periodisch (mit beliebigen 
Perioden), so nennt man die Grenzfunktion f(s) grenzperiodisch. 

Periodische Funktionen /{(s) sind dadurch charakterisiert, daB in 
ihrer Dirichletentwicklung die Exponenten A, ganzzahlige Vielfache einer 
Zah! 2x/p sind; dabei ist ip (und zugleich jedes ganzzahlige Vielfache 
von tp) eine Periode von f(s). Grenzperiodische Funktionen sind dadurch 
charakterisiert, da8 in ihrer Dirichletentwicklung die Exponenten 4A, 
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rationale Vielfache einer Zahl 22/y sind; dabei ist iy (und zugleich jedes 
rationale Vielfache von iy) eine sogenannte Grenzperiode von f(s). 

Fiir den Beweis unserer Satze benétigen wir noch einige elementare 
Hilfssitze**), die als einfache Folgerungen der Definition der Fast- 
periodizitaét anzusehen sind. Diese Hilfssitze sind Spezialfille eines be- 
kannten Satzes aus der Theorie der normalen Familien; ihre ausdriick- 
liche Formulierung wird unsere Darstellung wesentlich erleichtern. Der 
genannte Satz besagt folgendes: 

Sei @ ein offenes Gebiet in der komplexen s-Ebene und 0 eine be- 
schrankte, offene Teilmenge von G, deren Begrenzung ebenfalls G angehdrt; 
ferner sei A eine abgeschlossene Teilmenge von O. Dann gibt es zu jeder 
Menge von Funktionen g(s), die in G regulir und gleichartig beschrankt 
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sind, und die die Null nicht als Haufungsfunktion besitzt**), eine natiir- 
liche Zahl N und eine positive Konstante k, so daB folgendes stattfindet: 
1. Fiir jede Funktion g(s) der Menge ist die Anzahl der in O gelegenen 
Nullstellen s, von g(s) héchstens gleich N. 2. Die durch Abspaltung 
dieser Nullstellen aus g(s) entstehende Funktion g(s): /7(s — s,) ist in A 
numerisch > k, Ferner gibt es zu jeder positiven Zahl r eine positive 
Konstante m = m(r), und es gilt: 3, Fiir jede Funktion g(s) der Menge 
besteht die Ungleichung |g(s)| > m, sobald s ein Punkt von A ist, der 
von allen Nullstellen von g(s) in O eine Entfernung > r besitzt. 

Aus diesem allgemeinen Satz ziehen wir die folgenden Folgerungen. 
Sel —O Saca<a<$,<~,<8 S wo und d eine positive 
Zahl kleiner als die beiden Differenzen «, — a, und 8,—, Wir wiahlen 
als Gebiet G den Streifen «, < o < #,, als offene Teilmenge 0 von @ 
das Rechteck «4, -d<o< $,+d, —}—d<t<4+d und als ab- 





#2) Vgl. die vdéllig analogen Hilfssitze in H. Bohr-B. Jessen [1], 8. 20—2I. 
23) D. h. aus der man keine Teilfolge auswihlen kann, die in jeder be- 
schrankten, abgeschlossenen Teilmenge von @ gleichmaBig gegen Null konvergiert. 





ges 


ide 
Fu 
ist 


erg 


der 


Eig 


sat; 


zu 


sch 








Nullstellen fastperiodischer Funktionen. 499 


geschlossene Teilmenge A von O das Rechteck «4, <o<f,, —}<t<}. 
Wird dann eine in [«, #] fastperiodische Funktion /(s) gegeben, die nicht 
identisch verschwindet, so laBt sich der obige Satz auf die Menge aller 
Funktionen {(s +- it*), — 0 <t*< oo anwenden. Diese Funktionenmenge 
ist nimlich in @ gleichartig beschrinkt und besitzt, wie aus der Fast- 
periodizitat leicht folgt, die Null nicht als Haufungsfunktion. Hierdurch 
ergeben sich die folgenden Hilfssiitze (siehe Figur). 

Hilfssatz 1. Es gibt eine natiirliche Zahl N, so daB die Anzahl 
der Nullstellen von f(s) in jedem Rechteck «,—-d<o < £, +d, 
*—}—d<t<t*-+ 4-+d héchstens gleich N ist. 

Hilfssatz 2. Es gibt eine positive Konstante k mit folgender 
Eigenschaft: Werden fiir ein beliebiges ‘* mit s,, s,,..., sy, N* < N, 
die Nullstellen von f(s) im Rechteck 4, -d<o<f,+d, t*—4—d 
<t< t*+-4-+-d bezeichnet, dann gilt fiir die Funktion 

{*(s) = f(s): IT (8 — 8) 


r=] 


> 
* 


im Rechteck «4, Soll f,, *—-4$ tS +4 die Ungleichung 
j*(s)| > k. 

Hilfssatz 3. Es gibt zu jeder positiven Zahl r eine positive Kon- 
stante m = m(r) so, daB in jedem Punkt s des Streifens «4, So < f,, 
der von allen Nullstellen von f(s) in a, <o< f, eine Entfernung > r 
besitzt, die Ungleichung |/(s)| = m besteht. 

Fiir eine weiter unten folgende Bemerkung ist es von Bedeutung, 
die Hilfssitze 1 bis 3 in einer etwas allgemeineren Form zur Verfiigung 
zm haben. Es sei f,(s), f,(8), ..-» fx (8), ... eine Folge von Funktionen, 
welche alle in [«,f] fastperiodisch sind, und die in [«, #) gleichmaBig 
gegen eine Grenzfunktion /,(s) konvergieren. Ferner sei vorausgesetzt, da8 


keine der Funktionen /,(s), » = 0,1, 2,...,,... identisch verschwindet. 
Dann ist, wie leicht zu sehen, die Menge aller Funktionen /,(s + it*), 
y= 0,1,2,...,”,..., — @ < t* < ©, in G gleichartig beschrinkt, und 


besitzt die Null nicht als Haiufungsfunktion. Es gilt deshalb der folgende 

Zusatz zu den Hilfssaitzen 1 bis 3. Wendet man die Hilfs- 
sitze 1 bis 3 gleichzeitig auf simtliche Funktionen /,(s), » = 0,1,2,..., 
m,... an, so ist es méglich, die Zahlen N, k und m unabhingig von » 
zu wahlen. 


§ 4. 
Existenz und erste Eigenschaften der Jensenschen Funktion. 
Unsere erste Aufgabe wird darin bestehen, die Ezxistenz der Jensen- 


schen Funktion g,(c) einer beliebigen fastperiodischen Funktion f(s) zu 
beweisen. Dies geschieht durch den folgenden 
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Satz I. Fiir jede im [a, 8) fastperiodische Funktion {(s), die nicht 

identisch verschwindet, strebt fiir (6 —'y) + co die Funktion 

4 

#1(03 748) = 5 >= | logif(o + iojat 

Y 
gleichmapig in jedem abgeschlossenen Teilintervall von «<0 <B gegen 
eine Grenzfunktion ' 

w= . ies 1 (9; y, 9). 
=F <-> @& 


@;(o) heiBt die der Funktion {(s) entsprechende Jensensche Funktion. 
Wegen der Stetigkeit von g,(c;y,6) in a<ao<B ist auch g,(c) in 
a<o< 6 stetig. 

Es sei bemerkt, daB dieser Satz keineswegs trivial ist, und nicht etwa als 
eine unmittelbare Anwendung des Mittelwertsatzes fir fastperiodische Funktionen 
einer reellen Variablen anzusehen ist. Die Funktionen log |/(o+ it)| sind namlich 
als Funktionen von ¢ aufgefaBt im allgemeinen nicht fastperiodisch; dies gilt nur 
in dem einfachsten Falle, wo /(s) nullstellenfrei ist. Da8 der Satz trotzdem richtig 
ist, beruht auf den Hilfssitzen 1 bis 3 des vorigen Paragraphen. Nach diesen Hilfs- 
sitzen hat namlich, allgemein gesprochen, cine fastperiodische Funktion keine 
»Affinitat’ zu Null auBer in der unmittelbaren Nahe der Nullstellen, und die Null- 
stellen sind im groBen und ganzen nicht allzu unregelmaBig verteilt. 


Beweis. Es sei (« <)a,< o < B, (< f) ein abgeschlossenes Teil- 
intervall von «a<o< f. Ferner sei m <1 eine positive Zahl. Wir 
bezeichnen mit |/(s)|,, die Funktion 


|f (8) |m = Max {|f(s)|, m)}; 
dann ist offenbar fiir jeden Wert von o die Funktion log|/(o + i¢)|,, eine 
fastperiodische Funktion der reellen Variablen ¢; ferner bilden, wie leicht 
zu sehen, diese Funktionen fiir «, < o < f, eine Gleichartigkeitsmenge. 
Es existiert also gleichmaBig fiir «, <— o < f, der Mittelwert 


3 


M {log|f(0 +50) |q) =, lim 5+ f logs (o + inde 
7 


Hiernach wird unser Satz bewiesen sein, wenn es gelingt, folgendes zu 
zeigen: Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein m, so daB im Intervalle «, < o <A, 
sobald (6—-y) > 1, die (nichtnegative) Differenz 


é 
(8 55 | RIM + i lade — gr(oi7,8) < 
7 
ist, oder, was auf dasselbe hinauskommt, das (nichtnegative) Integral 
é 
(9) { (log| f(¢ + it)|, — log|f(o + it) |)dt < e(é —y) 


Y 
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ist. Da®b wir m den genannten Bedingungen gemiB wiihlen kénnen, ergibt 
sich nun in der folgenden Weise aus den Hilfssiitzen 1 bis 3 des vorigen 
Paragraphen. 

Es seien x < a, << a, < B, < ff, < f, und d eine positive Zahl kleiner 
als die beiden Differenzen x, — x, und §,—f,. Zu jeder positiven Zahl r 
gibt es dann nach dem Hilfssatz 3 eine positive Konstante m = m(r). 
die wir < 1 annehmen kénnen, so daB die Ungleichung | (s)| < m jeden- 
falls nur dann in einem Punkt s des Streifens «, << o < f, stattfindet, 
wenn derselbe von mindestens einer Nullstelle von /(s) in x, <o < f, 
eine Entfernung <r besitzt. Wahlen wir also + < d, so ist nach dem 
Hilfssatz 1 fiir eine von r unabhingige natiirliche Zahl N in jedem Inte- 
gral der Form 


t*+ Mp 
(10) J = | (log|/(o +70), — log| /(o + 70)) dt, 
t*—"/s 
wo x, = ¢ < #,, héchstens in N Teilintervallen von **—}4 <t < (*+} 


2 
von einer Gesamtlinge < N-.2,y der Integrand positiv; ferner gilt in 


diesen Intervallen wegen m < 1 die Ungleichung 
log|/(o + ¢t)|,, — log|f(¢ +70] = — log|/(o + #4) |*), 
also nach dem Hilfssatze 2 fiir eine von + unabhiingige positive Kon- 


stante k, indem mit s,. 84, ..., y+, N* < N. die Nullstellen von /(s) in dem 
1 2 ‘ : 


fechteck a, d<a BB, +d. t* l d t (* } +. d bezeichnet 


werden, die Ungleichung 


log|f(o + it) 


log | f(o + 7¢) 


lA 


mn” 


| 
logk — J log | s 8 


v=] 


»| 


! 
1 


: ee 
<= low h 2 log | ¢ -- ty}. 


v= 
Hierbei ist zur Abkiirzung s, o,+ it, gesetzt worden. Fiir jedes Inte- 
gral J erhalten wir also eine Abschatzung der Form 
Nr 
I< —logk-N-2r—N | logudu. 
Nr 


Das wesentliche an dieser Abschiitzung ist, da auf der rechten Seite 


eine GréBe steht, die mit r gegen Null konvergiert: M und & wurden ja 


unabhangig von + gewahit. Wir wihlen + so, daB diese Gribe <= 
wird; dann besteht fiir das entsprechende m mir) die zu heweisende 


*4) Dabei bedeutet. wie itiblich, logu die fiir « > 0 definierte Funktion 
log u Min {log u,6}. Die Funktion log ist nichtnegativ und monoton ab- 
nehmend; ist %—w, wy... ui» 80 gilt log w = — log uv, log Ug ha log une 
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Ungleichung (9), sobald (6 — y) > 1 ist; bezeichnet namlich A die gréBte 
ganze Zahl < (6 — y), so ist das in (9) auf der linken Seite auftretende 
Integral héchstens gleich einer Summe von A + 1 & 2A Integralen der 


Form (10), also héchstens gleich 5°26 —y) = e(6—-y); und dies war 
die zu beweisende Ungleichung. 
Hiermit ist die Existenz der Jensenschen Funktion g;(c) bewiesen. 


Aus dem Beweis ergibt sich auch, daB zu jedem e¢ > 0 eine positive 
Zahl m < 1 existiert, so da8 fiir «, < o < A, die (nichtnegative) Differenz 


M' \log|f(o + tt) \m} — 9r(o) S €. 


ist. Diese Ungleichung ergibt sich fiir das oben gewahite m unmittelbar 
aus (8) durch Ausfiihrung des Grenziiberganges (6-— y) > ©. Mit Hilfe 
dieser Bemerkung beweisen wir noch den folgenden Satz, den wir iibrigens 
in der vorliegenden Arbeit nicht benutzen wollen. 


Zusatz zu SatzI. Die Funktion oy, (ca) hangt in dem folgenden Sinne 
stetig von f(s) ab: Es sei f,(8), f,(8), .--, fn(8), ... etme Folge von Funktionen, 
welche alle in [a, 8] fastperiodisch sind, und die gleichmafig in [a, B] einer 
Grenzfunktion {,(s) zustreben; ferner sei vorausgesetzt, daB keine der Funk- 
tionen {,(s), v = 0,1,2,...,,..., Wdentisch verschwindet. Dann gilt fiir 
n -—» © gleichméBig in jedem abgeschlossenen Teilintervall von « << o <8 


100) = lim 9, (0). 


Beweis. Es sei (a2<)a,< o & #, (< f) ein abgeschlossenes Teil- 
intervall von « <o< f. Wir wenden die obige SchluBweise gleichzeitig 
auf simtliche Funktionen /,(s), » = 0,1, 2,...,,..., an, indem wir, wie 
es nach dem Zusatz zu den Hilfssitzen 1 bis 3 méglich ist, die Zahlen N, 
k und m unabhingig von » wahlen. Dann ergibt sich also zu jedem e >0 
die Existenz einer positiven Zahl m < 1, so da8 fiir «, < o < , gleich- 
zeitig fiir alle » die (nichtnegative) Differenz 


M' {log|f,(o + +t) |m} — 1, (0) S €. 
Nun gilt fiir diesen festen Wert von m offenbar gleichmaBig in «, < o <A, 
M' {log |f,(o + ¢t)\|,} = lim M'* {log|f,,(o + ¢t)|,}. 


Fir hinreichend groBe Werte von n gilt also in a, o < f, die Un- 


gleichung 
| Pro (9) — Pr_(9)| S 32, 


womit der Satz bewiesen ist. 
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§ 5. 
Satz A. Die Jensensche Formel fiir fastperiodische Funktionen. 
Wir kniipfen an die Bezeichnungen des obigen Satzes I an; das Ziel 


des vorliegenden Paragraphen ist dann der Beweis des folgenden Satzes, 
der mit Satz I zusammen den Satz A des § 2 ausmacht. 


Satz Il. Fiir jede in [a, 8] fastperiodische Funktion f(s), die nicht 
identisch verschwindet, ist die entsprechende Jensensche Funktion g,(a) eine 
fiir a <0 < B konvexe Funktion von o. Ista <a’ < pf’ < B und bedeutet 
N(a’, 8’; y, 6) die Anzahl der Nullstellen von f(s) im Rechteck a’ <<a < f’, 
y<t <4, 80 existiert fiir (6 —y) > o, falls nur y,(c) in den Punkten a’ 
und B’ differenzierbar ist, der Grenzwert 

H(a’, B’) = lim N (a’, B's 7,4) 


(—y) > o—/% 


und es gilt die Jensensche Formel 
’ 1 , U , , 
H (a’, 8’) = s-(¢'(B’) — o'(@’)). 


Die GroBe H(a', B’) wird als Haufigkeit der Nullstellen von f(s) im Streifen 
a <oao< Pp bezeichnet. Aus der Jensenschen Formel folgen fiir beliebige 
Werte «' und f’ die allgemeineren Relationen 


2 (p(B —0) — +0) S lim NiesBined) 


e-ge0 oF 


cas N (a’, 8’; , 4) 1 , ' +78 
Ss, lim SG Saale + — oe — 0). 

Dieser Satz enthalt zwei Aussagen, die wir beim Beweis nicht trennen wollen, 
nimlich erstens die Konvexitét von g,(c) und zweitens das Bestehen der Jensen- 
shen Formel. Der Beweis wird so gefihrt, daB wir zundchst auf Grund der 
Cauchyschen Residuenformel einen Zusammenhang zwischen der Funktion ¢,(0; y, 5) 
und der Anzahl N(a’, 8’; y, 6) fiir geeignete Werte von y und 6 konstatieren; aus 
diesem Zusammenhang, der schon an die Jensensche Formel erinnert, ergibt sich 
mnichst, indem man die Nichtnegativitét von N(z’, f’; y,46) ausnutzt und den 
Grenziibergang (—y)-—» « ausfihrt, die Konvexitét von g,(c). Danach ergibt 
tich die Jensensche Formel selbst auf Grund desselben Zusammenhangs, indem man 
nochmals den Grenziibergang (6 — y) > © ausfihrt. 


Beweis. Bevor wir zu dem eigentlichen Beweis des Satzes II iiber- 
gehen, machen wir auf einige nicht unwesentliche Vereinfachungen in der 
Formulierung des Satzes aufmerksam. 1. Es sei « < a, < £,< f, wo- 
bei a, und £, beliebig, aber fest gewahlt sind; dann geniigt es, die Kon- 
vexitét von g,(c) fir «, Sof, und die Jensensche Formel fiir 
1,<a’< pf’ < B, m beweisen. 2. Wenn nur derartige Werte «’ und #’ 
in Betracht gezogen werden, gibt es nach dem Hilfssatz 1 eine natiirliche 
33* 
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Zahl N so, daB, sobald (6 — y) < 1 ist, die Anzahl N (a’, f’; y,6) < N 
ist*); hieraus folgt: Wird auf der reellen t-Achse eine relativ dicht 
liegende Punktmenge gegeben, die in jedem Intervall **—},<t<(f* +4 
der Linge 1 mit mindestens einem Punkt vertreten ist, so folgt der Satz 
bei beliebigen y und 6, wenn er fiir Werte y und 6 aus dieser Menge 
bewiesen ist. Da nach dem Hilfssatz 3 bei passend gewahltem positivem m 
in jedem Intervall *— 4 < t < t*+ } eine Zahl ¢, vorhanden ist, so da 
auf der Strecke a, [ o S f,, t = ty die Ungleichung |/(s)| > m statt- 
findet**), geniigt es somit, die Jensensche Formel unter der Voraussetzung 
zu beweisen, daB nur solche Werte y und 6 herangezogen werden, fir 
welche auf den Strecken «, So = f,,t=y und 4, Sof, t=s 
eine Ungleichung | /(s)| = m mit festem, d. h. von y und 6 unabhangigem, 
m > 0 stattfindet. 3. Wenn erst die Konvexitit von g,(c) in «, <o<f, 
bewiesen ist, geniigt es, die Jensensche Formel fiir Differenzierbarkeits- 
punkte «’ und ff zu beweisen, fiir welche auf den Geraden o = a 
und o = f’ keine Nullstellen von /(s) liegen; denn diese Punkte liegen 
in a, <0 < B, iiberall dicht. 

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir jetzt zu dem eigentlichen 
Beweis des Satzes II iiber, der auf einer einfachen Umformung der 
Residuenformel beruht. Es seien « < a,< 8,< 8 und a’,f’,y,6 nach 
den obigen Bedingungen 1 bis 2 gewahlt. Dann gilt, wenn noch voraus- 
gesetzt wird, da8 /(s) auf den beiden vertikalen Strecken o = a’, y <t<é 
und o =: f’, y = t =| 6 von Null verschieden ist, die Formel 


J 


J 
N (a’, 6’; y, 9) sl a ( [FET a aie ( Fie i) oe 
y 





/(B'+ 40) 


7 


pg 
ae f'(o + ty) 1 ‘(o + #4) 
+z \ Retin ée -F Hotta ?? J. 


Hieraus folgt, wenn mit log f(s) in der Umgebung jeder der beiden 
Strecken o=c@', yo t(sé und o=f', y St 6 ein bestimmter 
Zweig des Logarithmus von /(s) bezeichnet wird, und wenn K die obere 
Grenze der (in [a, 8] fastperiodischen) Funktion f(s) in «, < o Sf, 
bezeichnet, 

SUE BiH) _ L (@'(f'; 7,8) — © (a! 7,6) + R(a.Bs 7,9) 


i—y 





26 6) Man wahle « < ay < a, < £8, < By < 8 und d > 0 kleiner als die beiden 
Differenzen «,— «9 und 8,—f,. Dann laBt sich das N von Hilfssatz 1 verwenden. 
26) Man wahle in Fortsetzung von 2°) r > 0 kleiner als die beiden Zahlen d 


und +7 dann 148t sich das m von Hilfssatz 3 verwenden. 
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wobei ®(a;y,6) die in der Umgebung der beiden Stellen o = a’ und o = f’ 
definierte, stetig differenzierbare Funktion 


0) 


PD (a; y.6) = sy | eto + inae 


Y 
bezeichnet, und wo fiir das Restglied bps: 8’; y,6) die Ungleichung 
[RFs y,A)|S = (f’ - 


= m™ 


besteht. Beim Ubergang zu den reellen Teilen geht ® (oc; y,4) in 
9, (0; 7,6) tiber; hieraus folgt erstens, da die Funktion g,(o;y,6) in 
der Umgebung der Stellen o = «’ und o = f stetig differenzierbar ist, 
und zweitens, daB 

N (a's B's 75 8) 


1 ‘ ’ , , v 
Say = By lor (Bs 7,8) — gr(a's v.86) + 1 (a, Bs 7,9) 


ist, wobei fiir das Restglied r («’, B’; y,d) die Ungleichung 

1 1 

-p56- -«) Sr(e',8 7,6) S ae (a! 
besteht. Um diesen Zusammenhang zwischen der Funktion 9; (0; y, 4) 
und der Anzahl N (a’, #’; y, 4) so bequem als méglich ausnutzen zu kénnen, 
bedienen wir uns eines einfachen Kunstgriffes, indem wir an Stelle von 
y (0; 7,46) die neue Funktion 
: & 
p(s; 7,6) = 9r(o; 7,4) + rt hal 
einfihren. Dann laBt sich das letzte Ergebnis auch in der Form schreiben 
N (a’', B's, 4 1 Ty ' , 

(11) aa = 5, (v'(B's v.46) — y'(a’s 7,4) + 8 (a, f; 7,9), 
wobei fiir das neue Restglied s(a’, 6’; y,6) die Abschitzung 


— 5 SF -#) S 8,85 7,8) SO 
besteht. 
Nun ist die Funktion y(o; y,6) nach ihrer Definition jedenfalls fiir 
1 <o< 8, stetig. Ferner ist sie in der Umgebung der Stellen a’ 
und f’ stetig differenzierbar und geniigt wegen der letzten Ungleichung 


der Bedingune 
v (#578) S v (Bs 7,4) 


Hieraus folgt aber, da fiir « und f#’ nur endlich viele Werte im Inter- 
vall a, <0 < #, ausgeschlossen sind, daB w(c; y, 5) eine konvexe Funktion 
von o sein muB. 
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Hiernach ist der Beweis des Satzes II in wenigen Worten vollendet, 
Nach dem Satze I gilt nimlich gleichmaBig in «, < o < f, die Relation 


g(c) = lim yo; y, 4). 
(d@—y)-> 


Die Funktion g;(c) ist also jedenfalls konvex. Wahlen wir nun «’ und # 
nach der obigen Bedingung 3, so ist nicht nur die Funktion g,(o), 
sondern auch die Funktion w(c; y,5) fiir beliebige Werte y und 6 in 
den Punkten «’ und f differenzierbar. Also gilt, wie unmittelbar zu 
beweisen*’), 
er (av) = lim yw (a’;y,6) und (6) = lim y'(f’; y,6). 
W—n> 2 @—y)>~ 
Da ferner nach der obigen Abschitzung 
lim s(a’,f’; y,d) = 0 
(—y)—> 

ist, folgt aus (11) sowohl die Existenz der Hiaufigkeit H (a’,f’) als auch 
die Giiltigkeit der Jensenschen Formel. 


§ 6. 
Satz B. Nullstellenfreie Streifen einer fastperiodischen Funktion. 

Mit Hilfe der Jensenschen Funktion g,(c) einer in [a, 8] fastperiodi- 
schen Funktion /(s) lassen sich sofort die eventuellen vertikalen Teil- 
streifen (« =) a,< o < £,(< 8) des Streifens « < o < f# angeben, worin 
f(s) von Null verschieden ist, Es gilt namlich der folgende Satz. 

Satz III. Die in [a, 8) fastperiodische Funktion f(s) ist dann und 
nur dann im Streifen a, <o <8, von Null verschieden, wenn thre ent- 
sprechende Jensensche Funktion o,(c) im Intervalle a, <6 < B, linear ist. 


27) Allgemeiner gilt: Ist @(c) in einem Intervall «4,< o < £, um den Punkt o 
konvex, so gibt es zu jeder Zahl « > 0 ein 56= d6(e) > 0 so, daB fir jede in 
a, < o < f, konvexe Funktion y(c), fiir welche in dem betrachteten Intervall die 
Ungleichung | y(c) — ¢(c)| < 6 gilt, im Punkte o, die Ungleichungen 

¢ (G9—0) — & < y'(o9—9) S y'(09 + 9) < o' (+0) +e 

stattfinden. Zum Beweis geniigt es zunichst, eine Zahl » > 0 kleiner als die 
beiden Differenzen o,— a, und f,— 0, 80 zu wahlen, daB 
< @ (oo) —2e=n, Eis + = @ (a) < 9’ (oo + 0) + : 
Wahit man dann 6 = en/4, so ergeben sich fir jede Funktion y(c), fir welche im 
Intervalle «,< o < 8, die Ungleichung | y(c)— g(c)| < 6 gilt, die beiden Un- 
gleichungen 

y' (¢,—9)—e< 





¢' (%—0)— 5 





¥ (49) (=, ¥ (e+ oR vO) — or (q, +0) +0. 
Hieraus folgen aber, wenn y(c) konvex ist, die gewiinschten Ungleichungen. 
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Beweis. DaB g;(c) ina,<o < , linear ist, wenn f(s) ina,<o < B, 
keine Nullstellen besitzt, ist nach Satz II klar. Es gilt zu zeigen, daB 
auch umgekehrt, wenn g;(¢) in a, < o < #, linear ist, die Funktion /(s) 
in a, <¢ < f, von Null verschieden ist. Nach Satz II geniigt es, hierzu 
folgendes zu beweisen: Besitzt die in [a, 8] fastperiodische Funktion / (s) 
in a, <o < f, eine Nullstelle s, = o,-+-it,, so gilt, sobald «,< a’ << a, 
<p’ < B,, die Ungleichung 


N (2', B's 7, 6) ~ 


lim | er > 0, 


-—y)>o 
d.h. es liegen die Ordinaten aller in «’ << o < f gelegenen Nullstellen 
von {(s) relativ dicht. Dies folgert man nun leicht durch Anwendung 
des Rouchéschen Satzes. Wir wiahlen eine positive Zahl r kleiner als die 
beiden Differenzen o, — «’ und f’ —,, so daB auf dem Kreis |s — s,| = r 
keine Nullstelle von f(s) liegt; es bezeichne m > 0 die untere Grenze 
von |/(s)| auf diesem Kreis; wird dann eine positive Zahl e < m beliebig 
gewahlt, so gibt es nach dem Rouchéschen Satz, fiir jede zu diesem ¢ 
und zum Streifen «’ << o < f’ gehérige Verschiebungszah] +t = r(e) der 
Funktion f(s), im Kreise |s —(s,+%17)|< r wenigstens eine Nullstelle 
von /(s). Da nun die Verschiebungszahlen r(e) relativ dicht verteilt sind, 
gilt dasselbe von den Ordinaten der in a’ < o < f gelegenen Nullstellen 
von f(s). 
Zu dem bewiesenen Satz soll jetzt der folgende zugefiigt werden, der 
mit Satz III zusammen den Satz B des §2 ausmacht. 


Satz IV. Ist die in [a, 8] fastperiodische Funktion f(s) in a,< 0 < B, 
von Null verschieden und ist g;(c) = x+ Ac, so ist f(s) eindeutig in 
der Form 


(12) f(s) = gertset+o@ 


darstellbar, wobei |e| = 1 ist, wnd g(s) eine in [a,, B,] fastperiodische 
Funktion ohne konstantes Glied in der Dirichletentwicklung bedeutet. Ferner 
enthilt der Modul M, der Dirichletexponenten von f(s) sowohl die Zahl A 
als auch den Modul M, der Dirichletexponenten von g (8). 


Beweis. Fiir den ersten Teil des Satzes geniigt es, zu beweisen, 
daB f(s) tiberhaupt im Streifen «,< o < f#, in der Form 


(13) f(s) = eerterto@ 


darstellbar ist, wobei 6 und c reelle Konstanten bedeuten, wiahrend « 
und g(s) dieselbe Bedeutung haben wie in der Formulierung des Satzes. 
Bezeichnen wir namlich mit log /(s) einen bestimmten Zweig des Loga- 
rithmus von f(s), so ist offenbar log/(s) in «,< o < f, regular, und die 
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Existenz einer Darstellung der Form (13) ist mit der Existenz einer 
Darstellung 


(14) log /(s) = es + A(s) 


gleichbedeutend, wobei ¢ eine reelle Konstante bedeutet, wahrend h(s) 
in [%,, 8,] fastperiodisch ist. Da die Darstellung (14) jedenfalls eindeutig 
ist, gilt also dasselbe von (13). Da® die Darstellung (13) von der 
Form (12) sein muB. ergibt sich aus der Berechnung von g,(o); aus (13) 
folgt namlich 

log | f(s) | b+ca+NRq(s) 


und also fiir «,< ¢ < 8B, 
41 (9) b—ca+ RM! \g(o + it)} b+ca. 


so daB b x und ¢c = A sein muB. Es geniigt also, um den ersten 
Teil des Satzes zu beweisen, die Existenz einer Darstellung (14) zu zeigen; 
ist dieses getan, geniigt es, um den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, 
zu zeigen, daB der Modul M, der Dirichletexponenten von /(s) sowohl 
die Zahl ¢ als auch den Modul M, der Dirichletexponenten von A(s) 
enthalt. 


Um den Satz in dieser Form zu beweisen, ziehen wir den folgenden 
ganz analogen Satz von H. Bohr iiber fastperiodische Funktionen einer 
reellen Variablen heran*’). 


Es sei F (¢), oo <t< o, eine fastperiodische Funktion. fiir welche 
die untere Grenze des absoiuten Betrages | F (t)| = o(t) positiv ist. Schreibt 
man F(t) = o(t) e'?, wobei das Argument (ft) stetig gewahlt wird, so 
ist g(t) (offenbar) fastperiodisch und das Argument g(t) laBt sich in der 
Gestalt 

p(t) = cl + p(t) 
darstellen, wobei ¢ eine reelle Konstante ist und y(t) fastperiodisch ist. 
Ferner enthilt der Modul M,y der Fourierexponenten von F(t) sowohl 
die Zahl ¢ als auch die beiden Modulen M, und M., der Fourierexponenten 
von p(t) und y(f). 

Fiir unsere Zwecke ist die folgende (nur unwesentlich verschiedene) 
Fassung des Satzes bequemer. 

Wahlit man log F(t) stetig, so ist 


log F(t) = ict + H(t), 

28) H. Bohr [9]. Ein Teil des Satzes findet sich in H. Bohr [8]. Ich hatte 
urspriinglich den Beweis des Satzes IV in Analogie zu dem Beweis des zitierten 
Satzes gefiihrt; die Durchfihrung des obigen Beweises mit Hilje des zitierten Satzes 
verdanke ich einer miindlichen Mitteilung von H. Bohr. 





wol 


Da 


ber 


\/( 
Be 
We 
Fu 


ein 


wo 
Fu 
sic 


sic 


wil 








Nullstellen fastperiodischer Funktionen. 509 


wobei c eine reelle Konstante bedeutet, wihrend H(t) fastperiodisch ist. 
Dabei enthalt der Modul M, sowohl die Zahl c als auch den Modul My, 
der Fourierexponenten von H (t). 
Daf wir diesen Satz auf den vorliegenden Fall anwenden kénnen, 
beruht nun auf einem einfachen Corollar des Hilfssatzes 3: Ist a, < a, 
B, < B,, so gilt in dem Streifen «, =< o = #, fiir /(s) eine Abschitzung 
|{(s)| = m, wobei m eine positive Konstante bedeutet*’). Aus dieser 
Bemerkung ziehen wir zwei wichtige Folgerungen: 1. Ist o, ein beliebiger 
Wert im Intervall «,< o,< f,, so Jat sich der zitierte Satz auf die 
Funktion F(t) = f(a, 4+ tt) anwenden; es ergibt sich somit fiir log f (o,+ it) 
eine Darstellung 


log/(o, + it) = iet+ H(t), 


wobei c eine reelle Konstante ist, und H(t) fastperiodisch ist. 2. Die 
Funktion log /(s) ist in [«,, 8,] gleichmaBig stetig. Das letzte ergibt 
sich, indem man die gleichmaBige Stetigkeit von f(s) in [«,, 8,] beriick- 
sichtigt. 

Fiir ein beliebig gewahltes o, des Intervalles a, < o,< 8, definieren 
wir jetzt mit dem gefundenen Wert von c eine im Streifen «,< o < f, 
reguiire Funktion A(s), indem wir die Funktion log/(s) in der Form 


(15) log f(s) = es + h(s) 

darstellen. Wir wollen beweisen, daB hiermit eine Darstellung von log f(s) 
der Form (14) gefunden ist, da also die durch (15) definierte Funktion A (s) 
in [x,, 8,] fastperiodisch wird. 

Nach dem obigen besitzt nimlich die Funktion h(s) jedenfalls die 
folgenden beiden Figenschaften: 1. Sie ist auf der Geraden o = a, fast- 
periodisch, d.h. es ist h(o,-+ it) (= —co,-+ H(t)) eine fastperiodische 
Funktion von ¢. 2. Sie ist in [a,, 8,] gleichmaBig stetig. Das letzte 
ergibt sich unmittelbar daraus, daB sowohl log/(s) als es in [a,, A] 
gleichmaBig stetig sind. — Nun folgt aus 1. speziell, daB A(s) auf der 
Geraden o = oa, beschrinkt ist; wegen 2. ist also h(s) in [«,, 8,] beschrankt. 
Aus dieser Eigenschaft in Verbindung mit der Fastperiodizitiit von h (s) 
auf der Geraden o = a, folgt aber die Fastperiodizitét in [«,, 8,). 

Hiermit ist der erste Teil des Satzes bewiesen. Der zweite Teil 
ergibt sich nun unmittelbar aus dem entsprechenden Teil des zitierten 
Satzes, indem man bemerkt, daf die Dirichletexponenten von f(s) und h(s) 
genau die Fourierexponenten von f(o,-+-1t) = F(t) und h(o,+ it) 
= — co,+ H(t) sind. 


0 


29) Man wahle r > 0 beliebig; dann laBt sich das m von Hilfssatz 3 verwenden. 
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§ 7. 
Konstruktion einiger Beispiele. 
Zur Beleuchtung des Satzes A seien noch zwei Beispiele von grenz- 
periodischen Funktionen mit unregelmaBiger Nullstellenverteilung angefiihrt. 
Beispiel 1. Es gibt eine grenzperiodische Funktion /(s), fiir welche 
fiir gewisse Werte a’ und f’ der Grenzwert 
lim N(e'Bin 6) 
@—y)—+> ~ —— 
nicht existiert, fiir welche also fiir gewisse Werte «’ und f’ 
(16) lim xe. B's 1 9) <- in N (a’, B's, 4) 
G—/—> es @—y)—> x é—y 
Beispiel 2. Es gibt eine grenzperiodische Funktion f(s), fiir welche 
fiir einen gewissen Wert von o, die GréBe 


(17) sx (97 (0, +0) — o7(0,—0)) 


positiv ist, ohne daB auf der Geraden o =o, eine einzige Nullstelle 
von /(s) vorhanden ist. 

Es sei p eine positive Zahl. Alle Funktionen, die wir im folgenden 
betrachten, sind ganze transzendente Funktionen, welche auf jeder hori- 
zontalen Geraden t= kp, k = ..., —2,—1,0,1,2,... eine und nur 
eine Nullstelle besitzen. Die Nullstellenverteilung einer solchen Funktion /(s) 
wird also gegeben, indem man fiir jeden Wert von k die Abszisse a, (k) 
der auf der Geraden ¢ = kp liegenden Nullstelle von f(s) angibt. Wir 
betrachten im folgenden nur solche Funktionen /(s), fiir welche diese Ver- 
teilungsfunktion der Ungleichung 0 < o,(k) <1 geniigt, Diese Funk- 
tionen f(s) bilden die Klasse K. 

Ein Beispiel einer Funktion der Klasse K ist die periodische 
Funktion 


+ 
f,(s) =e? | 
der Periode ip, fiir welche o,, (k) = 0 fiir alle k. Die iibrigen Funktionen, 
die wir betrachten, entstehen alle aus /,(s) dadurch, daB man einige oder 
alle Nullstellen héchstens um 1 nach rechts verschiebt. Ist /, (s), /, (8), .--, 
/, (8), ... eime Folge von Funktionen der Klasse K, die in jeder beschrinkten 
Teilmenge der Ebene gleichmaBig gegen eine Grenzfunktion /(s) konvergiert, 
so ist diese Funktion, sofern sie nicht identisch verschwindet, wieder eine 
Funktion der Klasse K, und ihre Nullstellenverteilung wird durch 
o,(k) = lim oy, (k) bestimmt. Im folgenden werden wir die Funkti- 


onen /,(s) als periodische Funktionen mit verschiedenen Perioden wihlen, 
die jedoch alle ungerade Vielfache von ip sind; ferner werden wir es 90 





ei 


St 


Ww 


a 2 wH 


S 








Nullstellen fastperiodischer Funktionen. 511 


einrichten, daB die Folge /,(s), /,(s),...,fn(s),... im jedem vertikalen 
Streifen von endlicher Breite gleichmaBig gegen eine nicht identisch ver- 
schwindende Funktion f(s) konvergiert; dann wird f(s) eine in [—o, co] 
grenzperiodische Funktion mit der Grenzperiode ip. 

Die Konstruktionen beruhen auf der folgenden Bemerkung. Es 
sei g(s) eine periodische Funktion der Klasse K mit der Periodeig = iM p, 
wobei M eine positive, ganze, ungerade Zahl bedeutet. Dann ist die zu- 
gehérige Funktion o,(k) periodisch mit der Periode M und bg also 


beliebige Werte von k bekannt, wenn sie im Periodenintervall — = +< k<= = 
gegeben ist. Wir nehmen an, da8 o,(k) <1 ist fiir alle k. Wind dann 
eine beliebige Auswahl der Zahlen k in —2<k<% getroffen und 


werden ferner drei positive Zahlen 6,e und L beliebig gewahlt, so gibt 
es sicher eine neue periodische Funktion h(s) der Klasse K mit derselben 
Periode ig = i Mp, fiir welche o,(k) = o,(k) fiir alle Werte von k im 
Intervall —~F<k<F auBer fiir die ausgewahlten Werte, fiir welche 
o,(k) < o,(k) <<. o,(k) +4 ist, und welche auBerdem im Streifen 
—L<o<L der Ungleichung |h(s) —g(s)| < ¢ geniigt. 

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir nun zur Konstruktion der ge- 
wiinschten Beispiele iiber. 

Beispiel1l. Es gibt eine in [— ©, ©] grenzperiddische Funktion /(s) 
mit der folgenden Eigenschaft: Bezeichnet man mit N (7) die Anzahl der 
Nullstellen von f(s) in dem Rechteck 0<o0< 2, —T<t<T, 80 
strebt fiir T+ o die GréBe Se keinem bestimmten Grenzwert zu, 
d. h. es ist 


(18) in Set << i Se. 


Hierin ist speziell enthalten, da fiir diese Funktion f(s) fiir «’ = 0 und 
B’ = 2 die Ungleichung (16) erfiillt ist. 
Konstruktion™). Es seien 6,, 5,,..., €,,&,-.. und L,, Z,,... drei 
Folgen von positiven Zahlen, so daB 
So=1, Fe=1 und lim L, =o. 
n=1 n=l n-—> © 


Ferner sei eine Folge (4 <) m, << m, <... von positiven, ganzen, ungeraden 
Zahlen gegeben, fiir welche 


ol= 


zi< 


30) Vgl. die ganz ahnliche Konstruktion in H. Bohr [7]. 
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ist. Wir setzen zur Abkiirzung 

P= ™P= M,P, Py = MP, = m,m,p = M,p,... 
und allgemein 

Pn = M, Pp—1 = M,m,...m,p = M, p. 

Dann sind also die Zahlen M,, M,, ... positive, ungerade Zahlen. Aus- 
gehend von der obigen Funktion /,(s) der Klasse K konstruieren wir 
nunmehr eine Folge von Funktionen /,(s), /,(s),... der Klasse K in der 
folgenden Weise. 

Erster Schritt. Die Funktion /,(s) ist periodisch mit der Periode i p, 
also um so mehr mit der Periode ip, = im, p = iM, p; ferner ist a,, (k) =0 
fiir alle k. Wir wiahlen /,(s) als eime periodische Funktion mit dieser 
Periode ip,, so daB a,, (k) = a,, (k) (also o,, (k) = 0) fiir alle Werte vonk 
im Periodenintervall —~1<k<*, auBer fiir den einen Wert k = 1, 
fiir welchen a, (k) < a, (k) < o,, (k) + 4, (also 0 < a;, (k) < 6,) ist, und 
so, daB im Streifen — L, << o < L, die Ungleichung |/,(s) — /,(s)| < «, 
stattfindet. 

Zweiter Schritt. Die Funktion /,(s) ist periodisch mit der Peri- 
ode tp,, also um so mehr mit der Periode ip, = im, p, = iM, p; ferner 
ist (wegen 6, << 1) o,,(k) <1 fiir alle &. Wir wahblen /,(s) als eine 
periodische Funktion mit dieser Periode ip,, so daB a,, (k) = ay, (k) fiir 
alle Werte von k im Periodenintervall — “2 << Ms auBer fiir die M, 


2 2 
Werte k, die im Interval] at <k< : —t liegen, fiir welche o,, (k) < ay, (k) 





< ay, (k) + 4, ist, und so, da8 im Streifen — L, <0 < L, die Ungleichung 
\f,(s) — f, (8)| < e, stattfindet. 


n-ter Schritt. Nach (mn —1) Schritten sind wir auf diese Weise zu 
einer Funktion /,—,(s) gekommen, welche periodisch ist mit der Periode 
t Pn — 1, also um so mehr mit der Periode ip, = im, p, , = tM, p, und fiir 
welche (wegen 6, + 6,+...+46,~-1 <1) of, _ , (k) <1 fiir alle &. Wir 
wihlen dann /,,(s) als eine periodische Funktion der Periode ip,, so dab 


M M 

o;, (k) = a7, _, (hk) fiir alle Werte k im Periodenintervall — > <k<s 
2s . . . M,, —1 3 M,, —1 

auBer fiir die M,—, Werte k, die im Intervall 3 <3<—3 
liegen, fiir welche a, | (k) <7, (k) oy, (k) +4, ist, und so, daB im 


Streifen — L, << o < L, die Ungleichung |/, (s) — /, — , (s) | <e, stattfindet. 
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Grenziibergang. Aus unseren Voraussetzungen folgt unmittelbar, 
daB die Folge /,(s), /,(s), ..-, f,(s),... im jedem vertikalen Streifen von 
endlicher Breite gleichmaBig gegen eine Grenzfunktion /(s) konvergiert, a 
also in [— ©, ©] grenzperiodisch wird; da die obere Grenze von |/,(s 
auf der imaginiren Achse gleich 2 ist und dortselbst |/(s) — /,(s)| < ; 
ist, kann f(s) nicht identisch verschwinden; also gehért f(s) zur ah. K. 
Aus der Konstruktion geht hervor, daB 0 < a,, (k) = o,,(k) = ...<1 
ist. Die Nullstellenverteilung von f(s) wird durch o,(k) = lim ay, (k) 
bestimmt. Wir wollen nun zeigen, daB die Funktion f(s) der Bedin- 
gung (18) geniigt. 

Hierzu bemerken wir zunichst: wenn T = Mp ist, so ist die 
Anzahl N(T) der Nullstellen von f(s) im Rechteck 0 < o < 2, 


—<t< T gleich der Anzahl der Werte k im Intervall — <i <F. 
fiir welche o,(k) > 0; ferner bemerken wir, dal fiir jeden Wert von n nach 


™ . ° M,, M,, 
unserer Konstruktion a, (k) = o, (k) ist im Intervall — z <k <3: 


Der Beweis geschieht nun durch einfache Abschitzung der GréBe 


N(T : ‘ 

nce erst nach oben, indem wir 7 die Werte m, A... durchlaufen 
. , , is 3 3 p, 

lassen, danu nach unten, indem wir JZ die Werte Pr st, ... durch- 


laufen lassen. Fiir T = ~ = = ist die Anzahl N(T) gleich der An- 
zahl der Werte k im Intervall — m, <k<- = fiir welche o,(k) > 0 ist. 
In diesem Intervall gibt es genau = Werte k, fiir welche o,, (k) > 0 ist, 
und ferner, sobald »< n ist, genau = Werte k, fiir welche ay, (k) 


> o;,_ ,(k) ist. Da in dem betrachteten Intervall o,(k) = oy (k) ist, 


’ 


gilt also die Ungleichung 


(Pn ae sae 
y (22) “ n(*3 *) <M, (= + ate te) 
Aus dieser Abschitzung nach oben folgt sofort, daB 
1 
lim 3 <= 
T m5 si di ae P 
, 3p, 3M,p 
ist. Fir T= -—" = — - ist die Anzahl N (7) gleich der Anzahl der 


nae 3M 
Werte k im Intervall -—" <ck < > fiir welche o,(k) > 0 ist. In 
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diésem Interval! gibt es genau M, Werte k, fiir welche 7, , (k) > ay, (k) 
ist. Da o,(k)>oy, , ,(k), erhalt man die Ungleichung 


3p, 3M, p 
ws) = 1(44)am 
Aus dieser Abschitzung nach unten folgt nun, daB 
fm “Os, 


ae 2T = 
ist, womit die Richtigkeit der Ungleichung 7 bewiesen iat 
Beispiel 2. Es gibt eine in [— o, oo] grenzperiodische Funktion / (s), 
welche auf der Geraden o = 0 von Null verschieden ist, und fiir welche 
doch die folgende Bedingung erfiillt ist: Bezeichnet man mit N,(7) fir 
e > 0 die Anzahl der Nullstellen von f(s) im Rechteck —e<a< ez, 
—T<t<T und wird 











l(e)= 1 =~ 
(*) Ps gl 2T 
gesetzt, so ist 
(19) lim I(e) > 0. 


e—>od 
Hierin ist speziell enthalten, daB fiir diese Funktion f(s) fiir o, = 0 die 
Ungleichung (17) erfillt ist. 


Konstruktion. Es seien 4,,¢,, L,, m™,, p, und M, die im ersten 
Beispiel benutzten Zahlen. Wir gehen wieder von der Funktion /,(s) der 
Klasse K aus, und konstruieren eine Folge von Funktionen /, (s), /,(s), ... 
der Klasse K in der folgenden Weise. 


Erster Schritt. Wértlich wie oben, man lese nur ,,den einen 
Wert k = 0“ statt ,,den einen Wert k = 1“. 


Zweiter Schritt. Wértlich wie oben, man lese nur ,,auBer fir 


die M, Werte k, die im Intervall — a <k< y liegen“ statt ,,auBer 
fir die M, Werte k, die im Interval] 4 L<k <3 M; liegen“. 


n-ter Schritt. Wértlich wie oben, man lese yg ,auBer fiir die 


M 
M,—, Werte k, die im Intervall — —>— <k<~ — liegen“ statt 
3M 


n—1l 


2 





,auBer fiir die M,_, Werte k, die im Intervall a <k< 
liegen“. 


Grenziibergang. Genau wie oben ergibt sich, daB die Folge 
f, (8), f5(8), ---» fa (8), -.- gegen eine nicht identisch verschwindende grenz- 
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periodische Funktion f(s) konvergiert. Ferner ist auch in diesem Fall 
0s 9, (k) So, (k) S-.. <1 und o,(k) = lim oy (k). Hieraus folgt 


zunichst, daB die Funktion /(s) auf der Geraden o = 0 von Null ver- 

schieden ist, denn fiir jeden Wert von n ist o,, ,  (k) > 0 fiir alle Werte 
M M 

von k im Intervall — — <keos und es ist lim M, = ow. Wir 


n—> © 


wollen nun zeigen, da8 die Funktion /(s) trotzdem der Bedingung (19) 
geniigt. 

Es sei also ein e > 0 beliebig gegeben; wir wahlen ein zugehériges n 
so groB, daB 


5 3<e 
voon+1 
ist; dann ist —— a7 (k) < oy, (k) + ¢ fiir alle k. Wir benutzen nun, 
daB, wenn 7 = — ist, dann die Anzahl N,(7) der Nullstellen von f(s) 
im Rechteck — ¢ “< o¢<e, —7T<t<T gleich der Anzahl der Werte k 
im Intervall — = 7< k <F ist, fiir welche o,(k) < « ist, also wenigstens 


gleich der Anzahl alii Werte k in diesem Intervall, fiir welche 
o,,(k) = 0 ist. Es werde nun insbesondere als M ein ganzzahliges 


Multiplum der Periode M, der Funktion o, (k) gewahit. Dann gibt es 

im Intervall — = <k <¥ genau = Werte k, fiir welche a;, (k) > 0 
1 

ist, und ferner, sobald »< n ist, genau = Werte k, fiir welche 

o,,(k) > oy, _, (k) ist. Fiir die iibrigbleibenden Werte k muB also o;,(k) = 0 

sein. Es ergibt sich also die Ungleichung 


N.(T) =. (7?) = M(1-(S + +---+—))> FS 


™, 





Aus dieser Ungleichung folgt nun sofort, daB fiir jeden Wert von ¢ 
ie) = fim FRSS 
T—- © 


sein mu8, womit die Richtigkeit der Relation (19) nachgewiesen ist. 
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Sur les suites de polynémes bornées presque partout 
sur la frontiére d’un domaine. 


Von 


F. Leja in Warschau. 


1. Soit 
(1) P,(z) = a + aMz+ ...4+ a2, n=0,1,2,... 


une suite de polynémes quelconques mais tels que le degré du n-iéme 
d’eux ne dépasse pas l’indice n, et soit D un domaine quelconque mais 
borné du plan. 

Je dirai que le facteur de convergence de la suite (1) dans le domaine 
D est égal au nombre A si A est la borne supérieure de tous les nombres 
1 > 0 pour lesquels la suite 
(2) P,,(z)- PB, «0 = 0,1, 2,... 
est uniformément convergente dans le domaine D'). 

J’ai démontré ailleurs*) que, si D se réduit & un cercle |z—a|< r 
et si la suite (1) est bornée presque partout sur la frontiére de ce cercle, 
le facteur de convergence A de cette suite dans le domaine 





z—a\|<r 
est au moins égal a l’unité. Le but de ce travail est de généraliser ce 
résultat comme il suit: 

Théoréme 1. Si la suite (1) est bornée presque partout sur la fron- 
tigre dun domaine borné quelconque D, le facteur de convergence de cette 
suite dans le domaine D est au moins égal a lVunité*). 

L’expression »presque partout sur la frontiére d’un domaine« exige 
une explication. Je dirai qu’un ensemble £ est situé presque partout sur 
un continu plan C s'il remplit la condition suivante: 


1) Le facteur A peut naturellement étre positif, nul ou infini. On peut facile- 
7 


J 


ment prouver que 4 = - ot lon a posé M, = max|P, (z)| dans D. 
lim sup | M, 
*) Math. Annalen 107 (1932), p. 68—82. 
’) En d’autres termes, la suite P,(z)-(l —e)",n = 0, 1, ..., converge uni- 
formément dans D quelque petit que soit « > 0. 
Mathematische Annalen. 108. 34 
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Pour tout point P de C il existe un autre point P’ situé sur C et 
tel que les circonférences de centre P passant par les points de EF et 
rencontrant le segment PP’ coupent ce segment partout A un ensemble 
de mesure nulle prés. 

2. Dans la démonstration du théortme précédent j’aurai 4 m’appuyer 
sur les lemmes suivants. 


Lemme 1. Si lon pose pour j = 0,1,...,m 
(3) d; = |(z; — 2%) ... (4; — 2-1) (4; — 241)... (az; — 2,)], 
ou 
}2 2 n? 
(4) ma = 0, ho ty = GF? °° t= = 
on a les inégalités 
d; > 4d, pour 37 = 0, 1,....” 
En effet, d’aprés (3) et (4) on a 
1)3 
d, = 2, Zy ... Zn = oy 
_ 


q. — 2@—") --- P-G—VIG 419-7)... 7) 














J n?” ° 
donc 
_ 1 (wn—})!(n+3)! =a 
d; — 9 _ n?” J _— 0, 1, » n, 
et, par suite, 
4) 1 =H tit _ 1 (mt). tS 1, 
d, 2 n! nio06°--—Cl Do (mn +1 —j)... n 2 


Lemme 2. Etant donnée une fonction positive M, de x définie 
presque partout*) dans Vintervalle J = ¢(0,d), o& d> 0, il eziste, pour 
tout e > 0, un ensemble E des points x de J et un nombre M > 0 td 
qu'on a 1°M, <M pour tout x appartenant 4 E, 2° mes EF > d — re ou 
E = E+ les points limites de E. 

En effet, désignons par Z, l'ensemble de tous ceux des points de J 
pour lesquels M, <= ». On aura évidemment 

BS, C va: pour » = 1,3... 
et, la fonction M, étant définie presque partout dans J, 
lim FZ, = J, lim mes EF, = d. 


Ii en suit que, e > 0 étant donné, il existe un indice p tel qu’on ait 
F 


mes E, > d — 7 


*) Cest-a-dire partout 4 un ensemble de mesure nulle prés. 
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Or, ’ensemble E = EF, et le nombre M = p remplissent évidemment les 
conditions demandées. 

Lemme 3. Etant donné un ensemble E des points de Vintervalle 
J = «0,d) remplissant la condition: mes E>d- - on peut trouver, 


pour tout nombre naturel n, une suite de n+ 1 points z,, Z,, ..., Ly Op- 
partenant a E et remplissant les conditions suivantes: 


pP9SmR<KAK-- SHS 


3 58 
| 2; -%3 > I 


(5 
) _ -(d — e) pour? >k=0,1,...,n. 





En effet, considérons n+ 1 nombres positifs m, 7, ..-, Mn, quel- 
conques mais satisfaisant a |’inégalité 
’*% 
(6) Nott --- +m, < re 
et soit y, la borne inférieure des nombres de l'ensemble Z. Si y, ap- 
partient & E posons z, = y, et, dans le cas contraire, désignons par z, 
un point quelconque de E appartenant 4 !’intervalle 


(7) Yo Ss Ly <= Yo + No- 
Il est clair que, si y, > 0, Vintervalle <0,y,) ne contient aucun 


point de # dans son intérieur. 
Désignons par E, la partie de E située a |’extérieur de |’intervalle 


‘ eer 12 
(8) (0, 2), ob z = 2 += (d — 2), 


et soit y, la borne inférieure de Z,. Si y, appartient & E posons 
z, = y, et, dans le cas contraire, désignons par z, un point quelconque 
de E situé dans l’intervalle 


(9) 4; s z, < ¥%+ Np ou Y; = Ty. 


Il est clair que, si y, > <2,, Jlintervalle (2, y,) ne contient aucun 


point de # dans son intérieur. 
Désignons par EZ, la partie de E située a |’extérieur de |’intervalle 


, : ; , a1 
(10) 0,2), ob %=2,+ 


(d —e). 





nt 
Je dis que, si nm > 2, ensemble EZ, n’est pas vide. En effet, il suit de 
l'identité 

Zp = Yo + (Z% — Y) + (2, — %) + (y, — %1) + (2, - ¥,) + (z, — 2,) 
et des formules (7)—(10) qu’on a 
92 42 


n? 





(d — e). 


34* 


. ’ 
2 SY m+ az d—2)+(y,— 2) + m+ 
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D’autre part, les intervalles (0, y,), (x, y,) étant dépourvus de points 
de E, il suit de l’hypothése 


mes E >d > que y,+(y, — zi)< =. 


Donec, comme », + 7, < z d’aprés (6), on a 
, é 23 é , 
age «to am - <— — = S 9 
Bs 5 = (d—e)<d 5 si n > ?, 
et cette inégalité prouve que certains des points de E se trouvent a 
l’extérieur de l’intervalle (0, z;), car mes EF > d — = 


Soit y, la borne inférieure de l'ensemble Z,. Si y, appartient a £ 
posons z, = y, et, dans le cas contraire, désignons par z, un point quel- 
conque de £ situé dans Tl intervalle <y,, y,+ 7). En continuant 
cette construction on obtiendra finalement n +1 points z,, Z,, ..., 2% 
satisfaisant aux inégalités (5). 

3. Je vais appliquer les lemmes précédents & la démonstration 
d’une proposition assez générale de laquelle résultera facilement le 
théoréme énoncé au début. 


Théoréme II. Si une suite de polynémes 


(11) P, (2) = a + aMz+ ... + a2, s = 0, I, ..., 
est bornée presque partout sur un continu quelconque C joignant deux points 
différents P et P’ il existe pour tout e >0, e <1, un voisinage V, du 
point P tel que la suite 

(12) P,, (z)-(1 — e)", ae=0,1,... 


est uniformément convergente dans V,. 
Démonstration. Supposons que la suite (11) soit bornée en 
tout point z d’un ensemble @ situé sur le continu C et posons 


d = la longueur du segment PP’. 
Le point variable M du segment PP’ sera désigné par son abscisse 
z, ot 

«x = la longueur du segment PM. 


Désignons encore par G, l'ensemble des points x du segment PP’ en 
lesquels ce segment est coupé par les circonférences de centre P passant 
par les points z de G. 

Par hypothése, |’ensemble G est situé presque partout sur le continu 
C, donc, par définition, l’ensemble G, est situé presque partout dans 
Vintervalle J = <0, d); en d’autres termes mes G, = d. 

Soit z un point queleonque de l’intervalle J appartenant a l'ensemble 
G, et soit M le point du segment PP’ tel qu’on ait PM = x. Faisons 
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correspondre a z le point (ou un des points) z, de G en lequel la cir- 
conférence de centre P et de rayon x coupe le continuC. La suite (11) 
étant bornée en z, il existe un nombre positif M, tel qu’on a 
(13) | P,,(z2)| << M, pour s = 0,1,.... 
De cette facon la fonction M, est définie presque partout dans |’inter- 
valle J = <0, d). 

Soit 7 >0O un nombre quelconque < d. D’aprés le lemme 2 il 
correspond & 7 un ensemble E CG, et un nombre M > 0 tel que, en 
vertu de (13), on a pour n= 0, 1,... 


(14) |P,(z2)| << M, pour tout z appartenant 4 £, 
et 

mes E > d — 7 
Fixons l’indice n et faisons-lui correspondre n-+ 1 points z,, Z,,..., Zp 


appartenant & l'ensemble EF et remplissant les conditions 


0< 2,<2,<..<2,5¢4 
3 Es 


} 
Lj — Ly = 2 


(15) 





(d — »), pour 7 > k = 0,1,...n, 
ce qui est possible d’aprés le lemme 3. Posons 
Se. 
j 
et désignons par A;(z) le polynéme de degré n 
(16) A; (z) = (2 — 2) ... (2 — 2-1) (2 — 241) --. (2 — 2m), 9 = 90, 1,..., 0, 


et par g;(z) le polynéme suivant: 


= 2; j= 0,1, ...,8 





(17) 9; (2) = rare j=0,1,...,%. 


On obtient, d’aprés la formule d’interpolation de Lagrange, 


n 


P,, (2) = z P, (z;)- y; (2) 


jo 
d’ot résulte, en vertu de (14), l’inégalité suivante: 
(18) | Pa(z)| << M- 2 | 9;(2)|. 
jzo 
Cela posé, désignons par V, le cercle de centre P et de rayon o > 0 
et soit a l’affixe du point P et z un point quelconque de V,. Je dis 
que, dans le cercle V,, on a les inégalités 


(19) Je—nls(G+e)@—, k=0,1,..,%, 
oi l'on a posé 
(20) a! e+n 


~ ps" 
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En effet, on a manifestement |a — z,| = 2,, donc 
|z—%| S|z—-a|+|a—z%| 50+ 2%, 
D’autre part, il suit de (15) qu’on a 


tm, —% > —~(d—-n) et Sd, 


donc 
ke 
% S7+>a(d—7), 


d’ot résulte (19). En appliquant les inégalités (19) & la formule (16) 
on obtient 


| 4;(2)| 
2 1? cE (j +1) n? 
< d= npet(2 + ot). (GED 4 os) (GEM 4 wt) (8 4 a) 
et, a fortiori, 
n 7) . ‘ 
(21) | A;(z)| < (d—n)- /] (= +.*), pour j= 0,1,...,1, 
k=0 
ces inégalités ayant lieu en tout point z du cercle V,. 
Comme, d’autre part, on a manifestement 
|z; — z,| > |x; — z,| (j, & = 0, 1,...a) 


il suit de (15) que 











C= 
\z;—2| >? —" (dn), pour j >k = 0,1.,...,n, 
donc, quel que soit j = 0,1,..., m, on a d’ aprés (16) 
af..f-F f—G—If §+1*— 7 nt — 7 
A; (z;)| = (d — ») fF = —" . = oon, 


d’ou résulte, d’aprés le lemme 1, |’inégalité 


5 l > ke : 
(22) |4;(z)|=> zd — gy I] qi pour j = 0, 
k=1 


_ 
= 


En appliquant les inégalités (21) et (22) & la formule (17) on 
obtient 


a 
n ; he 
les)| <2- [J] ~— pour. j = 0,1,...,0, 
k=1 ni 
d’ot résulte, d’aprés (18), qu’on a 
(23) P,(z)| <2(n+1)M- ie 
k=1 n 


pour tout point z dans le voisinage V, du point P et pour tout 
nombre entier n. 
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Désignons par J,,(«) l’expression suivante 





- [ae 
2 >".= 
ng — 
k=1 _ 


J,(«) =e 


et observons que, si m tend vers l’infini, la suite J,(«), n = 1, 2,..., 
tend vers la limite suivante 


(24) J,(a) + J (a) = ’ 
Mais, comme d’aprés (23) 


V| P,(z)| < ¥2(n + 1)M-J, (a), 





on obtient 
(25) lim sup | P,,(z)| < J (a), 


et il suit de ce qui précéde que cette inégalité a lieu uniformément dans 
le voisinage V,. 
Observons maintenant que, pour z > 0 et «a > 0, on a I’inégalité 


ms z+a 


0< hb = < 2n=— 
donc, en tenant compte des at 
{in =< dz = (rx+a)ln(x +a) —zlnz 
l In eT de os ho x 
a 
on obtient 


(l il. ats 
rr - 


< fm n= te de <2In 


d’ot résulte, d’aprés (24) et (25), que l’inégalité 


. 1+e]? 
(26) lim sup Y|Pa(@)] < jarst=" 


a lieu uniformément dans le voisinage V, du point P. 

Notre théoréme est une conséquence immédiate de cette derniére 
inégalité. En effet, lorsque 9+%7--—-0O le nombre a tend vers zéro 
d’aprés (20), et le second membre de (26) tend vers l’unité, donc, dans 
un voisinage suffisamment petit du point P, on a 


lim sup V | P,,(z)|< 1+ = 
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Il en suit que, dans ce voisinage, on a 


ViP.(2)| <1+e, pour n> NV, 
ot N = N(e) ne dépend pas de z, donc 
| P,(z)|-(1 —e)*» << (1 — *, pour n > VN, 


et, par suite, le théoréme II est établi. 

4, Le théoréme I enoncé au début est une conséquence immédiate 
du théoréme II. 

En effet, soit ¢ > 0 un nombre quelconque ne dépassant pas 1. 
Pour tout point ¢ de la frontiére du domaine D il existe, d’aprés le 
théoréme II, un cercle V,(¢) de centre ¢ tel que la suite 
(27) P,,(z)-(1 — e)", * = 0, 1,..., 
converge uniformément dans ce cercle. Or, la frontiére de D étant 
un ensemble borné et fermé, il existe, d’aprés un théoréme connu de 
M. E. Borel, une suite finie 

Vell), Vella), «+5 Vols) 
des cercles V,(¢) qui couvre entiérement la frontiére de D. Il en suit 
aussitét que la suite (27) converge uniformément sur la frontiére du 
domaine D et, par conséquent, en vertu d’un théoréme connu de Weier- 
strass, aussi 4 l’intérieur de D. 

Mais, le nombre e > 0 étant aussi petit qu’on veut, on en conclut 
que le facteur de convergence de la suite P,(z), n = 0,1,..., dans le 
domaine D est au moins égal 4 |’unité. 

Observons que l’hypothése du théoréme 1 ne peut pas étre affaiblie. 
Si la suite (1) n’est pas bornée sur un arc, de diamétre arbitrairement 
petit mais positif, situé sur la frontiére du domaine D, le facteur de 
convergence de cette suite dans D peut étre plus petit que |’unité. 


(Eingegangen am 27. 11. 1932.) 
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On the summability of Fourier series. III. 
Von 


Einar Hille in Princeton, N. J. und J. D. Tamarkin in Providence, R. I. (U.S. A.). 


I, Introduction. 


1. Problem and notation, In the present paper the authors continue 
their investigation of the summability problem for Fourier series and their 
associated series‘). 

We are concerned in the present paper with the application of Haus- 
dorff’s means to the summation of Fourier series and associated series. 
Let {z,} be an infinite sequence, convergent or not. We say that this 
sequence is limitable by a Hausdorff definition (Hausdorff [1]) of sum- 
mation [H, q(u)], if limy, exists as a finite number, where 


n 1 

(1. 01) Ya = 2 (i) Jw —up—*dq(o). 
Here the ‘‘mass function” g(u) is supposed to be of bounded variation 
in the closed interval (0,1) and continuous to the right at u = 0. Further, 
q(0) = 0, g(1) = 1. We refer for further details to §9 below. This is 
a regular, i. e., a limit preserving definition of summability. 

In addition to Fourier-Lebesgue series we shall be concerned with 
the conjugate (= allied) series, the derived series of a function of bounded 
variation, and with its conjugate series. These four classes will be de- 


noted by L, L, L’, and L’ respectively. The same letter will be used in 
referring to the class of sum functions as for the class of series. 

The following terminology and notation will be employed. f(z) 
denotes a function of class L, that is periodic with period 27 and inte- 
grable in the sense of Lebesgue over (—z, 2). Let 


(1. 02) Ha)~ZSte™*, fe =e | (teint. 


1) The first and second memoirs of this series are [5,] and [5,] of the Bibli- 
ography at the end of the present paper. The notation and the point of view are 
the same, but the present memoir can be read without knowledge of our earlier 
papers. 
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The conjugate series of the Fourier series of f(z) is 
(1. 03) —4 E sgn (n) fae, 


the corresponding sum function being 
(1. 04) i(z) =— 5 lim [e+ 9—fe —o)oot 5a, 
“ero 
which exists almost everywhere (Plessner [1]). If f(z) is of bounded 
variation, the series 


(1. 05) iF nf,en, 
(1. 06) z in| fae 


are members of the classes L’ and L’ respectively, the corresponding sum 
functions being / (2) and 


na 


(1.07) 7? (2) =— iz lim { [f(@+t)+ f(z —t)—2f(z)][sin 5] “ae 


respectively, which functions are defined almost everywhere (Plessner []]). 
Put 


(1. 08) f(a +t)+ f(2—)—2f(z) = 9d), 
t 

(1. 09) jf o(s)ds = 9, (0, 

(1. 10) J le(s)|ds = (0, 

(1. 11) t(e+t)—f(e—t) = yd), 
t 

(1. 12) j vis)ds = y,(, 
t 

(1. 13) flv(s)|ds = POO, 

(1. 14) f(a +t)—f(e—t)—2tf (x) = x(0), 
t 

(1. 15) fld.e(s)| = go, 
t 

(1. 16) fld.x(s)| = x0 (0). 


From [5,] we also take over the following definitions. 
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Definition 1.1. A point « in (—2,2) has with respect to a given 
function f{(t) L the property of being 
(I) (F)-regular if {(x) exists and g(t) = o(1), 
(Il) (L)-regular if f(x) exists and P(t) = o(t), 
(IIT) (F)-regular if f(x) exists and w(t) = 0(1), 
(IV) (L)-regular if f(x) exists and Y(t) = o(t), 
(V) (L’)-regular if f(x) exists and x, (t) = o(t), 
(VI) (L’)-regular if 7’ (x) exists and P, (t) = o(t). 
In each case “exists” is understood in the sense “exists as a finite 
value’”’. 
Definition 1.2. The set of points x which are (*)-regular with respect 
to a given function f(t) is denoted by E (#; f). 
Thus E£(L; f) is the set of all (L)-regular points, etc. In the follow- 
ing T denotes a class of series the terms of which are functions of a 
variable xz such that with each series there is associated a formal sum 
function F(x) defined for almost all values of z, and a point set Zp in 
which F(x) has a finite value and satisfies some condition of regularity. 
Definition 1.3. A definition of summability is said to be (I, E,)- 
effective, if it sums every series in I to the associated sum F (x) for every 
zin Ey. 
Definition 1.4. A definition of summability which is (I, E,)-effective 
is said to be 
1) (F)-effective if I=L, Ep ( 
2) (L)-effective if T= L, Ey = E( 
3) (F)-effective if I=L, Ep = E( 
( 


( ; he 
( 

( ~ 

(4 (L)-effective if T=L, Ep 

(5 

( 

(7 


7" 
;f), 


6 (L’)-effective {== UE , (L’; . /) 


Fourier-effective if it is aii in all these six senses, 


) 

) E 

) (L’)-effectwe if T= L', Ey = E(L'; 
) = E 

) 


We refer to our earlier papers for a discussion of the point of view 
underlying these definitions. 

In terms of the definitions above we can state that the object of 
the present paper is to determine necessary, or sufficient. or necessary 
and sufficient conditions on g(u) in order that [H,q(u)] shall be effec- 
tive in one or another of the seven senses given in the last definition. 


2. Summary of the results. The discussion of the effectiveness of the 
Hausdorff means occurs in Chapter III of the paper, the main results 
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being in §§ 14, 15 and 16. All our criteria involve conditions of inte- 
grability. These conditions are of two different kinds. Put 


1 


7 


(2.1) C(s) = (=) ? | (q(u) —u]cossu du, 
(2. 2) S(s) = (=)" | [q(u) —u]sinsu du, 
(2. 3) q, (uv) = f\dq(v)}, 

1 1—e* 
(2. 4) J (2) = 0) du + | WO — HO ay, 


Let 2 denote the class of functions integrable in the sense of Lebesgue 
over the interval (— o, o). With this notation agreed upon, we can 
formulate our conditions for (F)-effectiveness of [H, q(u)] as follows: 
(2.5) C(s)c2 
is a necessary condition. We do not know if this condition alone is 
also sufficient, but (2.5) together with 
(2. 6) lim J (e) < 

e—>0 
are sufficient '*). (2.6) is essentially an end-point condition, (2.5) a con- 
dition in the large. 

We cannot prove that these conditions are sufficient for (L)-effectiveness. 
We give necessary and sufficient conditions for (*)-effectiveness [Theorem 15. 1], 
but they are not easily applied. Theorem 15.2 contains sufficient con- 
ditions for (*)-effectiveness which are easy to apply, but probably un- 
necessarily restrictive. For (L)- and (L’)-effectiveness they become: (2, 6) 
shall hold and there shall exist a function €(s) monotone decreasing for 
s > 0 such that 
(2. 7) IC (s)| = €(s), C(s)c &@. 

If in these various results we replace C(s) by S(s) we obtain the 
corresponding conditions for the conjugate and conjugate derived series. 
We cannot prove, however, that the analogue of (2.5), viz., 

(2. 8) S(s)c &, 


is necessary. 


1a) [Added in proof.] We have recently succeeded in showing that condition 
(2. 5) is actually sufficient as well as ne.essary. The introduction of (2.6) is con- 


sequently superfluous. Th‘s is a special case of results appearing in the fourth 
memoir of the present series. 
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It is apparent from this brief account that the question whether 
the Fourier transform of a given function belongs to the class 2 is of 
fundamental importance for the effectiveness problem of Hausdorff trans- 
formations. This problem, which is analogous to the problem of ab- 
solute convergence for Fourier series, is studied on the basis of this anal- 
ogy in Chapter IJ. The main results are contained in §§5 to 8 and 
are interesting in themselves and largely new. On the basis of these 
results we are able to indicate a number of different methods of actu- 
ally constructing functions q(u) which give rise to (*)-effective definitions 
[H,q(u)]. This is done in §16. The criteria which we develop here 
are based on the integrability properties of moduli of continuity of 
various types. 

The results of Chapter II will be utilized also in a later memoir 
which the authors intend to devote to the applications of means based 
on “kernels of the closed cycle” to Fourier series. (For a preliminary 
account of the results see Hille [1]). These means lead to analogous 
conditions for effectiveness. 

The results of the present paper were obtained during the years 1928-1932. 
They have been presented by the authors to local mathematics clubs, to 
the American Mathematical Society [1,2], to the National Academy of 
Sciences in Washington [3], and to the International Congress of Mathe- 
maticians in Ziirich [6]. The relations of this paper to older investigations 
will be discussed as occasion arises in the paper. 


Il, Absolutely integrable Fourier transforms, 

3. Preliminaries. In this chapter we shall be concerned with 
Fourier transforms, and in particular, with transforms integrable over the 
interval (— oo, oc) in the sense of Lebesgue. For the general theory 
of Fourier transforms we refer to the papers of Plancherel [1], F. Riesz [1], 
Titchmarsh [1, 2], N. Wiener [1], and Berry [1, 2]. In the present para- 
graph we collect some of the main results of the theory which will be 
used in the sequel. 

In this chapter p designates a real number, 1 <= p = 2, and 
pP = p\p—1) if p>1. We shall say that g(u) c &, if g(u) is meas- 
urable in every finite interval, and 


cs) 


u)|Pdu 
exists, Put Sia ) 


(3.01) G (u; a’, a") = (2n)-"h fe-*g(s) ds, 


(3. 02) G (u; a) = G(u; a, a) = (2)-" [ e-t*9(s)ds. 
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If p = 1, then 
lim G(u;a’ a”) = lim G(u; a) = G(u) 
a’,a"’ +> o av 
exists and is a bounded continuous function of u, in fact uniformly con- 
tinuous over (— o, o). If, on the other hand, p > 1, then G (u; a’, a”) 
converges in the mean of order p’ to a function @(u), defined for almost 
all u, which c 2”. We shall write 


(3. 03) G(u) = 1Li.m. G(u; a) = L.i.m. G(u; a’, a”). 
p’ p’ 
Now form 
b 
(3. 04) g(u; b) = (22) ‘la [eG (s)ds 
—> 


If p= 1 nothing definite seems to be known about the convergence 
in the mean of g(u; 6) as 6 + ow, but if p >1 we have 
(3. 05) g(u) = Li.m. g(u; d). 

p 


We refer to G(u) as the Fourier transform of g(u) and write 
(3. 06) G(u) = T,{\u; g(s)} = T {g(u)} = T {9} 


where the letter s of course may be replaced by others. In case 
gq = g(s,t, ...) is a function of several variables we write 
T, (uw; g(s,t, ...)} = Lim. (22)—*2 fe ~tueg(s,t, ...)ds. 
p’ —a 
Conversely, for p > 1, 
(3.07) g(u) = T, {u; G(—s)} = T,{— u; G(s)}. 


Among the many important relations satisfied by Fourier transforms 
we note the following: 


(3. 08) T {a,9, +4,9,} = a, T {g,} + ,T (9,}, 

(3. 09) T, (u; g(—s)} anes T,{—u; 9(s)}, 

(3. 10) T, {u; g(s)} = T.(—; 9(s)}, 

(3. 11) T, \u; g(s—h)} = e—'™* T, {u; g(s)}, 

(3. 12) fg, (u) 7 (g,(u)}du = fg. (u) T (9, (u)} du, p>, 


where g(u), g,(u), and g,(u)c 2,; «,, a, and A are constants, A real. 
In particular, take p = 2 and g,(u) = g(u), g,(u) = T (g(u)}. Since 


(3. 13) T, {u; T, (8; 9(¢)}} = T,(—u; @(s)} = g(u) 
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it follows from (3.12) that 
(3.14) fig (u)Pdu = [| 7, {u; 9(s)) Pau (p = 2), 


which is the analogue of Parseval’s identity. Combining (3.11) and (3. 14) 
we get 


i) 


(3. 15) f lg (w +h)—g(u—h)Pdu = 4 fsin*hu| 7, (u; g (s)} Pdu. 


—2 


Formula (3.14) implies, and is implied by, the following formula 


(3. 16) 


8 8 


f(u)g(ujdu = fT, {u; f(s)} 7, (uw; g(s)} du. 
Taking /(u) = /,(u), g(u) = f, (2 — u) and using (3. 09), (3. 10) and (3.11), 
we get 


(3.17) ff, (u)f,(w@—u)du = fe-**7, {u; f, (s)} T, (us fy (8) ) du. 
If 1 < p< 2, formulas (3.14) and (3.15) cease to hold, and have 
to be replaced by the inequalities of Titchmarsh: 


oo 1/p’ - oo 1/ 
(3. 18) [aay [| 2, 1us 9(0)h du] “< [aay f |g(wrau| ; 
oo 1/p 
(3. 19) [(omy-% f [sink w 7, (uw; 9(s)) du] 


oo 1p 
<[(22)-" fig(u+m—g(u—Mpdu] 


In addition to these formulas we shall make frequent use, tacitly 
or explicitly, of the Fourier transform identity theorem of Berry [2, p. 231]: 

If g has a Fourier transform G in some 2,, 1 = oS ©, and if G 
has a Fourier transform © in somé 2,, 1 <o < @, then G(u) = g(— u) 
almost everywhere’), 

4. Absolutely integrable Fourier transforms and absolutely con- 
vergent Fourier series, For the applications of Fourier transforms in 
Chapter 3 it will be necessary to know when T {g(u)} c 2. This is the 
main problem of the present chapter. 

An examination of the literature indicates that this question has 
scarcely been studied on its own merits. Titchmarsh [2], however, has 


*) g(u) is said to belong to 2. if the upper measurable bound of |g(u)| is 
finite. That g has a Fourier transform G in 2,, means that the upper measurable 
bound of |G(s) —G(s; a)| tends to zero when a —> cc. 
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investigated for what values of gq, T {g(u)} c 2, when g(u)c 2, and 
also c Lip(«, p) (in the notation of Hardy-Littlewood [2]). As a parti- 
cular case we mention the following result proved by Titchmarsh and 
contained in our Theorem 6.1 below: 

Theorem (T.). If g(u) C2, and also c Lip(a, p), while0 <<a<1 
and ap > 1, then T (g(u)} c&. 

There exists a well known analogy between the theory of Fourier 
series and that of Fourier transforms. It is then a priori obvious that 
the problem of absolute integrability of TJ {g(u)} is analogous to the 
problem of absolute convergence of a Fourier series. Let us write 


’ 


(4. 1) fiz)~ J f, e"™* 
and inquire when 
(4. 2) > |fa| < @. 


A summary of the main results in this connection will be found suggestive 
for the Fourier transform problem. We recall the following results: 


Theorem (H.-L.). In order that X\f,| converge it is necessary and 
sufficient that f (x) may be represented in the form 


(4. 3) f(x) = (22) “% (Of (ae —tdt, 
where {,(x) and f,(x) C L, *). 

Theorem (A). The series X\},| converges if one of the following 
(sufficient) conditions is satisfied. 

(I) {(x) satisfies a Lipschitz condition of order «> 4 uniformly over 
(— 2x, 2) *). 

(II) f(x) c Lip (a, p), «ap = 1, p<.2 and also satisfies uniformly 
any ordinary Lipschitz condition *). 

(III) f(x) is continuous and of bounded variation over (—2,2), the 
modulus of continuity w(h) of {(x) being such that 


oa 


(4. 4) Voo(h) * < @ 5). 
0 
(IV) f(x) is of bounded variation over (—x,2) and also C Lip (a, p), 


ap> 1). 


5) Hardy-Littlewood [3, p. 253], who give credit for this result to M. Riesz. 

*) S. Bernstein [1]. Various extensions of this result are due to Szdsz, Titch- 
marsh and Hardy-Littlewood. Cf. loc. cit. 5). 

5) Implicitly in A. Zygmund [1]. 
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(V) {(z) ts absolutely continuous, and either f'(x)cL,, r > 1, or 


+ 
f(z) log |f (z)| c L °). 
(VI) f(x) ts of bounded variation over (—2x,2) and, in additon, 


(4.5) D> n-'Q,(42n-1) << @, 
n=1 
where 


Q,(h) = (2 2) —* { |d [f(t +h) —f(t—A)]| ?). 


(VII) f(z) and f(z) are simultaneously of bounded variation over 
(—2,2) *). 

It should be noted that while continuity of /(z) is a necessary con- 
dition for the absolute convergence of its Fourier series, absolute conti- 
nuity is neither necessary nor sufficient. 

We have been able to establish analogues for Fourier transforms of 
the results quoted above. In the present paper we shall be concerned 
with the analogues of (A, I—VI). The analogue of (A, VII) is by far the 
hardest to prove; since we are not using this result in the present 
paper, the proof of the analogue of (A, VII) will be published else- 
where. 

5. A necessary and sufficient condition. An analogue of Theorem 
(H.-L.) can be formulated as follows: 

Theorem 5.1. In order that \g(u)} c2 when g(u) cL, it is 
necessary and sufficient that 


(5.1) g(u) = (2x)-"» | 9,9. (u—edt, 


where g,(t) and g,(t) c &,. 


Proof. (1). Suppose that the conditions are satisfied. Then, by 
formula (3. 17), ' 


g(u) = (22)-"2 fg, (t) gy (u—t) dt = (22)-"2 | eG, (8)G,(s) dss, 


G, (8) am T. (8; 9, (t)}, G, (8) = T, (8; 9, (t)}. 





6) For r>1, Tonelli [1]; for r= 1, Zygmund [2]. Zygmund’s condition is 


“the best possible’ in a certain sense. We recall that log u = max {log u, 0} for 
u> 0. 
1) This result appears to be new. It was mentioned by Hille-Tamarkin 
(3, third note]. A complete proof of this result and of its various extensions is 
found in §7 below. 
*) Hardy-Littlewood [1]. 
Mathematische Annalen. 108. 35 
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Hence 

(5. 2) g(u) = T, {u; G, (s) G, (s)}, 
and by (3.07) and (3.06), 

(5. 3) G(s) = T, (8; 9(u)} = G,(—s)G,(— 8). 


This shows that G(s) c &. 


(2). Conversely, let g(u) c 2, and G(s) c 2. Then, for almost all 
values of u, 


(5. 4) g(u) = (22)-*2 j e@# G(s)\ds = (22)-"!2 j evs (VG (s)}* ds 
for a suitable interpretation of the square root. Since G(s) c 2 formula 
(3.17) applies and gives, by virtue of (3.07), 


(5.5) gu) = (22)-* f 7, {t; V@(s)} T, {u—t; V@(s)} de 


which is the required representation since 1, {t; VG (s)} c Q,. 

Remark 1. It will be shown in the Appendix that the condition 
on g,(u) and g,(u) to belong to 2, cannot be replaced by the assumption 
that g, c 2, and g,c 2, for some fixed p,1< p < 2, if we require 
that g(u) c 2. This is in analogy with the situation for Fourier series; 
indeed, M. Riesz [1] has proved that Parseval’s formula holds for such 
a function pair, but the series involved need not converge absolutely. 

Remark 2. It follows from (5.4) that if g(u) c 2, and G(s) c &, 
then g(u) is continuous; more precisely, since (5.4) need not hold every- 
where, g(u) is equivalent to a continuous function. It is not difficult 
to show that the improper integral 





9 \—1/. sin u 8 
Var | sas’ 


represents an absolutely continuous function. The corresponding Fourier 
transform 


{ aes 2 < |sl, 


2% |8| log [s|’ 
0 elsewhere, 


clearly does not c 2. It follows that absolute continuity of g(u) is not 
sufficient that G(s) c &. 

6. Conditions based on formula (3.19). We now proceed to a 
group of theorems giving sufficient conditions for G(s) c 2. These theo- 
rems are closely related to (A, I—IV). The source of all these theorems 
is formula (3.19) which connects an integral involving a power of |@(s)| 
with a mean power difference of g(u). The basic result in this connec- 
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tion is Theorem 6.1 below; all other theorems of this group are special 
cases obtained by estimating @,(h) [see formula (6.01)] in one way or 
another. In the proofs of these various theorems we make free use of 
devices and ideas due to Hardy-Littlewood [2, 3], Titchmarsh [1, 2], and 
Zygmund [1]. 

Theorem 6.1. If g(u) c 2,, then T, {s; g(u)} = G(s) c 2, whenever 
the function @,(h), defined by 


(6.01) @, (h) = [ f iow + )—9(u—Wlr au] 
satisfies the condition me 
(6. 02) fe, (h)h—?P—1dh < w, 
é 
Proof. Formula (3.19) expresses that 
(6. 03) [ f |G (s) sin hs|?" a} < C, 6, (A), 


where C, is used as a generic notation for a constant which depends only 
upon p but not upon A or g(u). A simple use of standard inequalities 
shows that, for z > 0, 


az 22 z ilp 
| |G(s)\ds < = | s\G(s)\ds = | Hoo a 


. 
z z 


2 
(6. 04) vi ™ up" a2 _ |p’ 
= 220p Vera) ds| <4 { |sin 5% @()| ds 


z 


Thus, by (6.03), 


22 
(6. 05) | |G (s)\ds < C, 21” 6, (5). 
Consider now the double integral 
(6. 06) [[ |G (s)|2-*dads 
R 


extended over the region R: riiosx2ez, lsSxrsX. Since the 
region R,: s/2orslis, 258<—X, is a subset of R, it follows that 
the value of (6.06) cannot be exceeded by 

x 
([|@(s)|2-"dads = log 2 | |@(s)|ds. 
Ro 
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Hence 
x x az 
log 2 | |G (s)|dss | es ( |G(s)\ds 
(6.07) 3 7 


<@, 


i | 


1 
@,(1/22)2?—1dz < C, | &, (h)h-1>—2 dh. 
0 


A similar argument shows that 


—2 
j IG(s)|\ds < o. 


This completes the proof of the theorem. 

On the basis of Theorem 6.1 we can now obtain a number of results 
which are essentially special cases of this theorem. We begin by observ- 
ing that Titchmarsh’s Theorem (T, §4) is a special case of Theorem 6. 1. 
Indeed, if g(u) c Lip (a, p), ap > 1, we find that 


(6. 08) @, (h)h-¥?—-! = O(her—Vip—1), 


which shows that (6.02) holds. 

We now proceed to derive analogues of results (A, I—IV). It should 
be emphasized that each of the resulting theorems is an analogue of a 
theorem for Fourier series, but we do not claim that it constitutes the 
only analogue of that theorem. Indeed, other analogues are usually pos- 
sible. This becomes especially evident in the case of Bernstein s theorem 
to which we give two analogues *). 

Theorem 6.2. G(s) c 2, if (1) g(u) = 0 for |u| => A, and (II) g(u) 
satisfies a Lipschitz condition of order « > } uniformly for —A<usA. 

Theorem 6.3. G@(s)c 2, df (I) g(u) C2, for every q such that 
0< p—rsqsrps2, p and £ fixed, and (Il) g(u) satisfies a Lipschite 
condition of order a > 1/r uniformly for — oe <u < o. 

Proof of Theorem 6.2. The assumptions imply that g(u) c 2, 
for every p> 0. Take p = 2. Then 


--— > 
6, (h) =[J ig(u +h) —g(u—Afrdu < C, Ah, 
—A - 


and 
@, (h)h Fo = O(h—-1+4¢—"'Nls), 


which shows that (6.02) holds with p = 2. 

%) The analogue of Bernstein’s theorem stated in our Third Note [3,] is erro- 
neous. The correction given in our Fourth Note [3,] leads to a theorem essentially 
equivalent to Theorem 6.2. Cf. also the addition at the end of the present paper. 
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Proof of Theorem 6.3. We need only that g(u)c 2,-, and 
g(u) c 2,, but the convexity property of the integrals involved implies 
that g(u) c 2, for p—rsiqsp. We have 

@,(k4)S[ Lub. |g(u+h)—g(u—A)|""][@,_, (A)}e-"? 
(6. 09) ~~ <u<e 
= O(h'@), 
whence 6, (h) h-1P-? = O(hir«—vie—1), 
which shows that (6.02) holds. 

We formulate our analogue of (A, II) as follows: 

Theorem 6.4. G(s) c 2 af (I) g(u) cQ,, (Il) g(u) c Lip(a,q), and 
(III) g(u) satisfies an ordinary Lipschitz condition of order B uniformly in 
(— 2, o), while (p—q)B+qa>1,q<p. 

Proof. As in (6.09) we find that 

6, (A) Sf Lub. |g(u+h)—g(u—A)|\P-90) fa, (hy) 
(6. 10) —-w<u<ce 
= O(h'P—MFip+ aeip), 
Since 
&, (h)h-1P—1 = 0 (hlo—08 + 0am), 
(6.02) holds. 

The remaining two theorems involve the condition that g(u) be of 
bounded variation over the interval (— o, o). This implies that 
@,(h) = O(h). Indeed, 


~ oo u+h 
@, (hk) = j lg(u+h)—g(u—h)|\du = { | | “707 ¢e 
2 -2 ju—h 
wo uth ~ v+h 
<J Jf ldgmidu =f jdg|( f au). 
7 uh  ) v-h 
Hence, denoting the total variation of g(u) in (— @, o) bv V, we get 
(6. 11) @,(h) = 2Vh. 


Theorem 6.5. G(s) c 2 if (I) g(u)c @,, (Il) g(u) is of bounded 
variation in (— c, oo), and (III) g(u) is continuous im (-- w, o), us 
modulus of continuity, w(h), satisfying the condition 


1 


(6. 12) { [ow (A)}' h—*'dh < @. 
Theorem 6.6. G(s) < 2 if (I) g(u) c &,, (IT) g(u) is of bounded 
variation in (— co, o), and (III) g(u) c Lip(«, q), «eg > 1, q>>p. 
Proof of Theorem 6.5. A simple calculation shows that 
@, (h) S [w (2h) [o, (h)}*”, 
or, using (6. 11), 


(6. 13) wy (h) S (2V A)? [w (2 A)’. 
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Substituting this estimate into the left-hand side of (6.02) we see that 
the result is finite if (6.12) holds. 


Proof of Theorem 6.6. Applying Hélder’s inequality we find that 
(6. 14) @, (h) < [@, (h)]}¢— PP O—» [a, (h)]}P—Yal@— ve, 


Now @, (h) = O(h) by (II) and (6.11), and @,(h) = O(h*) by (Ill). It 
is readily seen that (6.02) holds provided ag > 1. 

At the end of §5 we observed that absolute continuity of g(u) does 
not imply G(s) c 2. We can now show that G(s) c 2 does not imply 
that g(u) is equivalent to an absolutely continuous function. For this 
purpose we use the singular function £(u) of Cantor-Lebesgue °) whose 
derivative is zero in the set which is the complement of Cantor’s set. 
We put 

_ fu—é(u), OS us l, 
ahies si) \0 elsewhere. 


It is easy to show that g(u), which is continuous and of bounded 
variation also satisfies a Lipschitz condition of order log 2/log 3 (> 4) uni- 
forraly with respect to u™). It follows from any one of Theorems 
6.2 —6.6 that T {g(u)} c 2. On the other hand, g(u) is by definition 
not absolutely continuous. Thus we see that absolute continuity of g(u) 
is neither necessary nor sufficient for G(s) c 2. 


7. Conditions based on integration by parts. We now turn to condi- 
tions of a different nature. It is well known that the Fourier series of 
a periodic absolutely continuous function f(z) is absolutely convergent 
if f’ (x) satisfies, e. g., a Lipschitz condition or belongs to a class Lip (a, 7). 
This is proved by an integration by parts in formula (1.02) followed 
by a suitable translation of the variable of integration so as to bring 
the first order mean modulus of continuity of f(z) into play. This is 
the underlying idea of the discussion in the present paragraph. 

Theorem 7.1. G@(s)c 2 #f (I) g(u)c &,, (IT) g(u) is absolutely 
continuous and g' (u) c &, and (III) the condition 


1 

(7.01) [Q(h)h-dh < 
0 

ts satisfied, where 


(7.02) Q(h) = J lg! (u+h)—g’ (u—A)| du. 


10) Lebesgue [1], p. 56. 
™) Hille-Tamarkin [4], p. 259. 
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Proof. Consider the function G(s;a) of formula (3.02). When 
s +0, an integration by parts, justified by (II), gives 


G(s; a) = 4 (22)-‘2 8-3 je-tee g (a) — e** g(—a) —[e-t g (u)du}. 


The same assumption implies that g(a) and g(—a) tend to finite limits 
as a oo, and by (I), 

g(ta)>+0 as @>c, 
Again, by (II), 


lim je-te g (u)du = fe-*™* 9" (u) du, 


ao ", ons 


uniformly in s, —co <s< co. It follows that 


oo 


(7.03) lim G(s; a) = —t(22)-*/2 s~? [e~*™#q/(u)du, 


a-ax oa 


uniformly in s. On the other hand, we can always find a sequence {a,)} 
with a, — cc, such that almost everywhere 
(7. 04) lim G(s; a,) = G(s). 


This is trivial in case p = 1, and it follows from (3.03) if l1< p= 2. 
Combining the last two relations we can set, for all s + 0, 


i) 


(7.05) G(s) = —i(2m)-"2s-* [ e-™*g/(u) du. 


At this juncture we resort to a device of Lebesgue. We have 


G(s) = —4i(22)—/28—1e-*h je-te g (u+hjdu 


= —i(2m)-"2 seh | ete 9’ (u—h) du, 
where A is at our disposal. Choosing h = $as8~'! and adding the 
results we obtain 
(7.06) G(s) = —}(2z2)-"2s—* [ e-™*[g' (u + frst) —g' (vu —h as] dy, 


(7.07) |@(s)| S 4(2x)-"2|8|-*f |g’ (u + dx8-2) —¢ (w—4x8-1)| du, 


or, in the notation of (7.02), 
(7. 08) | @(s)| S $(2x)—*2|8|-* 2 (4 x| 8|-?). 
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It follows that 


-—s , 
[f+ f]i@was S (2 x)-"s [ Q(}as-1)s-1ds 
’ 2 


—b 


(7.09) 1 
< (22)-*2 { Q(hyh-*dh, 
0 
which shows that G(s) c 2. That G(s) is integrable over (—- 2,2) is of 
course trivial. 

Remark. A closer inspection of the proof shows that we could 
replace conditions (II) and (III) by the conditions (II’) and (III’) below 
without jeopardizing the conclusion: 

(II') g(u) ts of bounded variation in (— co, co) and (III’) 


1 
(7. 10) [Q*(h)h-1dh < &, 
where F 
(7. 11) Q*(h) = dg (u +h) —g(u—A)] |. 


It is interesting to note, however, that no generality would be 
gained by this change, inasmuch as the new conditions single out 
precisely the same class of functions g(u) as the old ones. To show 
this we observe that condition (7.10) implies 


(7. 12) lim Q*(h) = 0. 
ho 

But it really implies the stronger restriction 

(7. 13) lim Q*(h) = 0. 
h—+o 


Indeed, let #(6,e) denote the set 

E(6,e) =E(0ShSd)- FO SM*(h) S 2), 
and let C(é,2) denote its complementary set with respect to the inter- 
val (0,6). These sets are clearly measurable. We have 


J 
fQ*(h)h-dh Se [h-1dh Dd 5-1 m[C(6, e)). 
0 C(@, 8) 
It follows that for any fixed «e > 0 
(7. 14) 5-1 m[C (4, e)] + 0, 6-1 m[E(6,c)] +1 as 6 +0. 
On the other hand, it is easy to show that 
(7. 15) | Q* (h,) — Q* (hy) | S Q* (jh, —A, |). 
Hence 

| Q* (h,) —Q*(h,)| < e if |h, —h,| C B(d, 0). 
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Suppose now that 
lim Q*(h) = a> 0. 
ho 
and Q*(h,) >a. By (7.15), Q*(h,) > 4a if |h, —h,| c B(4/2, a/4). 
It follows that 


(7. 16) 6-1 m [C(4, a/2)] > 6-! m[E (6/2, a/4))"). 


By (7.14) the left-hand side tends to 0 and the right-hand side to }4 
when 6—0. This shows that (7.16) cannot hold for arbitrarily small 
values of 6, which implies that a = 0, i. e., that (7.13) is true. 

It follows from (7.13) and (7.15) that Q*(h) is continuous for all 
values of A. But (7.13) is also a necessary and sufficient condition in 
order that g(u) be absolutely continuous and that g’(u) c 2). Thus, 
since (7.10) implies (7.13), it follows that no generality is gained by 
replacing (II) and (III) by (II’) and (III’) respectively. 

In the applications to Fourier series which we have in mind, 
formula (7.08) is very useful. The discussion given above has shown 
that the right-hand side of this inequality is a function integrable over 
(e, cc) and that the second factor is continuous and tends to zero 
with 1/s. For some purposes it is desirable to know that Q(h) is in 
addition of bounded variation in (0,1). Now 2(h) behaves in many 
respects as a modulus of continuity, but we are unable to prove that 
it is monotonic which is a fundamental property of such moduli. For 
this reason we often have to replace Theorem 7.1 by the less general 


Theorem 7.2. G(s) c 2 if (I) g(u) c @,, (II) g(u) ts absolutely 
continuous and g'(u) c &, and (III) the condition 


Given any 6 >0, we can then choose an h, such that 0 < h, < 4/2, 


1 

(7. 17) [ 2, (h)h-"'dh < @ 
0 

is satisfied, where 


(7. 18) Q, (kh) = Lub. flo’ (w+ n)—g' (u— n)|du. 
7h o 


=> 


(7.08) will then of course be replaced by 
(7. 19) |G (s)| S $(22)—“2 | 8 |-* Q, (4 a|8|-"). 


12) We are indebted to Dr. F. Bohnenblust for the idea of basing the proof 
on this inequality. This replaces a more elaborate and less lucid argument of 
our own 

18) Proved for finite intervals by Plessner [2]. The extension to an infinite 
interval does not cause any difficulty. 
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Here the right-hand side is integrable over (e, «); the second factor, 
2, (42|s|-"*), is continuous for s > 0, tends to zero with 1/s, and, in 
addition, is of bounded variation in (e, o). 


We now return to the subject matter of § 4. 
Proof of (A, VI). We have 


(7. 20) f(z)~ Sy f,e@"*, f, = (2x) j f(tj}e-*™*dt, 
and have to prove that 
(7.21) E If| < ©, 


provided that the periodic function /(z) is of bounded variation in (—z,z) 
and 


(7. 22) D> <2 (t2xn-) < @, 
where x 
(7. 23) Q,(h) = f \delf (te + 2) —F(¢—A)}}. 


An integration by parts gives 


(7. 24) f, = —i(2an)- f e~ int df (t) 


—z 


by virtue of the periodicity; and proceeding as in the proof of (7.06) 
we get 


(7.25) fy = — (Aen)? f em d [f (¢+ den) — f(t—gan-)], 
whence 5 
(7. 26) \fn| S (42n)-* Q,(4an-'). 
It follows from (7.22) and (7.26) that (7.21) holds. 
Even in this case it is clear that (7.22) implies 
lim Q,(h) = 0, 
h—>o 
but we are not able to prove that 


(7. 27) lim 2,(h) = 0 
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must hold, i.e., that (A, VI) really applies only to absolutely continuous 
functions. Condition (7.22) may clearly be replaced by conditions of 
the type 


(7. 28) Q,(h)h—' dh < @ 


Ody ns 


if 2, (h) oscillates sufficiently slowly. (7.22) and (7.28) are equivalent 
conditions if, e.g., 2,(h) is monotonic, or if 2,(h) satisfies a Lipschitz 
condition of positive order. In either case (7.27) must also hold so 
that the corresponding function /(z) is then necessarily absolutely con- 
tinuous. 

8. Functions of class I. In the present paragraph we shall study 
some properties of functions having absolutely integrable Fourier trans- 
forms. We restrict ourselves to the class characterized by the following 

Definition 8.1. A function g(u) shall be said to belong to the class 
if (I) g(u) = 0 for |u| => 1, (II) g(u) ts continuous and of bounded vari- 
ation in (— 1, 1), (III) g(0) = 0, and (IV) T, {s; 9(u)} c 2. If in addi- 
tion (V) g(—u) = + 9(u), we say that g(u) CI’, or I respectively. 

In order to get examples of functions c J" we need merely to assume 
that g(u), in addition to conditions (I—III), satisfies the conditions of one 
of the theorems in §§5—7. In particular, Theorem 5.1 leads to 

Theorem 8.1. g(u) cI’, af 


ao 


(8.01) g(u) = (22)-"2 { g, (t)g,(u—oade 


— oo 


where (1) g,(t) CZ,, (2) g,(t) =0 for |u| >4, (3) g,(—t =y,(0), 


i 


2 
v= 1,2, (4) [9,()9,()dt =0, and (5) g,(t) is of bounded variation 


in (0, 1). 

Proof. That g(u) possesses properties (I), (III) and (IV) of the defi- 
nition follows from conditions (2), (3) + (4), and (5) respectively. The 
only point of property (II) which is not obvious is that g(u) is of 
bounded variation. Let —loou,Su, <...<Um,X1. Then 


E |g) —9 (40) 
Ie 3 
(8.02) = (22)—"/2 | 19, wil 2 lg, (u, —t) —g, (u,—.—0||a¢ 


_ ‘le 


1 


1 2 Ye 
S2x)-*V, f | Olde Seay, [ |nbae] , 
—', Ie 
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where V, denotes the total variation of g,(¢) in (— 1,1). (8.02) proves 
that g(u) is of bounded variation in (— 1, 1). 
In the following we shall write 


(8. 03) 7 (u) = j idg(v)|, 


—j} 
whith similar notation for other functions. If in (8.02) we assume 


uesu<u<...<u,su+h, 
it follows 
Ag (u) = 9 (u+ h)—9 (u) 
(8. 04) a 
S(22)-"» | |g. | (9? w+ h—t)—gi (u—ojde 


—_ Py 


Using this fact we can prove the following Lemma 8.1 which will be of 
use in applications. 

Lemma 8.1. If g(u) satisfies the conditions of Theorem 8.1, if the 
non-negative function f(u) c 2,, and if . (u)} ts any sequence of continuous 
functions *) such that 0 = f, (u) < f (u), then 


(8. 05) im | fn (u) dg? (u 


Proof. Using (8.04) we see that for a fixed m and for any choice 
of the points u,, Ou, <<... < ul, 


(u,) [9° (uy) — 9° (us—1)] 


= 
1 


<(22)-» f |g barf 


- 1 i2 


i Ms 


he, (u,) (92 (u, — t) ae 92 (u,—, —p)} Jae 


whence 
(8.06) — f fa(u)dg?(u) < (22)-"» | |g, ide f fr (u)dugs (u—d. 


—'1/, 


In order to prove (8.05) it is consequently sufficient to show that 


19 
J, = | 1 (u)d, gt (u—] ae 
= LPs 
4) The hypothesis that /, (u) be continuous can be replaced by a less restric- 
tive one, viz., to be Borel measurable, or even merely integrable with respect to 
any function of bounded variation, the corresponding integrals then being taken in 
the sense of Lebesgue- Young-Stieltjes. 
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is bounded. This follows from 
Io i—t 


Jn = | | J fale+oagt () wll p tn (t + w) dg (w)] at 


—1-1 


</ dt ff fot ofa +p dg (0) dgh 
E 


f fa (t+ 0) fa (t-+ w)dt]d gf (0) dg (w) 


== 3 


jf (¢ + v)f (¢+w) ) dt] dg3 (v) dg2 (w) 


—1 =>} 


| 
iL 
art fo ty} dt. 


Ill. Hausdorff Means. 

9. Definitions. In 1917 W.A. Hurwitz and L. L. Silverman [1] 
defined a class H of matrices § = (h,,) by the conditions to be 
“triangular’’, 

(9. 01) ha, = 0, m<n, 
and to be permutable with the matrix € corresponding to the (C, 1) - 
means 


(9. 02) HC = C§, 
where € is the matrix 
+I-*, Os 
(9.03) a aes ' =*S" m = 0, 1,2,. 
0 ’ m<n 
They showed that the general form of these matrices § is 
™\ sae _ m\ ** m—n 
(9. 04) han = (*) 4 a = (5) = (— 1)*( k ) bn 


where the sequence of the diagonal elements h,,,, = U4», can be given 
arbitrarily. Thus 

(9. 05) § = DMD 

where M is a diagonal matrix with the elements y,,5,,,, and D = (dm») 
is formed by binomial coefficients d,,, = (— 1y"(). D is its own 


inverse: D-' = D. Hurwitz-Silverman also showed how to determine y, 
so that § would define a regular method of summation. But their choice 
of the u, was a special one and they could isolate only a restricted 
subclass of matrices of the class H; this subclass they called the analyti- 
cally regular matrices. 
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The problem was attacked ab initio and independently but from a 
slightly different and more general point of view by F. Hausdorff [1] in 
1921. He also was led to formula (9.04), but succeeded in showing that 
a necessary and sufficient condition for § to be regular is the existence 
of a function q(u) having the following properties: 


(I) q(u) ts of bounded variation for 0 u <1, 
(II) q(u) ts continuous to the right at u = 0, q(0) = 0, 
(II) g(1) = 1, 
1 
(Vv) «, = { wdg(u), es = 0, 1,3,.... 


0 


The values of q(u) at the points of discontinuity interior to (0,1) can 
be modified arbitrarily, provided q(u) remains of bounded variation, with- 
out violating conditions (I—III) or changing the values of the yu,’s. To 
simplify the subsequent discussion we shall assume that gq (u) is normalized 
according to the condition 


(V) q(u) = $[¢q(u+0)+q(u—0)], O<u <1. 


We shall refer to these properties hereafter as Hausdorff’s conditions. 
The symbol q(u) will be used throughout the present chapter to denote 
a function satisfying Hausdorff’s conditions. Thus to every matrix § 
satisfying conditions (9.01) and (9.02) there corresponds a uniquely de- 
termined function q(u) satisfying Hausdorff’s conditions. Conversely, 
every such function g(u) determines uniquely a matrix § c H. 


On writing 
m= St, Ym = E handy 
k=0 n=0 
we get 
m 1 
(9.06) Ym = >) (™) 5, f wr(1— wym—"dg(u). 
n=0 0 


We call y,, the m-th [H,g] mean of the series Du, or of the sequence 
{s,}, and say that the series Yu, is summable [H,q(u)], or shorter, 
[H,q] to the sum s if y,, > s. 


With the matrix § defined by the function q(u) is associated the 
moment function 


(9. 07) u(z) = [| wdq(u) 


0 





not 
(10 


(10 


(10 


(10 


sul 


the 
tiv 


(10 


It 


Summability of Fourier series. 547 


which is regular for R(z) > 0 and bounded for R(z)>0%). The prop- 
erties of the moment functions are decisive for questions of relative 
inclusion between two Hausdorff means. A necessary and sufficient 
condition for [H,, q(u)] > [H,, q(u)] is that yu, (z): uw, (z) is itself a Haus- 
dorff moment function. This criterion has been used by the authors for 
a systematic study of the relative inclusion problem, the details of which 
will be published elsewhere. As in (2.3) we set 


qo (u) = f |dq(e)}. 


10. Basic formulas, We assume f(t) c LZ and use the following 
notation: 


(10. 01) 1)~ E fren, 
(10. 02) * 5, (2) = fy ett, 


(10. 03) 5,(z) = —i J sgn(k) fp e**, 
k=—n 
(10. 04) On (2) = 8 (2) +45, (2) =fp+2 ES fret. 
k=1 


We form the n** [H, q]-mean of the sequence {F,(z)}, i.e., 


n 1 


tq (2; F) = 3’ (*) Fr (a) J wt(1--uyr-*dq(u), 
=0 0 
substituting for F,(x) successively s,(z), 5,(7) and o,(z), and denoting 
the results by A, [f (x), q(u)], A, [f (2), q(u)] and §, [/ (zx), q(u)] respec- 
tively. The variable u will usually be omitted. We have 


nm 


(10.05) Gulf (@), g) = f fe +H, (dt 


— 


a f f(x + t) (H,, (t) =" i, (t)|de 


= H, [f(z), q] + +A, [f (2), 9). 


15) The analytically regular matrices of Hurwitz-Silverman may be charac- 
terized by the fact that « (z) is holomorphic at infinity. Suppose that 


p(z) = a2 m 
It can be shown that n=1 


4 n 
q(u) = 1—E(—logu), where E(o) = 2 = 3 
n=1 nl 
(See D. V. Widder [1, p. 728]; or N. Nielsen [1, p. 276—277]). 
Thus g(u) is not merely an analytic function of u, but one of a very special 
nature. 
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On putting 


(10.06) OQ, (t) = (2x)-* f (I—u + we" dg (u) =O) +- 1 


0 


we find that 
(10, 07) 9, (t) = 2, (0) + ¢ cot t/2 [Q, (t) — (22)-"), 
(10. 08) H,, (t) = Q(t) —Q, (t) cot t/2. 


It should be noted that 


] 


7 k+ 1/2)t 

(10. 09) a(t) = Pu e pet = sae | ut (1 —u)"—* dq (u), 
which shows that 

(10. 10) f H,, (t)dt = 1. 


—n 


Assuming f(t) to have a finite value for t=-z and using the 
notation of §2 together with the fact that H, (¢) is an even function, 
we obtain 


(10. 11) H, (f(z), 9) —f (2) = { op) Hae. 


The conjugate function /(x) is defined for almost eve ry z, in particular 
for z c E(E; f), by 


(10. 12) }(z) = —(22)-* lim | p(t) cot dt. 


It follows that for zc E(L; f) 


nm 


(10. 13) A, [f (),q) —f(z) = lim { p@ Arde, 


t—~>0 ; 


where 
(10.14) H(t) =H, (+ 22)‘ cot £ = Qh (t) + Q(t) cot + 


Assuming /(t) to be of bounded variation for —xz < t<2 we form 
the derived and the derived conjugate series 


(10. 15) iS kf,ett, 


(10. 16) Sk| fy et. 
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The n‘* partial sums of these series for ¢ = az are s,(x) and &,, (x) re- 
spectively. The n‘® [H,q]-mean of the sequence {o, (z)| is 


(10.17) Ga F(@), = f Gales (@ +8) = Aa (e), g) +i Alf (2), a, 


where the prime denotes differentiation with respect to z, and the 
symbols have the sense defined above. Assuming z Cc E (L’;/f) we have 


(10, 18) Hy (f(x), gf (2) = [Hn (t) de x(t). 


Further, - o: 
A, (f(z), g) = f Andee () 


lin n a 
= | 8.04.9) +| Be Od.9 © — Cay | cot  d.9 (0. 
0 Un un 
But 


—(22)-* | cot + dig (t) = (22) cot $ ¢ (e)—(4ay* | p ()[sin 5] ae. 
At an (L’)-regular point g(e) = o(e) since this estimate holds for 9, (e). 
It follows that the first term on the right tends to zero, and the second 
one tends to /’(z) as e > 0. Hence 

1/n a 
(10.19) HA, (f(x), gq] —f' (2) = f H,, (t) dy (t) + | HX. (t) d,  (t) + 0 (1) 


0 1/n 


when xz Cc E(L’; f). 

11. Preliminary lemmas. We now proceed to a discussion of the 
singular integrals in formulas (10. 11), (10. 13), (10. 18), and (10. 19). 
Formula (10. 11) offers the simplest problem, especially when z c E (F;/). 
Necessary conditions in order that the integral in (10. 11) shall tend to 
zero for every { (t) C L at every point x c E (F; f) are (Hahn [1], pp. 53—57; 
Lebesgue [2], pp. 60—62, 69—70) 


3 
(11. 01) \H,(t)dt +0, 0<a<Psa, n> @, 
(11. 02) f\Ha@| at < M, n= 1,2,.... 


The first condition is satisfied by virtue of (10.09) since the method 
[H, q] is regular, while 
4 


"sin (n+ s)t 








dt +0 as n > © 
sin > 
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for any fixed a, #, provided 0<a< 8B. But (11. 02) is not a 
consequence of the regularity, and imposes actual restrictions on q(u), 

In the discussion of this and analogous integrals we can disregard 
the interval (0, 1/n) if z omits the values of a certain null set which 
may be vacuous, as well as the interval (6,2) for any fixed 4 if q(u) 
is continuous at u = 1. This follows from the following lemmas. 


Lemma 11.1. The following estimates hold: 
(11. 03) $. ©, H,®, 1, = O(n, 
(11. 04) A? ) = (22)-* cot + +0(n), 


where the constants implied by the O are independent of t 
Proof. By definition 


1 
(11. 05) 22§, (t) - 3 (2 ) [a4 2ve me) be 1—u)"-*dq(u), 
k=0 m=1 
so that 


k=0 


2n|$.01< 3’ (% ) (2k +1) ) | (1—u)"—* dq, (u) 


y 
<2nt+y) (7) ut(1—u)"—*dq,(u) = (2n+ 1)q,(0). 
k=0 : 
The other estimates follow from the definition of the functions involved 
together with the estimate just found. 
Lemma 11.2. Jf K,(¢) is continuous) and O(n) uniformly in |, 
and if w(t) is a function of bounded variation such that for t + 0 


t 
(11. 06) wy (t) = | |dw(t)| = of, 
then 
1jn 
(11. 07) { Kn (t)dw (t) = 0 (1). 


0 


Proof. We have 


(kK, (()da@ (t) = O[nfdo, ()| = O[nma, (1/n)] = 0 (1). 





16) This assumption can be replaced by a less restrictive one. Cf. 14). 
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Lemma 11.3. We have 


(11. 08) (He (t) pdt =o(l), if « c B(L; f)), 
(11. 09) i= (am () p@dt =o(1),  « cE; f), 
(11. 10) He @d.74@ =o(l), f ec EL’; f), 
(11. 11) a A, (t)d, 9) = 0(1), if CEL’; f). 


Proof. These results follow from Lemma 11.2 if the following 
identifications are made: 








Formula (11. 08) (11. 09) (11. 10) (11. 11) 
K, (t) H, (t) H, (t) H, (t) H,, (t) 
w (t) P; (t) ¥ (t) x(t) @ (t) 























In order to get (11. 09) it should be observed in addition that 


lin 


lim | He () pdt 
ijn . ijn 
H, (t) y (t) dt + lim (22)-? | y(t) cot + dt. 


The first integral in the right member is 0(1) by Lemma 11. 2, the 
second one is 0(1) because f (xz) exists when xz c £ (E;f). 

Lemma 11.4. If q(u) is continuous at u = 1, then 
(11. 12) Q,() +0 as noo, 
uniformly in t for OC btm. The same is true for H,(t) and 
H;, (i). 

Proof. On putting 
(11.13) R(u,t) = |1—u + we-*| = [1—4u(1—w) sin? 4)" 
we see that 

R(u, t) << 1— 42-2 u(l—u) ff = [1— 42-2 u (1 —u) & J", 
f0<édst< a. Hence, ghee Fa 


|Q, (t)| = (22)-? f+ J +f] d—w + we-ynag (w)| 
i—4q 

S (22)~* [40 (n) + (12a dyn qo (1) + Go (1) —go(1— 1}. 

36* 








552 E. Hille und J. D. Tamarkin. 


By assumption qg(u) and hence qg,(u) are continuous at the end points 
of the interval (0,1). It follows that we can choose 7 and n so that 
the right-hand side of the inequality is as small as we please, 4 being 
fixed. The statements concerning H,,(t) and H,(t) follow from (11. 12) 
together with (10.08) and (10. 14). 

As a result of the preceding discussion we can clearly replace for- 
mulas (10. 11), (10.13), (10. 18), and (10. 19) by 


(11.14) A, [f(z), g]—f (2) = 


1 


H,,(t) p(t) dt + 0(1), cc E(L; f), 


“oe Fe 


mz 


(11.15) A, (f(z), g]—f lx) (t) p(t)dt+o(1), cc E(L; f), 


~ 


(11.16) Af (x), gJ—f (@) = ) Aa () a,x () + 0(1), ec BL’; f), 


—“ 6, 


1 


(11.17) Aa ff(z), 1—F (x) = [ Ha) dep) + 0(1), ec BL; f) 


~s 


respectively, provided g(u) is continuous at u = 1. 
12. Diseussion of ©, (¢). A closer investigation of the properties 
of Q, (¢) in the interval (1/n, 4) is necessary. We put 





(12. 01) l—u+ue—! = R(u, t) f°“ => Re’, 
where 
(12. 02) R(u, t) = [1—4u(1—w) sin? 5] ", 
: sin t ey : 
(12.03) O(u,t) = —arc tan i =r = — sine | [R (v, t)}-2 de. 


0 
Suppose first that n-'< t= n-*. A simple calculation shows 
that 


(12. 04) RX =1+0(nP), 

(12. 05) en? — e—inut(] + O(ni*)) 

uniformly in u. It follows that 

(12. 06) Q, (t) = (222)-* [ e~*m"t dg (u) + O(n@), 
1 

(12. 07) H, (t) = (x t)-* { sin (ntu) dq(u) +O(nt), 
1 

(12. 08) H, (t) = (xt)-* { cos (nt u)dg(u) + O(n2), 


0 


valid in the interval n-' St <= n-*!2, 
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Since (12.04) ceases to be accurate for ¢ > n-'‘/2, it is necessary 
to use different estimates for such values of ¢. Since 


R" = exp [+ log ie — 4u(1—u) sin® +}] 
(12. 09) ; . 
< exp|—2 u (1—) sin? 5] < exp [—22-* nu (1 —u) #*], 
it follows that 


| H,, (t)| | 


1 A (|| < Ais exp [— 22-* nu (1 — u) t*} dq, (u), 


0 
where A is a positive constant of no importance. 
13. The Fejér eases. We now return to formulas (10.11) and (11. 14). 
We put 7’ =xn-', n=n-'*, As suggested by the preceding dis- 
cussion we break up the integrals into two parts corresponding to the 
intervals (y’, 7) and (n, 6) respectively. Since the condition 


(13. 01) {\H. (t)\dt <M 

M 
is necessary for (F)-effectiveness (no matter whether g(u) is or is not 
continuous at u = 1), and since 


fo(nnat = 0(1), 


' 
yj 


formula (12.07) shows that 


Jer fsin mew) ag u)|dt = O(1), 


or 
(13. 02) Jem? fin (su) dq(u )|\ds = = 0(1) 
1 


is necessary for (F)-effectiveness, and this condition is satisfied if and 
only if 

~ 1 
(13. 03) {s-*|[sinsw dq(u)|ds < oo 

1 0 
Suppose that this condition is satisfied, and consider the interval (n, 4). 
At (F)-regular points 

J 


é 
{H. (0 pdt = of [|H,()| dt] ”). 


7) This means that being given any « > 0 we can find a 6 = d(e) such 
that the ratio of the left-hand member to the expression in brackets is < « in 
absolute value, provided n~ *!2 < 4, 
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By virtue of (12. 10) 


é é 1 
f\H.@|dt < A ft-*de {exp [—22-*nu(1 —u)e] dg, (u) 
" " 0 


1 3 
= A {dq,(u) { exp [—22-*nu(1— u)@]t-dt 
0 " 


Un 


1 1 
<A faq, (u) {exp (—22-*s*) sds = AF, (u) dq, (u), 


where 
ty = [nu(i—u)]", uy, = [u(1—w)]te, 


F,(u) = {exp (— 22-* s*) s—' ds. 
Suppose first that 7’ = n-? <= u<1—n-'. Then 


F,(u) < [s-*ds+ [exp (—22-*s*)ds < $log[u(1l —u)}-' + 2, 


whereas 


* n 


F,(u) < fs- ds = }logn, 
w) 
if »Su <n or l—n-' <ul. We have consequently 
3 
(1 1 
13.04) | |Hq(|dt < Alogn [g, (2) + 96) —4(1—4)] 


" 


1—7’ 
+Aq,(1)+A | log [u (1 — u)}—* dq, ‘u), 
bt 
where the right-hand side is bounded if and only if 


(13. 05) logn q,(~) = 0 (1), 

(13. 06) log » [g (1) —g (1—-—)] = 0(), 

(13. 07) ‘Tog [u (1 —u)]-*dq, (u) = O(1). 
i 


These conditions imply that q(u) is continuous at u = 1 and that 


(13. 08) {log [u (1 —u)]-*dq, (u) << @. 





On the 


so ths 
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see th 
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On the other hand 


log [u (1 —u)}-dq,(u) > logm q.(—), 


aad cs 


| log [u (1 —u)]-'dq,(u) > logn [40 (1) —g (i—<)], 


so that (13.07) implies (13.05) and (13.06) in the stronger form that 
the quantities on the left-hand sides tend to zero as nm + o. Thus we 
see that (13.03) is a necessary condition for (F)-effectiveness, and (13. 03) 
together with (13.08) are sufficient. 


We now pass over to the conjugate series. The condition 
d ~ 
(13, 09) [| Mo@l|dt<M 
Mt 


is sufficient for (F)-effectiveness, but is not known to be necessary. 
By virtue of (12.08) 


{| H@|at <M 
: 


if and only if 
2 1 

(13. 10) [s-*| [cos sudg(u)| ds < o. 
1 0 


In formula (13.04) we can replace H,(t) by H3(t); this shows that 
(13.08) is sufficient in order that 


3 
[| An @|dt < M. 


" 
The results obtained so far may be summed up as follows: 


Theorem 13.1. In order that the method [H,q(u)] be (F)-effective it 
is necessary that (13.03) be satisfied, and sufficient that (13.03) and (13.08) 
be satisfied simultaneously. Conditions (13.08) and (13.10) are sufficient 
for (F )-effectiveness. 


14. Analysis of the conditions. We shall now analyze the conditions 
obtained in the preceding paragraph. The object is to connect (13. 03) 
with the discussior in Chapter II, and to connect (13.03) with (13.08). 
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A simple calculation shows that 


1 1 
fsinsu dq(u) = s~*[1 —cos s] —s { cos su[q (u) —ujdu, 
i) 0 
1 1 
| cos su dq(u) = s~' sins + {sin su [g(u) —u] du. 
On defining 
J, 2 
(14. 01) C(s) = (=) { cossu[q(u) —uldu, 


0 


(14. 02) S (s) (2) . j sin s u[q(u) — udu, 


we see that conditions (13.03) and (13.10) imply, and are implied by, 


(14. 03) | |\C(s)|\ds < @, 
1 


ce ) 


(14. 04) j |S(s)|ds< o@ 
1 

respectively. We note the following expressions for H,,(t) and H° (t) which 
will be used in the subsequent discussion; they are readily derived from 
(12.07—12. 08), (14. 01—14. 02): 
(14.05) A, (t) = (xnf#*)—* (1 —cosnt) —n(22)-*2C (nt) + O(nd), 
(14. 06) H (t) = (an@*)—' sinnt + n(22)-' S(nt) + O(nd), 

as tsn-'s. 

These formulas establish the connection of the summability problem 
with the questions considered in Chapter II. At present we shall call 
attention merely to the fact that (14.03) or (14.04) implies that ¢(u) 
is continuous for 0 = u = 1. This follows from the inversion formulas 


=! 


g\'l2 & _ fq(e)—«, Osusl, 
(14. 07) (—) Joossu (eds = | . gaaraad 

2\'2 -. _{qiu)—u, O<u<l, 
(14. 08) (=) { sinsu S(s)ds =| 0 uw<0oru>l, 


0 


which hold for almost all values of u, combined with the normalization 
condition (V, §9). Since C(s) and S(s)c 2 the left-hand members of 
these relations define bounded continuous functions of u, the same being 
true then of the right-hand members. Hence we can state: 














Summability of Fourier series. 557 


Theorem 14.1. Jf q(u) satisfies Hausdorff’s conditions and [H,q(u)] 
is an (F)-effective method of summation, then q(u) is necessarily continuous 
fr OS usl. 

It is well known that every function of bounded variation is the sum 
of three components, viz., a step function, a singular function whose deriv- 
ative vanishes almost everywhere, and an absolutely continuous function, 
any one of which may be missing. It follows that if [H, q(u)] is (F)-effec- 
tive, the decomposition of g(u) cannot contain a component which is a 
step function. In particular, q(u) cannot be a step function. We shall 
see later that q(u) may very well be a singular function. 

As a consequence of this remark we conclude that the (£,)-method 
of summation studied by K. Knopp [1] cannot be (F)-effective. Indeed, 
this method belongs to Hausdorff’s class and is defined by 

1,d<usl, 
q(u) = (4, u= 8, § =2-? 
0,0<u<8 


This fact was first established by C. N. Moore [1] through a direct esti- 
mate of the corresponding Lebesgue constants. 

Conditions (13.03) and (13.10) on one hand and (13.08) on the other 
are of rather different nature, and are difficult to compare. In § 16 we 
shall use the results of Chapter II for a restatement of the conditions 
of the first type into simpler and more direct conditions on g(u) (no 
longer necessary, however). In the remaining part of the present paragraph 
we shall consider condition (13.08); our purpose here will be to find 
various sufficient conditions to be satisfied by the Fourier transforms C (s) 
and S(s) in order to ensure (13.08). 

Since 


1 1 
flog (u-*)dq,(u) = —log (e-*) q.(e) + [go (u)u-*du, 
1—e 


[log (1 —u)-* dq, (u) = —log(e—*) (q,(1) — 9, (1 — ¢)] 


+ | [9(1)—9q(u)] Q—u)-*du, 


where the integrated parts tend to zero with ¢, it follows that (13.08) 
implies, and is implied by, 


(14.09) f w-tq,(u)du + f [g,(1)—9, (u)] (1—u)-*du< om. 


This condition imposes additional restrictions on qg(u) at the end 
points of the interval (0,1). We can replace these restrictions by stronger 














558 E. Hille und J. D. Tamarkin. 


restrictions on C(s) or S(s), though in doing so we lose a certain amount 
of generality. We first restrict ourselves to the case in which q(u) is 
monotone, i. e., g,(u) = q(u). Actually we could carry through the 
same discussion assuming that 0 < qg(u) < 1 and also that (14.09), and 
hence the analogous inequality with g,(u) replaced by q(u), is satisfied, 
Suppose now that q(u) is monotone, and that (14.03) holds, i. e., that 
C(s)c 2. Formula (14.07) is then valid for all values of u. In par- 
ticular 


(14. 10) [Cas = [ C(s)cossds =0. 
Hence : : 
2\'ae 
q (u) =u+(—) { (cos su — 1) C(s)ds, 0s451, 


and so 


foward = 1—e—(=) 


1 


3 oo 1 

. [C(s)ds J (1 — cos su) u-* dw. 
Put ‘ ! 

(14. 11) y (s) = fa — cos t)t—dU. 


Then y (0) = 0, y’(s) => 0 for s > 0 and, for large values of s, 
(14. 12) y (s) = C + logs — s—' sins + O(s—?), 
where C is a constant. It follows that 


1 \1_ 2 
(14. 13) fq(uju-tdu = 1l—e— (=) { C (3) [y (8) —y (es) ds. 
é rosy i 
If (14.09) holds, the left-hand member tends to a finite limit as « +0, 
hence also the right-hand member. This will certainly be the case if 


oa 


(14. 14) { |C(s)|logsds < ow. 


1 


We can then let ¢ +0 under the sign of integration, obtaining 
1 ij, @ 
(14. 15) fq(u)u-*du = 1— (=) “( O()y (ads. 
0 ——, 
Similarly 


f 1—q@)a—w-du = 


1s fo (s)ds | (coss—cossu) (1 —u)-'du, 


0 


=i (8) 
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(14. 16) o(s) = [t-*sinedt 


0 
we obtain after a simple calculation 
1—se 


J (1 —q(u)](l—u)-*du = 


=1-e+(= )" f CC) (008 sty («) —y (e8)] —sinsfo(«) —o(e)} de 


Since ¢ (0) = 0, and o(s) is uniformly bounded, it follows that condition 
(14.14) allows us to pass to the limit as «+0 under the integral sign. 
Hence 


(14. 17) fo—qw) (l--u)—*du = 


=1+ er fe (s) {cos s y (s) — sins o(s)} ds. 


For the sine transform we obtain similar formulas. Suppose that 
8(s)c 2, that (14.09) holds, and that q(u) is monotone. We have then 


fa(w) u-idu =1l—e+ (2)" f 8(s) [o (s) —o(es)] ds. 


Here we can pass to the limit as « +0 without imposing any further 
restrictions on S(s), thus obtaining 
(14. 18) face tdu =14(2)" fSwowas 
Similarly 
i—s 
f U—g@)Q—u-tdu = 
0 
YY, @ ; 
=1l—e+ (=) f S(s) (sin s [y (s) — y (e s)] + cos s[o(s) —o(es)]} ds, 
0 
and the right-hand side will certainly tend to a finite limit, viz., 


(14. 19) fo —q(u)}(l—u)-*du = 


1+(2) : S (s) {sins y (s) + coss a(s)} ds, 


es 


if 
(14. 20) f |S(s)|logsds< oo. 
1 
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We have thus proved 

Theorem 14.2. The condition C(s)c 2 is necessary in order that 
[H, q(u)] be (F)-effective. It is also sufficient if (14.09) holds in addition, 
If q(u) is monotone the single condition C(s) logs c 2 over (1, co) is suf- 
ficient. For (F)-effectiveness the condition S(s) < 2 together with (14.09) 
are also sufficient. If q(u) is monotone these two conditions may be re- 
placed by the single condition S(s) logs c 2 over (1, o). 

16. The Lebesgue cases. We begin by proving 

Lemma 15.1. If K,(t) is @ continuous function satisfying the ine- 
quality of the type (12.10) where q,(t) satisfies (14.09), and if w(t) is a 
function of bounded variation such that 


t 
(15. 01) w, (t) = { |de(z)| = o(t), 
then, with n = n-*!2, P : 
(15. 02) {K, (t) dw (t) = o(1)**). 
Vi 


Proof. We have 
i (t) dw (t)| <A frsaoyiy fexp[—22-*nu(l—wye}dg (u) 


1 


A fd Jy (u) f exp[—2n-*nu(l — u) t*] t—* da, (t). 


But 
é 


{ exp[— 22-* nu (1 — u)*)t-* da, (t) 


" 
J 


= {exp [...]t-", ()}? — { t-*o, (t) d,exp[...] 
n 
3 


+ { t-*, (t) exp[...] dt. 
” 
Here the integrated part is 0(1) by (15.01). The first integral in the 
right-hand member is 


J 
0| fia, exp [...]|| = 0(1), 
" 


and the second integral is 
[ ¢ | 
| | exp [...] rey ; 
es " 
18) Cf. 16) and 4), The sense of (15.02) is that given any « > 0 we can find 
a 5 = d(e) and an m) = m,(e) such that the left member is less than ¢ in ab- 
solute value for n = np. 
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so that 


J 1 é 
| Kado (t) = o(1) +o f dq (u) { exp [...]¢-*dt; = o(1) 


by (13.08) and (14.09) (cf. the discussion in §13). 
Lemma 15.2. We have for » = n—" 


é 
(15. 03) fH. () pdt = o(1), xc E(L; f), 
3 ~_ ~ 
(15. 04) { A; (t) p(t)dt = o(1), e cE(L; f), 
. 
(15. 05) J A, (t) d.z(t) = 0(1),2 CEL’; f), 
3 _~ 
(15. 06) { (t) d, y(t) = o(1), ec E(L;; f). 


" 


Proof. Lemma 15.2 follows from Lemma 15.1 by the same process 
of identification which enabled us to conclude Lemma 11.3 from 


Lemma 11.2, the only difference being that H,(t) has to be replaced 
by H? (t). 

Lemma 15.3. If K,(t) and w(t) satisfy the assumptions of Lemma 
15.1, and if in addition 


(15. 07) K, (t) = t-k(nt) + O(nt), n—' <t < n—"h, 
where k(s) is continuous™*) for s > 1, then, with yf =n-', n = n—'h, 
(15. 08) {K. (t)dw (t) = o(1) 


if and only if 


(15. 09) fr 1k(nt)dw(t) = o(1). 


Proof. The difference between the left-hand sides of (15.08) and 
(15.09) is 


o|n {td0,(0 on o|n (tw, (t)) —n fon(oar] = 0(1), 


which proves the lemma. 
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Theorem 15.1. If q(t) satisfies (14.09), then the following conditions 
are necessary and sufficient : 


(15. 10) n foi y (t)dt = o(1) for (L)-effectiveness, 
(15. 11) n lake yp (t)dt = 0(1) for (L)-effectiveness, 
M 
(15. 12) n f C (nt) d,x(t) = 0(1) for (L’)-effectiveness, 
(15. 13) n [sinnd, y(t) = 0(1) jor (L’)-effectiveness; 
yf =n, gn H=n-"hs, 


Proof. This follows from Lemma 15.3 together with formulas (11.14) 
—(11. 17) and Lemma 15.2. In view of (14.05) we have to take 
k(s) = (x s)~*(1—cos s) — (22)—"!2 sC (s) 
in the formulas involving H, (t). Then 


(¢ 
fe ( (nt)t—* do (t) 
7 


= (xn)-? f (1 — cos n t)t-*dw (t) — m2)" [Om do(, 


1 ‘i 
The first integral on the right clearly is o(1) if w(t) satisfies the con- 
ditions of Lemma 15.1 since it corresponds to the choice qg(u) = u, i.e., 
the mass function of the (C,1) definition. In the formulas involving 
H(t) we use (14.06) and choose 

k(s) = (ws)~' sins + (22)—"/2 88 (s), 
so that 


Jrreogdow = = (xn)-! fe *sin nt dw (t)+ n(22)-*!2 fs (nt) da (t), 


ane again the first iategual in the right member is o(1). We have 
then only to apply Lemma 15.2 in order to complete the proof. 
Corollary 1. If q(u) satisfies (14.09) then the following conditions 
are necesssary and sufficient: 
i] 
(15. 14) n® | C’ (nt) x, (t) dt = 0(1) for (L)-effectiveness, 


n 


(15. 15) n? f S’ (nt) yp, (t)dt = 0(1) for (L)-effectiveness, 
7 


(15. 16) n* fe (nt) x (t)dt o(1) for (L’)-effectiveness, 
ri 


0(1) for (L’)-effectiveness. 


(15. 17) n? [S'(nt) pat 
2, 
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Proof. The statements of this Corollary are derived immediately 
from the corresponding statements of Theorem 15.1 and definitions of 
effectiveness of various kinds, if we integrate by parts and observe that 
the functions C(s) and S(s) are O(s~*) for large values of s. 


Corollary 2. If q(u) satisfies (14.09) then the condition 


(15. 18) sC’(s) < 2 
is sufficient for (L)- and (L’)-effectiveness, while the condition 
(15. 19) sS’(s)c 2 


is sufficient for (L)- and (L’)-effectiveness. 


Proof. Since at an (Z)-regular point we have 9, (t) = o(t), con- 
dition (15.14) will be satisfied provided 


nila 


n? flo’ wo|eat =f s|C’(s)|ds = O(1) 
7 1 


which is precisely (15.18). The other statements are proved in a similar 
fashion. 

It should be observed, however, that conditions (15.18), (15.19) are 
too restrictive to make the criteria of Corollary 2 of real interest. In 
fact, these conditions are not satisfied even in the case of (C, «)-means, 
0<a< 1. Indeed, the case of (C, «)-means corresponds to the choice 

q(u) = 1—(1—u)*, 
and a simple computation shows that in this case, for large values of s, 
sC’ (s) ~ (A cos s — B sin s) s~*, 
: , 7 A, B+0, 
3S’ (s) ~ (A sins + Bcoss)s~*, 


and neither of these two functions c &. 


Lemma 15.4. I/ E(s) is continuous’) and there exists a monotone 
decreasing function €(s) such that 


(15. 20) \E(s)|< €(s),  [€@)ds<o, 
1 

and if w(t) satisfies the conditions of Lemma 15.1, then 

(15. 21) n{ E(nt)dw(t) — (I). 


Remark. The assumptions concerning €(s) may be replaced by 
others of similar nature as is seen from the subsequent proof. 


1) Cf. 18) and 14), 














564 E. Hille und J. D. Tamarkin. 


Proof. It follows from (15.20) that s€(s) +0 as s+ oo. We 
have 


" y 
- { E(nt)dw 0) <n | € (nt) da, (t), 

Li oY 
where the integral on the left is an ordinary Riemann-Stieltjes integral, 
but that on the right is of the Stieltjes-Young type. We can never- 
theless integrate by parts (see G.C. Evans [1], Lemma II, p.217) ob- 
taining 

na, (n~*l2) € (n‘!2) — nw, (n-") E(1) —n | @, (t) d, € (nt) 


n ‘2 


= o[n'lz E (n!2)] + 0(1) 4 | j a6)| = 0(l). 
From this lemma we derive a 
Theorem 15.2. Let q(u) satisfy (14.09). The method [H,q(u)| is 


(F)-, (L)- and (L’)-effective if there (F)-, (L)- and (L’)-effective if there 
exists a monotone decreasing func- exists a monotone decreasing func- 
tion € (s) such that | tion G(s) such that 

(15.22) |C(s)| = €(s), C(s) c &, (15. 23) |S(s)| = S(s), S(s) c 2 


16, Construction of effective methods ***). We now proceed to utilize 
the results of Chapter II for the actual construction of (#)-effective methods 
[H,q(u)]. We first use Theorem 6.5 which leads to 


Theorem 16.1. Jf g,(u) is continuous, and its modulus of continuity 
w (h; q,) satisfies the condition 
1 
(16. 01) [lo (h; q)I2h-dh < @, 
0 
then [H, q(u)] ts (P)- and (F)-effective. 
Proof. We define 
q (u) — u, 0susl, 


(16. 02) g™ (u) = 0, o> 7, 
g™ (—4), u< 0, 
| q(u)—u, OSusl, 
(16. 03) g® (u) = 0, o> 's, 


| — g® (— u), u< 0. 


We have then g”(u) c 2,, » = 1,2. In addition g” (u) is of bounded 
variation and continuous in (— o, o), and the modulus of continuity 


19a) [Added in proof.] See the addition at the end of the paper. 
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of g” (u) is O[m(h; q,)]. It follows that the assumptions of Theorem 6.5 
are satisfied with p = 2 so that G(s) 2. But 
(16. 04) G™ (s) = C (s), G® (s) = —+S8 (s), 
so that (14.03) and (14.04) hold. Further 

Yo (U4) So (4; Go) S [40 (1) @ (u5 go)]"2, 

Yo (1) — Go (u) Sm (1 — U5 Go) S [40 (1) m (1 —u5 g)]". 

These estimates together with condition (16.01) show that (14.09) is 
satisfied. [H,q(u)] is consequently an (F)- and (F)-effective definition 
of summation by virtue of Theorem 14. 2. 

Similar theorems can be based upon others of the criteria in § 6, 
but they are mostly of minor interest. Another method of constructing 
(F)-effective methods can be based upon Theorem 5.1 and the discussion 
in §8, which lead to 

Theorem 16.2. If q(u) = u+g(u) where g(u) satisfies the conditions 
of Theorem 8.1, then [H, q(u)] is (F)-effective. 

Proof. Theorem 8.1 shows that G(s) = C(s)c 2. Further, if 
we take 

fy (u) = min {k, log [u(1—u)}-'}, 0s 1 
in Lemma 8.1, we see that 


1 1 


| | log [u(1—u)]~-*dq,(u) = im J fr ( u)dq,(u) < o. 


Hence (14.09) is satisfied and, by Theorem 14. 2, [H, q(u)] is (F)-effective. 
Remark. With certain restrictions added to those of Theorem 16. 2 

we can conclude even that [H, q(u)] is Fourier-effective. This will be the 
ease if g,(u) (see notation of Theorem 8. 1) is continuous with the modulus 
of continuity w, (h) satisfying the condition 

1 
(16, 05) jo, (h)h-dh < o. 

) 
To prove this we observe that, for large values oi s, 

Ne 
G, (8) = (22)-"2 J e-#** 9, (u)du = O(s-) 

since g,(u) is of bounded variation, while, by an easy application of the 
device of Lebesgue (cf. the discussion on p. 539), 


G, (8) = O[o, (s~")). 
Hence, referring to the proof of Theorem 16.1, formula (16.04), we have 


IC (a) ia ee 
1S (s)| s Asa, (s~). 
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The right-hand member is decreasing and by (16.05), 
co 1 


[ @, (s-*)s-*ds = J, (A) dh < @. 


1 0 
Consequently we can apply Theorem 15.2 with 
€(s) = S(s) = Asa, (s—"). 


Another case of Theorem 16.2 which leads to the Fourier-effectiveness 
of [H, q(u)] presents itself when 


(16. 06) g,(u) c Lip (a,p), a > 0. 
Then it is readily found that 
G, (s) = O(s *), 


whence |C(s)|, |S(s)| = O(s-*—*), and Theorem 15.2 can be applied 
again. 

The criteria of §§5, 6 and 8 do not lead to estimates of G(s) which 
enable us to apply the test for Fourier-effectiveness contained in Theo- 
rem 15.2. In this respect §7 is more useful. It leads to 

Theorem 16.3. Let q(u) (and hence also q,(u)) be absolutely contin- 
uous, q(u) = 0 for u <0, q(u)=1 foru>1. Let 


(16.07) Q(asg)= Lub. f |g (utn)—g(u—n)\du. 
SA 


o=1 _— 
I} 
1 
(16. 08) [ 2, (h: g)h-tdh < @, 


then [H, q(u)] is Fourier-effective. 
Proof. We define g™(u) and g(u) as above. Let us put 


oc 


(16.09) Q,(h;9”) = Lub. ff |g (u+)—g (u—n)|du. 


Sq ZHh ew 


A simple consideration shows that 2, (h; ¢”) = O[Q, (A; q)], so that 
1 
(16. 10) f 2, (A; J”) h-1dh < oe. 


It follows from Theorem 7.2 that G(s) c 2. Further, 


1 ' 
2,(h4;q) => lL. U. b. | lq’ (u+n)—q'(u—n)\du 
1S1=h jj 


1 


1 
(16. 11) = Lub. f{ |g’ (udu 


6S7 Sh 


17 


= Lub. [go (1)—g(1 — n)] = (1) — 9 (t —A). 


oS SA 
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In the same manner we show that 
(16. 12) Q, (h; q) = % (A). 


Hence 


J qo (u) u-2du + f [go (1) — gy (u)] (1 —u)-* du 


(16. 13) 1 
< 2 [2,(h)h-2 dh < @. 
0 


Theorem 14.2 then shows that [H, q(u)] is (F)- and (F)-effective. 
In order to handle the Lebesgue cases we note that formula (7.19) 
and the preceding argument show that 


|C (s)| 
|S (s)| 
where the right-hand side is a continuous monotone decreasing function. 
We can consequently apply Theorem 15.2, taking 

(16. 15) €(s) = C(s) = S(s) = As—'Q, (4a8—'). 

It follows that [H,q(u)] is actually Fourier-effective. 


(16. 14) s As“'Q,(}as—'), 8 >0, 


Remark. In the assumptions of Theorem 16.3 we may replace 
Q, (h;q) by 


(16. 16) Q(h;q)= | |g (ut+h)—q (u—A)| dh, 


— oo 
~ 


without affecting the property of [H,q(u)] of being (F)- and (F)-effective. 
The formulas (16. 10)—(16.13) remain valid if Q, is replaced by Q, and 
we can apply Theorem 7.1 instead of Theorem 7.2. If we know in 
addition that h2(h;q) is monotone for sufficiently small values of h, it 
follows that s~'(Q(42~s~*') is monotone decreasing for sufficiently large 
values of s. Consequently we can find a dominating function €(s) with 
the properties stated in Theorem 15.2, and so [H,q(u)] will be actually 
Fourier-effective. 
A special case to which this Remark applies and in which Theorem 16. 3 
takes a particularly simple form is the following 
Theorem 16.4. If q(u) is either concave or convex, and if 
1 1 
(16.17) f |g(u)ju-*du + f 1 —g(u)|(1—u)-*du < @, 
0 0 
then [H,q(u)] ts Fourier-effective. 
Proof. It is sufficient to give the proof in the convex case. By 
assumption q’(u) is increasing for O=u=1. A simple calculation 
shows that 


(16.18)  Q(h; q) = q.(2h) —q(2h) + 2[1—g (1 —2A)] 


37* 
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is a monotone function of fh at least when A is sufficiently small, 
Replacing 2, by 2 in (16.08), we get an inequality which is satisfied 
if (16.17) holds. It follows that [H, q(u)] is Fourier-effective. 

As a particular choice of qg(u) which leads to a Fourier-effective 
definition by virtue of this.theorem we may mention 

q(u) = 1—(l—wu)*, a>Qd, 

which is the mass function of the Cesaro mean of order «. This result 
of course is well known. A more general choice is the following 
(16.19) qg(u)— 1—A(l —u)*[log 4] ‘[logs “1 ] ae [log sl 4 
where the A’s are subject to certain obvious conditions in order that 
q(9) = 0 and that the various logarithms shall be real and positive for 
0<u< 1. In order to ensure that [H, q(u)] shall be Fourier-effective, 
the «’s have to be restricted as follows: 





a > 0, a,,...,%, arbitrary, or 
a= 0, a, < —l, a,,...,a,, arbitrary, or 
a=0, «4, = —l1, a, < —l, a,,...,a,, arbitrary, etc. 

The definitions [H,q(u)] which satisfy the conditions of Theorem 16. 4 
seem to be closely related to a class of definitions of summation intro- 
duced by F. Nevanlinna [1] and proved by him to be (F)-effective. The 
proof that these definitions are actually Fourier-effective was given by 
A. F. Moursund [1]. : 

It should be pointed out that Theorem 15.2 imposes a fairly severe 
restriction on q(u) which need not be satisfied by an (F)-effective method 
[H,q(u)]. In order to illustrate this point let us choose q(u) = &(u), 
the singular function of Cantor-Lebesgue mentioned in §6. The defi- 
nition [H, &(u)] is (F)- and (F)-effective by virtue of Theorem 16. 1. 
Indeed, g,(u) = qg(u) = &(u), and we know that 

w(h; &) = O(h?), y = log 2/log3, 

so that (16.01) holds. This example shows that it is not necessary for 
q(u) to be absolutely continuous in order that [H,q(u)] be (F)-effective. 
Let us now consider the question of (L)-effectiveness. We have (Hille- 
Tamarkin [4]) 

1 x 
(16. 20) fend E(u) = e'/24* JJ cos(3-*8). 

0 n=1 
Let k be an arbitrary positive integer and put s = 2273*. The result is 
found to be real, positive, and independent of k. For s = 23", we get 
a fixed purely imaginary result instead. Since 


fe*dg(u) = is-1(1—e*) —is (2) “[C(s) +68 (0), 
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it follows that in this particular case s|C(s)| and s|S(s)| exceed a fixed 
positive constant for a sequence of values of s tending to infinity. From 
this it follows readily that we cannot find a function €(s) with the prop- 
erties required by Theorem 15. 2. 

This argument of course only shows the limitations of Theorem 15. 2. 
It does not prove that [H,&(u)] is not (L)-effective, a question which 
we are unable to decide one way or the other. It would be interesting 
to construct a method of summation for Fourier series which is (F)-effec- 
tive without being (L)-effective >). It would also be interesting to know 


if (F)-effectiveness and (F)- effectiveness are independent notions. Our 
studies of these two problems have not led to any definite results. 
17, Convergence in the mean. In this paragraph we consider questions 
of a different nature. From our second memoir [5,,] we take the following 
Definition 17.1. [H,q(u)] is said to be effective in the mean of order 
r> 1, if 


a 


(17. 01) lim j \f (x) —H, [f (z), q(u)]\"'da = 0 
for every function f(x) c L,. 

We shall prove 

Theorem 17.1. If [H,q(u)] is (F)-effective, then it is effective in the 
mean of every order r > 1*°). 

Proof. Writing (t,x) instead of merely g(t) for the sake of 
clearness, we have 


nm 


H, (f(z), J —f (2) = | p(t,2) H, (dt. 


Let us first take the case r= 1. Then f{(xz) c Z by assumption, and 


- 


fi @)—H.U(e),giaz = f J ots2) Hanae de 


< [|A.@\dt f \pt,2)\dez. 
0 —n” 
Suppose that [H,q(u)] is (F)-effective so that 


(17. 2) f\4.@|dt< M. 
0 


19b) [Added in proof.] Dr. R. E. A. C. Paley has recently informed us of his 
having constructed such riethods. We hope that a detailed description of this 
construction will soon appear in print. 

2°) This is merely a special case of the main theorem of our second memoir [5, J. 
For the convenience of the reader we give a direct proof. 
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By a well-known property of the Lebesgue integral we can choose 6 so 
small that for 0 t= 6 


(17.3) | |p(t,2)|\d2 = f \f(a +t) +f (x—t)—2f(z)|dz = 0(1) as t +0, 


On the other hand, 6 being fixed, by Lemma 11.4, 
(17. 4) |\H,,(t)|} ~>0 as n—> o, 


uniformly in d6<t<2. We have consequently 


(17.5) { \f(@) — A, Uf (@), d|da >-0 as n> o, 
which proves the theorem for r = 1. 

Now let r >1 and assume that f(x) c Z, and that (17.2) holds. 
Here we resort to an inequality utilized for similar purposes by M. Riesz [1, 
where reference to W. Gross is to be found]. Denoting the conjugate 
exponent of r by r’ we have 


nm 2 rir’ 


(17. 6) | (@ (t, x) H, “at| < | f\ p (t, x) |"| A, «| de][ | |H_()|ae] 


« 


0 0 


< Mr [| H,O| |p 2) \rat, 


and 
f\f()—H, (2), dirdz < Mr” [ [ip 2)/|H, @|\dede 
= Mr [\H,()\ dt {| p(t, 2)\rdz. 
Since it is known that . P 
(17. 8) {lel 2)\rdx = o(1) as t + 0, 


the same type of argument as above shows that the theorem holds for 
ra 

For certain values of r we can show that (F)-effectiveness is not 
necessary for effectiveness in the mean of order r. Thus a simple argu- 
ment shows that any definition [H,q(u)] is effective in the mean of 
order 2, regardless of its being (F)-effective or not. 


18, Appendix. In §5 we raised the question if the condition 
g,(u) c &, is necessary in order that the Fourier transform G(s) of 


(18. 01) g(u) = (22)-'2 fo (t)9g,(u—t)dt 
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shall belong to 2. We mentioned that this condition cannot be replaced 
by the assumption that g, (u) c 2,, g,(u) c L,,, for some fixed p, 1 < p< 2, 
without jeopardizing G(s) c 2. This can be shown by means of the 
following example: 


a 
q, (u) = (22)-*2 lim J exp [is (u + log s)]s~*ds = f (u, «), 
(18. 02) arin 
g,(u) = (22)-* lim fe s-? ds, 
am 3 

where R(a) > 4, 0 < R(8) < 1. 

The function g,(u) is clearly continuous for all values of u, except 
for uw = 0, and we shall see that g,(u) is continuous for all values of u. 
An integration by parts shows that 


(18. 03) g,(u) = O(|ul—*) as |u| + o. 
and a suitable change of variable of integration proves that 
(18. 04) g,(u) = O(|u/®#@—*) as u +0. 


We shall prove that 
(18. 05) g, (u) = O(|u|—*) as |u| > o. 


We postpone the proof which is rather long, and pass over to the 
consequences of these estimates. They show that g,(u)c 2, for every 
q > 1, and that g,(u) c 2, for every p > [1— R(f)]—'; thus g, (u) and 
g, (u) always belong to conjugate Lebesgue classes. Both functions possess 
Fourier transforms, and the identity theorem shows that 


js—* e# tose, s > 2, s—?, s > 2, 


(18. 06) G, (s) = 10 <9 G, (8) sax (0 8s < 2. 


Now consider the relation 


(18.07) g(u) = (22)-"2 fg, @)g.(u—dadt 


—o 
a 


= (22)-"s lim [ e-*G, (s)G,(s)ds = f(—u,a +). 


a-> oc — 


for a fixed a,R(«x)> 4. The relation holds for any # with R(f)>4 
by virtue of (3.16). But g(u) exists for R(f)> 0, and defines a holo- 
morphic function of # in this half-plane, and the same is true of 
f(—wu;a-+ 8). These two analytic functions of 8 coincide in the half-plane 
R (8) > 4, and must consequently be identical in the common region of 
existence (8) > 0. It follows that (18.07) holds for R(f) > 0. 
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Referring once more to the Fourier transform identity theorem we 
see that 
(18. 08) T (g(u)} = G(s) = G, (— 8) @, (— 8) 

a (-- 8)—*—B e— tslog(—8), 8 <= —2, 

7 Oo s> — 2, 
when K(a) > 4, K(f) > 0. But it is obvious that we can choose « 
and f subject to the additional requirement that R(« + 8) < 1, in which 
case G(s) does not belong to 2. 

This proves the assertion. It remains to prove (18.05). /(u,«) is 
defined for R(«) > 0, but the properties of f(u,a) for large negative 
values of u are radically different in the two cases 0< R(x) <4 and 
+<R(a). In the first case f(u,a) does not belong to any Lebesgue 
class, in the second case /(u,a)c 2, for every g > 1. 

We start with the case u > 0 which does not offer any diffi- 
culties. Put 
(18. 09) y (8, u) = ts (u + logs). 

A suitable integration by parts shows that 


(18. 10) ferems-eds = { [ei (s, u)]—?s—*d, er 
2 2 


= [i (s, u)}-* s-* ers) 
a 


+ j seer u) i (s, u) [p, (8s, u)]-* + as—*[o,(s, u)}—*} ds. 
Hence ; 


f (u, a) = 42-* e8#@ + 1082) (] + % + log 2)—-? + j se... de. 
2 

The integrated term on the right is clearly ~2-*u~—* in absolute value, 
as u->-+ oo. The integral converges uniformly for u > 0, hence re- 
presents a continuous function of u for u > 0. An analogous argument 
will show that f(u,«) is continuous for u > u, > — o, u, being arbi- 
trary. A repeated integration by parts will show also that the integral 
actually is O(u-*) as u+-+ oo. Hence 

(18. 11) |f (u, a)| ~2-*u- as u> + 0c, R(a) > 0. 


The consideration of large negative values of u offers more diffi- 
culties. We put 
(18. 12) u=—t, p(s,u) = p(s, 2), 
and note that 


dy fy =. By 


Ze = t(L—t + logs), ja 1 gy B sa = te’ 

















Summability of Fourier series. 


It follows that 


(18. 13) oY = 0 fors=¢—1=s 
8 


The main contribution to the integral defining f(—t,«) comes for large 
values of ¢ from the neighborhood of s = s,. We take 


0 


= 1— sh log s, = 1— (t — 1) en ¢—-9, 
(18. 14) PN . & ( ) 
NM, = 1+ 87" logs,. 


Restricting the attention for the present to the interval (7; 8,, 48) we have 


(18. 15) p(s, t) = (s,, t) + 44871 (s —s,)? + R,, 
where 
(18.16) R, =—2i[s, + 4(s—s,)}-2(s—s,)* = O(t®e-*2), 0< A <1. 
Hence 
ev 9 — ev, 9 exp [fi s—1 (s — s,)*] [1 +O (t% e—"24)], 
and 
“geabe-ede 
"240 = 
(18.17) = evo | s—*exp[4is>1(s —s,)*][1+O(#e—'2")] ds 
— e¥ [ exp [}is—1 (s — s,)*]s—*ds + O[t e—®@4, 
"140 


Further, on setting ¢, = 2—‘:logs,, we have 


"20 
j exp [44s,>'(s —s,)*]s-*ds 
"1 40 
to 
(18. 18) = (25,)" f e* [s, + (25,)'2 vJ-#dy 


—ty 


= Qa s'h—« fe [1 a ar | “ay 


“a 
to 
= Q's aie) ferd v +- O (log* 5-55 %)| 
= 4 
= 2a sia—* [at e* + Of (log s,)—"2]} +0 (5 *@ log* s,}. 
It follows that the critical integral over the range (7, 8, 1,8) tends to 
zero exponentially, oscillates boundedly, or tends to infinity exponentially 
according as R(a)[ > 0] is >}, = $ or << 4, andt++ o. The critical 
integral is decisive for the behavior of /(—t,«) for 0< R(«) <4, but 


does not indicate the correct order of magnitude of this function for 
R (a) > 3. 
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It remains to consider the integrals over the ranges (2, 7,8,) and 
(ny %, c&). This discussion follows the same pattern as that employed 
in the case of u > 0. Let us start with the first integral and use for- 
mula (18.10), replacing u by —¢ and the limits 2, a by 2, », s, respec- 
tively. The integrated part is then O(¢-*) in the lower limit and 

O[(log n,)—* 55 *] = O [(log 8,)—* ,/2—* 7} 

in the upper, and hence is always less than the contribution from the 
critical integral. To the integral of the right-hand member we apply 
another integration by parts. Suppressing the variables s and t, whenever 
this can be done without ambiguity, we get 


[ev [s-* y" (y)-§ + ase (yy) " 
"140 


(18. 19) -—— j ev [y’” s—*(y’)-* —@g-e—t y” (y’)-* 


s 
—S3$3s-¢ (y”)? (y’)-* == @ (ax + 1) g-a—2 (y’)-* 
—2asme—ty" (y’)-‘]ds. 
Here the integrated parts are O (t-*) in the lower limit and 
O [log n,)-* 4, *—*] = Of (log s,)-* 2—*)] 


in the upper. In the integral replace each term by its absolute value 
and note the expressions for the partial derivatives of w/(s,t) with 
respect to s. The result is a linear combination with constant coeffi- 
cients of integrals of the form 
"1,%0 
(18. 20) L= f |p’ Pts 2-%@ds, k = 2,3, 4. 
4 
We start with k = 2 and observe that |y’| > |logy,| ~ sy"! logs,. 
Consider the function (1 —t-+ logs) s‘/2, It is negative for s < s, and 
positive for s > s,. Its derivative vanishes once, viz., for s = e~*s,, 
and is negative before, and positive after this value. It follows that the 
least value of | p’| s‘/2 is reached at one of the endpoints of the interval 
under consideration, and substitution shows the minimum value to be 
O (t) for either endpoint. Hence 


"18 "j4o 
J, = f| yp’ s'iz|-*s-1-%@) ds = O(t-*) f s—1-%@ds = O (t-), 
2 2 
and 


"180 "180 
J,= lv g'lz|—8 g— "2-2 Odds — O(t-») { sheds, 
2 2 
If R(x) > 4 the result is O(t-*), whereas it is O(t-*) for R(a) = } 
and O[t—* exp {(} — R(a))t}] when R(a) < }. 
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The case k = 4 remains. Here the procedure has to be modified. 
The minimum value ot | y’|s‘/« in the interval (2, s,e~*) is O(t) and is 
reached at the left endpoint. Hence 


e~4 & 


fly! stel-4s-2-"@ds =O(t-4). 
2 


Next, 

"1,80 "180 

{ | p’|—* 8-2-2 @ ds = O[sy 1-2 @)] j s—! (t—1— logs)-‘* ds 
e-4 8 e~4 & 


= O [(log n,)—* s>*-*@] = O[(log s,)—* st!2 —*), 


This completes the discussion of the integral over the range (2, 8). 
If R(x) > 4 this integral is at most O(t-'), and for 0 < R(a) < } it 
is of lower order than the critical integral. 

A similar argument applies to the integral over the range (7, 8,, 0) 
and leads to estimates of the same nature. As the final result we obtain 
consequently 


(18. 21) f(—t,«) =O(t-), R(«) > 4, 


(18.22) f(—t, 2) = (22)" exp [i (Z—-e-1) + ($—«)¢-1)]0+04)), 


0< Ra) <>: 
Formulas (18.11) and (18.22) together prove (18. 05). 


Addition in proof, April 17, 1933. In preparing the present paper we 
overlooked an important result of N. Wiener [Tauberian theorems, Ann. of Math. (2) 
83 (1932), 1—100, Lemma II f, p. 14] according to which property (14. 03) is equi- 
valent to the function in (16.02) having an absolutely convergent Fourier series in 
(—2,2). Using this result we might have omitted the proofs of Theorems 6.2 
and 8.1 and the proof of the continuity of g(u) on p. 556. We could also have 
simplified the discussion in § 16 and added further examples cf (F)-effective methods. 
In the light of Wiener’s result and of our own unpublished result mentioned in 
foot-note 18) the absolute convergence of the Fourier series of the function in 
(16. 02) is a necessary and sufficient condition for the (F)-effectiveness of the 
method [H, q (u)]. 
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Uber asymptotische Entwicklungen bei Randwert- 
aufgaben elliptischer partieller Differentialgleichungen. 


Von 
Erich Rothe in Breslau. 


Wiahrend bei gewéhnlichen Differentialgleichungen iiber asymptotische 
Eigenschaften und semikonvergente Entwicklungen zahlreiche Unter- 
suchungen vorliegen, ist hieriiber bei partiellen Differentialgleichungen 
wenig bekannt'). Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit der asymp- 
totischen Lésung von linearen inhomogenen Randwertaufgaben bei 
Differentialgleichungen der Form L(v)+ Av = A*y, wo L ein linearer 
partieller (oder auch gewdhnlicher) Differentialausdruck ist. In einer 
Reihe von Fallen wird fiir die Lésung eine semikonvergente Entwicklung 
angegeben, die giiltig ist, wenn A in der komplexen Ebene in gewisser 
Weise ins Unendliche geht (s. Gl. (1)). Diese Entwicklung, die nach 
negativen Potenzen von A fortschreitet, ist formal ebenso einfach herzu- 
leiten wie die nach positiven Potenzen fortschreitende fiir geniigend kleine 
4 konvergente Neumannsche Reihe. Der Nachweis ihrer Giiltigkeit ist 
jedoch schwieriger. Es liegt dies daran, daB es sich — vom Standpunkt 
der Theorie der Integralgleichungen aus gesehen — bei der Neumann- 
schen Reihe um die Potenzentwicklung der Fredholmschen Resolvente an 
einer reguldren Stelle, im anderen Falle dagegen um die Entwicklung an 
der im allgemeinen wesentlich singuliren Stelle Unendlich handelt, so da8 
von vornherein nicht mit Konvergenz, sondern héchstens mit Semi- 
konvergenz zu rechnen ist. Die einzelnen Glieder unserer Entwicklung 
werden aus der gegebenen Funktion y durch Differentiationsprozesse be- 
rechnet, wahrend bei der Neumannschen Reihe bekanntlich Integrationen 
notig sind. 

In § 1 werden die zu beweisenden Satze zusammengestellt. § 2 ent- 
halt einige Hilfssitze aus der Theorie der Integralgleichungen und § 3 als 
Folgerungen aus diesen einige Hilfssiitze iiber inhomogene lineare Rand- 





1) Eine Ubersicht aber die in der Literatur vorliegenden Ergebnisse findet 
man bei W. Sternberg, Die Theorie der Randwertaufgaben im Gebiet der partiellen 
Differentialgleichungen, Pascals Repertorium der héheren Analysis I, Kap. XXII, §7. 
Es handelt sich um Arbeiten von Weyl [Math. Annalen 71 (1911), J. f. Math. 141 
(1912) und 148 (1913)}; Courant [Math. Zeitechr. 16 (1922), Gott. Nachr. 1923]; 
Hammerstein (Math. Annalen 98 und 95 (1925—1926) und Sternberg [Math. Annalen 
86 (1922)). 
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wertaufgaben bei Differentialgleichungen beliebiger Ordnung der Form 
L(u) + Au = A*gy, wobei tiber ZL und die Randbedingungen im wesent- 
lichen nur Existenz und Symmetrie der zugehérigen Greenschen Funk- 
tion K vorausgesetzt wird, wahrend der Funktion g Randbedingungen 
auferlegt werden, die darauf hinauslaufen, daS die Funktionen 9, L (9), 
L(L(q)), ... (bis zu emer gewissen Iteration) quellenmaBig durch K dar- 
stellbar sind. Da es aber (abgesehen von gewissen Differenzierbarkeits- 
voraussetzungen) mdglich sein muB, @ willkiirlich vorzuschreiben, kénnen 
diese Bedingungen nicht als sinngemiB angesehen werden. Unter ge- 
wissen Voraussetzungen iiber den lsenden Kern von K (d. hb. die zu- 
gehérige Greensche Funktion von L(v)-+ Av) kann man sich jedoch von 
ihnen befreien (Hilfssitze II, V). In §4 wird nun gezeigt, daB in den 
Fallen, auf die sich die Behauptungen des §1 beziehen, diese Voraus- 
setzungen erfiillt sind, woraus dann in §5 der Beweis dieser Behaup- 
tungen fast unmittelbar folgt*). 

Betrachtungen, die den in dieser Arbeit angestellten (siehe insbesondere 
Satz II) ahnlich sind, lassen eine Anwendung auf die Theorie des Skin- 
effekts bei hochfrequenten Wechselstrémen zu, woriiber an anderer Stelle 
(Zeitschr. f. Phys.) berichtet werden soll. 


§ 1. 

Satz I. Sei 8 ein im Endlichen liegender ein-, zwei- oder drei- 
dimensionaler Bereich. An seinem Rande seien gewisse lineare homogene 
Randbedingungen H vorgeschrieben. Vorausgesetzt wird, da8 zu diesen Rand- 
bedingungen und dem Laplaceschen Operator 4 eine reelle symmetrische 
Creensche Funktion K (s, t)*) existiere, die im Sinne der Theorie der Integral- 
gleichungen brauchbar unstetig sei. Es seien ferner W\) bzw. W® die 
beiden Winkelriume der komplexen A-Ebene, welche die positiv bzw. 
negativ reelle Achse in ihrem Innern enthalten und von den beiden unter 


den Winkeln + ¢ (0 <es 4) gegen die reelle Achse durch den Null- 


punkt gezogenen Geraden begrenzt werden. Ist dann w(s) eine in B 
(2m + 4)-mal stetig differenzierbare Funktion und k eine beliebige reelle 


2) Die erhaltenen Resultate werden sich hiernach in dem Augenblick aus- 
dehnen Jassen (z. B. auf Gleichungen von hédherer als der zweiten Ordnung), in 
dem es gelingt, die Resultate von § 4 (Abschitzungen Greenscher Funktionen) zu 
veraligemeinern. (Zusatz bei der Korrektur: Die Ubertragung der Satze I und IT 
auf den Fall 4 Av + Av wird in einer demnachst in dieser Zeitschrift erscheinenden 
Arbeit ausgefiihrt.) 

8) Die Variablen s, ¢ stehen fiir Punkte des Bereiches 8. Entsprechend 
schreiben wir Raumintegrale kurz in der Form { f(t) dt. 

S 
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Zahl, so gilt in jedem inneren, vom Rande um mehr als d entfernten 
Purkte s von $ fiir die Lésung v(s) der durch die Randbedingung H 


und die Gleichung Av+iAv=saty 


gegebenen Randwertaufgabe die Darstellung 











Ay , 4A : fs 
Q o@ = a2 —- s+ et... +(- Pt Sa + Pale 
mit 
C 
(1 a) |Pm| < varie? 


wenn 4 auBerhalb der Winkelraume W°” und W”” liegt. C ist dabei eine 


nur von ¢,m,d,|y|,|4 y|,| 44 y|,....; 4+” yl, {x (s,1)P de| und dem 





Inhalt des Bereiches $, dagegen nicht von A oder s abhangige Kon- 
stante*). Ist speziell K positiv definit, so braucht nur WS” ausgeschlossen 
zu werden. 
Satz I’. Im Bereiche 8 von Satz I seien a,, = a,, gegebene reelle Funk- 
n 
tionen der Koordinaten z; und die Form 3’, a,, &&, (m = 1,2 oder 3) 
i,k 
sei positiv definit in 8. Es wird die (unter gewissen Differenzierbarkeits- 
voraussetzungen iiber die a,, und den Rand von $ gewiB erfiillte) Voraus- 
setzung gemacht, daB die am Rande verschwindende symmetrische 


Greensche Funktion von 
n 


7 @ dv’ 

L(y) = pe iz, (852) 
existiere. Ist dann v(s) die am Rande verschwindende Lésung der 
Gleichung L(v) 4-Av = A* y, so gilt bei negativ reellem A fiir » wieder 
die Darstellung, die aus (1) entsteht, wenn der Operator A durch L 

ersetzt wird, mit der Restabschitzung (1a). 

Satz Il. Am Rande des ein-, zwei- oder dreidimensionalen Bereiches 
% seien lineare inhomogene von 4 unabhingige Randbedingungen J vor- 
geschrieben. Zu den zugehdrigen homogenen Randbedingungen H mége 


*) Is yw beliebig oft differenzierbar (z. B. analytisch), so gilt also die semi- 


y Ay A® » , , 
— lin. mas +... DaB diese im all- 
~~ 62 .:.LhCUP 





konvergente Entwicklung v ~ 
; ; - ; 1 
gemeinen nicht konvergent ist, sieht man z. B., wenn $ das Intervall 0 = s = 3” 


1 
y(s) = — und k = 1 ist; denn dann ist das allgemeine Glied der Entwicklung 


nicht kleiner als (2n)!:4". — Formal erhalt man die Entwicklung ohne weiteres, 


wenn man zur Lésung der Differentialgleichung den Ansatz v = 2* > ar(s) the 
macht. —_e 
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eine reelle symmetrische Greensche Funktion K von A gehéren. Ist dann v 
die den Bedingungen J geniigende Lésung der Gleichung 4v + Av = 0, 
und 6 > d ein Paar positiver Zahlen, so gibt es ein A,, so daB folgendes der Fall 
ist: in jedem inneren Punkt s von $, der vom Rande um mindestens 6 
entfernt ist, gilt . 

|v(s)| < e—4|Vilsin 2 


fiir alle nicht den Winkelriumen W{”, W® angehérigen A, deren Betrag 
oberhalb A, liegt. Ist insbesondere K positiv definit, so geniigt der Aus- 
schluB von W'”. 


Satz II’: Unter den in Satz I’ gemachten Voraussetzungen sei v 
diejenige Lésung von L(v) + Av = 0, die am Rande vorgegebenen Werten 
zustrebt (erste Randwertaufgabe). Zu jedem Paar positiver Zahlen m, 6 
gibt es dann eine (von A unabhiangige) Zahl C, so daB bei negativ reellem A 

|v(s)| << — 
14] 


fiir alle s aus % gilt, deren Entfernung vom Rande gréfer als 6 ist. 


§ 2. 

s, ¢ seien Punkte eines ganz im Endlichen gelegenen Bereiches 8 von 
beliebiger Dimension. K (s, ¢) sei im folgenden stets ein reeller symmetrischer, 
im Sinne der Theorie der Integralgleichungen brauchbar unstetiger Kern. 
Wir sagen dann, die Funktion f(s) sei m-mal quellenmaéBig durch K dar- 
stellbar, wenn /(s) durch den n-ten iterierten Kern K™ (s,t) von K(s,t) 
quellenmaBig darstellbar ist, d. h. also, wenn eine stetige Funktion / (s) 
existiert, so daB 


(2) f(s) = | K(s,0 (ae 
8 
ist. Setzt man also fiir »v = 0,1,...n—1 
(3) [oreo moat = 
so wird 
(4) f(s) = [ K (s,Q fet (dt. 
$ 


Wir betrachten nun die lineare Integralgleichung 


(5) u(s)—A [ K(s,t)u(t)dt = a*f(s), 
& 


wo & eine beliebige reelle Zah! und /(s) eine gegebene von A unabhiingige 
Funktion ist. 
Hilfssatz I. f(s) = f(s) sei eine (m+ 2)-mal quellenmaBig durch 
K darstellbare und /®, f® ... f™*® die durch (3) (mit n = m-- 2) 
Mathematische Annalen. 108. 38 
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definierten Funktionen. Dann gilt fiir alle auBerhalb der Winkelriume 
Wy, WY” gelegenen A 





(1) j® (7m) 
(6) iam < a -f Ps. a — R,, (8), 
mit 
1 1 , =» 2 
(7) R,, (8)| S jam i—®) sine ] [X(e.nrae [ier opae. 


Zusatz. Ist K positiv definit, so geniigt der Ausschlu8 von Wy”. 
Beweis. Sind A, und u,(s) (¢ = 1, 2,3,...) die Eigenwerte bzw. 
normierten orthogonalen Eigenfunktionen des Kernes K, ist ferner fiir 
jede Funktion A (s) 
h, = [h(t)u,(t)dt 
a 


gesetzt, so laBt sich die Lésung u von (5) bekanntlich in der Form 


u = f; 
(6) r= fe)+a D'S ae) 


schreiben. Da f/ quellenmaBig durch K darstellbar ist, so gilt die gleich- 
maBig und absolut konvergente Entwicklung 





(9) f(s) = Lhe (s), 
i=1 
so daB aus (8) 
) my 454; 
(10) ~~ - ree (8) 
‘=1 
tone A, \2 A,\™ 7 4,\mt2 
‘a 2 hate +(¥) = -- +(G) +({) che’ 
i= F l—; 
4 
folgt. Unter Benutzung von 
u,(s) = A, JXnumae 
folgt ferner leicht aus (4) 
f» f” f™ + 2) 
a jure 
Daher liefert (10) 
u(s) * ow a . + "lh l 
(11) - alae > “| rt tS + oH whet 
i=1 1— ZT 


Nun sind f(s), f(s), ..., f*(s) mach (4) quellenmaBig darstellbar, 
lassen also eine zu (9) analoge Entwicklung nach den Eigenfunktionen 
u,(s) zu; daher kann an Stelle von (11) 

(12) wis) @) rie oe oe _R 


_ 4™ m (s) 





* A 
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mit 
» Lwo 2 SSS eee 
m yeti 4 A; ymr+i A, A, 
i=1 ee 3 i=1 =< 


geschrieben werden. Um nun R,, abzuschatzen, bemerken wir, daB wegen 
der Symmetrie von K die Eigenwerte A, reell sind. Ist daher A ein be- 
liebiger Punkt der komplexen A4-Ebene und g die Gerade, die ihn mit 
dem Nullpunkt verbindet, so liegt der Punkt A,;:A auf der aus g durch 
Spiegelung an der reellen Achse entstehenden Geraden. Daraus folgt, 
daB mit A auch 4,:4 auBerhalb der Winkelriume W<”, W” liegt. Fiir 
solche A gilt daher 


(14) 1— —/| =} sine. 
ai ™— 


Unter Benutzung der Schwarzschen und Besselschen Ungleichung, sowie 
der Gleichung 





f=1 “i 


erhalten wir daher aus (13) 


w u? (8) 
i 


1 


= (a"™*1\ sine)? 


(15) | R,, (8) |? 





| (x (s, oy de [ym + (4)}? dt. 
g ¢ 
Hieraus im Verein mit (12) ergibt sich die Behauptung (6), (7). 


Beweis des Zusatzes. Da unter der bestehenden Voraussetzung 
4, > 0 ist, so ist fir alle A mit negativem Realteil (insbesondere also 


fiir die in W® gelegenen) r _ + =>} 1, also die Ungleichung (14) gewi8 


erfiillt. Daraus folgt, da® der obige Beweis auch fir die in W<” ge- 
legenen A seine Giiltigkeit behalt. 


Definition. Die fiir alle Punkte s und ¢ des Bereiches 8 (mit 
eventueller Ausnahme von s = ¢) erklirte Funktion G(s,t,4) heiBe sin- 
gulir von der Ordnung / in einer sich ins Unendliche erstreckenden Punkt- 
menge A der komplexen A-Ebene, wenn fiir alle 4 aus A folgendes erfiillt 
ist: Ist B’ ein beliebiger Teilbereich des Grundbereiches 8, so gibt es zu 
jeder positiven Zahl 6 eine von A und s unabhingige Zahl y, so daB 


(16) j IG(s,t,a)\des 2% 
%—8’ , 


ist fiir alle s aus 8’, die von 8 — 8’ und vom Rande des Bereiches 8 
um mindestens 6 entfernt sind. 


38* 
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Hilfssatz II. Sei g(s) eine in % definierte stetige Funktion und 8’ 
ein ganz im Inneren von % gelegener Bereich. Es sollen dann folgende 
Voraussetzungen gelten: 

A. Es gibt eine (m + 2)-mal quellenmaBig darstellbare Funktion / (s) 
(fiir welche also (2) mit n = m+ 2 gilt), so daB® /(s) = g(s) fiir alle 
inneren Punkte s des Teilbereiches 8’ ist. 

B. Der lésende Kern G(s,t,4) von K ist singulair von der Ordnung 
m —+-2 in einer sich ins Unendliche erstreckenden, auBerhalb der Winkel- 
raume W\'’, W gelegenen Punktmenge A. Bei positiv definitem K 
geniigt der Ausschlu8 von w”. 

Ist dann v(s) die Lésung der Integralgleichung 


(17) v(s)—A { K (s,t)v(t)dt = A*g(s) 
§ 
und s ein innerer Punkt von %’, der vom Komplementirbereich 8 — 


(also auch vom Rande von $8) um mindestens 6 entfernt ist, liegt ferner 4 
in A, so gibt es eine nur von 6, ¢, m, y, dem Inhalt von 8 und den Maxima 


der Betrage von [tk 6. t)Pdt,g,f,f"*+» abhangige Zahl C,, so dab 


1 


= 


=| 


~ 


(8) f® (8) f™ (e) 
= ge — “oe ee 


v (s) == 


4. 
mit 


C; 
P,,,(s)_< ———— 
| m(8) | alert k 
gilt. {(s), f(s), ..., f(s) sind hierbei die in (3) definierten Funk- 
tionen. 
Beweis. Nach der Grundeigenschaft des lésenden Kerns sind die 
Lésungen von (5) und (17) 


w(s) = 4 f(s) +4 J f()G(s, t, a)dt), 


v(s) = # {9 (s) dp a J g (t)G(s,t, Aydt}. 


Fiir einen inneren Punkt von 8’ folgt hiereus nach Voraussetzung A 


v(s) — u(s) = Arr j G (s, t, A) [g (t) — f (OJ dt. 
S— 3’ 


Ist tiberdies s von 8 — $B’ (also auch vom Rande von 8) um mehr als 6 
entfernt, so ist hiernach auf Grund der Voraussetzung B nach (16) (mit 
{= m-—+ 2) 


Jo(s) — (0) ie 


“¥y 
/ 


sim+il 
JA] 


Aus Hilfssatz I folgt daher die Behauptung. 
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Hilfssatz III. G(s,t,4) sei der lésende Kern zu dem Kern K (s, t), 
T sei ein (echter oder unechter) Teilbereich des Grundbereichs 8. Dann 
gilt fiir alle nicht den Winkelraumen W;”, W{? angehérigen A die Ab- 
schatzung 


{ G(s,t, ajdt] < C,, 
T 
wobei C, eine nur von e¢, Max | [[K (s, 0} dt| und dem Inhalt von $8 
‘$ 


abhangige Konstante ist. Bei positiv definitem K geniigt der AusschluB 
von W,”. 
Beweis. Sei 
har | 1, wenn ¢t < 7, 
, , *#< 8-7, 

und seien g; die Fourierkoeffizienten von g(t) in bezug auf die nor- 
mierten orthogonalen Eigenfunktionen u,;(s) des Kernes K und A, dessen 
Eigenwerte. Nach dem Entwicklungssatz ist dann, da A, — A die Kigen- 
werte von G(s, t, A) sind, 
(18) [ G(s,t,a)dt = | p(G(s, t, Aydt = yee _ oe. 


? 8 i=1 “ 


—~ & 


Fiir die in Rede stehenden A ist nun offenbar |A; — A| > |A;|sine. Daher 
folgt aus (18) 





Joeenel sar S| 
T ‘a | 


- 


= sin « mV ft { (K Pat {tv p (dt, 


woraus die Behauptung folgt, da Jteol } dt héchstens ied dem Inhalt 
des Bereiches % ist. 


§ 3. 

Hilfssatz IV. Gegeben seien ein linearer homogener Differential- 
ausdruck L(u) und gewisse auf den Rand des Bereiches 8 beziigliche 
lineare homogene Randbedingungen H. Vorausgesetzt wird, daB zu L(u) 
und H eine symmetrische Greensche Funktion K (s,t) gehére, die einen 
brauchbar unstetigen reellen Kern darstellt. Wir betrachten die durch 
die Gleichung 
(19) L(u) + Au = A y(s) 
und die Bedingungen H gegebene Randwertaufgabe. Uber die in (19) 
auftretende Funktion g(s) wird vorausgesetzt: 
a) p, L(¢), L(L(¢)) = L® (¢), ... L"*+”(¢) existieren und 

sind stetig in 8, 

B) o, L(¢), ..., (ep) geniigen der Randbedingung H. 
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Fiir die Lésung der Randwertaufgabe gilt dann 


L™—-Y(@ 
u(s) = oa -44 Pde. ehem 1 — Re) 








mit 





|Rul)! S serra wine V UR GoPae- [n+ >(pypar, 
ss 





wenn 4 nicht in den Winkelraumen W‘, W® liegt. Ist K(s,t) positiv 
definit, so geniigt der Ausschlu8 von W,”. 


Beweis. Nach der Grundeigenschaft der Greenschen Funktion 
K(s,t) erfiillt die Lésung u unserer Randwertaufgabe die Integral- 
gleichung (5) mit 

f(s) = — JK (s.) oat 


und gelten auf Grund der Voraussetzungen «) und f) die Gleichungen 


p(s) = — | K(s,t)L()dt; L(g) = — J KenL (9) ae; — 
8 
L(g) = — (K(s,t)L™+(g) dt, 
38 


f(s) ist daher (m+ 2)-mal quellenmaBig durch K(s,t) darstellbar, und in 
der Bezeichnungsweise von (3) bzw. (4) kénnen wir schreiben 


¢ (8) — — f(s); L(¢) = f(s); aan [km +0 (9) =_ (— 1)@ +2 fm + (8), 
Unsere Behauptung folgt daher aus Hilfssatz I und Zusatz. 


Hilfssatz V. Wir betrachten die durch die Randbedingung H und 

die Gleichung 
L(v) + Av = A* y(s) 

gegebene Randwertaufgabe. Ist p die Ordnung des Differentialausdrucks L, 
so besitze y stetige Ableitungen mindestens der Ordnung N, = p(m-+ 1) 
(py erfiillt also die Voraussetzung «) von Hilfssatz IV, aber nicht not- 
wendigerweise £)). Die zu L(v)+ Av und der Randbedingung H ge- 
hérende Greensche Funktion @(s,¢t, A) sei singulér von der Ordnung 
1 = m-+ 2 in einer Punktmenge A. Liegt dann A in A, aber nicht in 
einem der Winkelraume WS”, W?, so gilt in jedem inneren vom Rande 
um mehr als d entfernten Punkt s von $ fiir die Lésung v die Dar- 
stellung 


(20) v(e) = 2, — BW gg (ayn PW), Dey 


+> 
pi-t yin a qm—k 





mit 


(20a) | P.(8)| <— 


eet 
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wobei C, eine von ¢,m,d,y, dem Inhalt von 8 und den Maxima der 
Betrage von ju (s,t)P dt, py, L(y),...,L™+”(y), dagegen nicht von A 


und s abhiangige Konstante ist. 


Zusatz. Ist die zu L(v) und der Randbedingung H gehérende 
Greensche Funktion K(s,t) positiv definit, so geniigt der Ausschlu8 
von W. 

Beweis. Sei s = s, der innere Punkt von %, fiir den (20) zu be- 


weisen ist. Sei ks; das Innere der Kugel um s, mit dem Radius 6 = +. 
Da K die zu L(v) und H gehérige Greensche Funktion, so geniigt v der 
Integralgleichung (17) mit 


(21) 9 (8) = — [9 K(0 ae. 


Wir wollen Hilfssatz II anwenden, dessen Voraussetzung B erfiillt ist, da 
ja die zu H und L(v)+ Av gehérende Greensche Funktion identisch mit 
dem lésenden Kern von K ist. Um zu beweisen, daB auch A erfiillt ist, 
beachte man, daB jede Funktion f(s), fiir die L(f), L®(f),..., L™*” (f) 
existieren und stetig sind, wahrend /, L(f),..., L*+%(f) die Rand- 
bedingungen H erfiillen, (m+ 2)-mal durch K darstellbar ist (vgl. die 
entsprechende Bemerkung iiber g im Beweis zu Hilfssatz IV). Es geniigt 
also, eine N = p(m-+ 2)-mal differenzierbare Funktion f(s) anzugeben, 
die in ky mit g(s) iibereinstimmt, und nebst L(f),..., +" (f) die 
homogenen Randbedingungen H erfiillt. Eine solche Funktion kénnen 
wit folgendermaBen konstruieren: ist r der Abstand des Punktes s, von 
dem variablen Punkt s, so sei P(r) das durch die Bedingungen 


PO) = 1, oP OP <a fiir rat 
P(d)=0, a ~ a ~*** Gy \d 
eindeutig bestimmte Polynom héchstens vom Grade 2N + 1. Dann setzen wir 

g (8) fir r< 4, 
f(s) = \9(s): P(r) fir d<cor<d, 
0 fir r > d. 


Diese Funktion erfiillt offenbar alle gestellten Bedingungen. Somit sind 
die Voraussetzungen von Hilfssatz II erfiillt. Setzt man daher fiir den in 
Hilfssatz II auftretenden Bereich $’ die Kugel Kj, so sieht man, daB 
in s = s, fir die Lésung v von (17), (21) (also auch unserer Randwert- 
aufgabe) die Entwicklung des Hilfssatzes II gilt. Dabei kann auf Grund 
der Eigenschaften der Greenschen Funktion K (vgl. die entsprechenden 
Betrachtungen beim Beweise von Hilfssatz IT) 


#(s) = — L(f), f(s) = L(f), ..., f(s) = (— 1)" L*(f) 
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gesetzt werden. In jedem imneren Punkt der Kugel ks, insbesondere 
also fiir s = s, ist daher nach Definition von / auch 


f™ (s) — om L(g), {® (s) _— L® (q), ‘a {™ (s) - (— 1)" L™ (g) 
oder wegen (21) 
f(s) = — y, (8) = L(y), ..-. £™ (8) = (—1)" L(y), 


so da8 in der Tat unsere Behauptung aus Hilfssatz II folgt. 


§ 4. 

Hilfssatz VI. SeiG@(s,t, A) in dem ein-, zwei- oder dreidimensionalen 
Bereiche $ der lésende Kern zu dem reellen symmetrischen brauchbar 
unstetigen Kern K(s,t). Fir s + ¢ geniige ferner G(s,t,4) (in s) der 
Gleichung 


(22) > +AU =AU+AU=0, (n= 1,2 oder 3), 


Sind dann s und ¢ Punkte von $, wobei s sowohl von ¢ als auch vom 
Rand von 8% um mindestens 7 entfernt ist, so gibt es ein A, > 0, so dab 
fir alle nicht in den Winkelriumen W;’, W;” gelegenen 4, 


fiir welche 
iiberdies |A| > A, > 0 ist, die Ungleichung 


— 4 | » sin : 
|G(s, t, A)| < C’|AlAt+ M4 ¢ \Wa 2 
gilt, wo C’ nur von A,, ¢, 7, dem Inhalt von 8 und Max if cK (s, oat] 
8 


abhingt. Ist speziell K(s,t) positiv definit, so geniigt es, den Winkel- 
raum W*" auszuschlieBen. 


Beweis. 1. Der Fall n = 3. 


Ist U eine beliebige Lésung der Gl. (22), welche in der Kugel um 
den Punkt s mit dem Radius 7 regular ist, so gilt fiir jedes R << » der 
Webersche Mittelwertsatz 

7 sin JAR 

U(s se isp | Vee, 
worin das rechtsstehende Integral iiber die Oberfliche der Kugel um s 
mit R erstreckt ist. Integration itiber R von 0 bis » liefert dann die 
Integraldarstellung 


_3 


(23) U (s) = Sart U (x) dr). 


isayt 44 —VAn cos V2 » 





at =y4 
5) Diese Darstellung findet sich bei A. Hammerstein, Uber Entwicklungen ge- 
gebener Funktionen nach Eigenfunktionen von Randwertaufgaben. Math. Zeitschr. 27 
(1928), Gl. (17a); die entsprechende Darstellung im zweidimensionalen Falle ebendort, 
Gl. (17). Vgl. auch die Arbeit des gleichen Verfassers: Uber die Approximation 
stetiger Funktionen durch Reihen, die nach Integralmittelwerten eines volistandigen 
Orthogonalsystems fortschreiten. Sitz.-Ber. d. Berl. Math. Ges. 26, 8. 16f. 
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Um nun @ abzuschiatzen, identifizieren wir U(s) mit G@(s,t,4) und be- 
trachten zunichst den Nenner in (23). Setzt man 


(24) VA = a+ ib, 
so ist fiir geniigend groBes |b| 


(25) | sin Van — VAn cos VAn| 


aden —2\|b\|y —2\b|y 


tbl e a 
een > \7 Val = sate — HY 


+ 





Es ist namlich 


sin VA» — Va n cos VA 9 = sin VA (1 ~ VAn etg VAn) 


iar by fan hr ia” eon ian e?" 
e ‘é€ "oa ¢ "¢ * °<¢/ a e e 
(1 —iVay + ), 


2: ef AH eon _ tay eo)’ 








iay fay e725" ew fan ian —2by 


A hr e == ¢ “3 e ". 
e" oi ( iVa | etan_ gi am — 1); 


iay 
e 








woraus im Falle 6 > 0, auf den man sich wegen der Ungeradheit des 
abzuschitzenden Ausdrucks offenbar beschrinken kann, (25) folgt. Da 
ferner fiir 2 die Winkelriume W:”, W{ (bzw. im Falle eines positiv 
definiten K nur W;") ausgeschlossen sind, gilt fiir das Integral in (23) 
(mit U = G) die Abschitzung des Hilfssatzes III und ist auBerdem der 
Betrag - s ere von Va mindestens ¢«/2 und héchstens 2 — e/2, 


so daB > sin = ist. Daher liefert (23) unter Beachtung von (25) 


3 








—? \Wi| sin > 


|G(s,t,4)| < jal CeIn = CA 





, 


worin ©’ nur von den in der Behauptung angegebenen GréBen ab- 
hangt. 


2. Der Falln=2. Da der Beweis im wesentlichen der gleiche 
ist wie im vorigen Falle, kénnen wir uns hier kiirzer fassen. An Stelle 
von (23) tritt jetzt die Darstellung 





(26) Ue) = stay | Umar, 


r 
‘ 


6) Hammerstein, I. c. 
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worin J,(z) die Besselsche Funktion erster Ordnung ist. Unter den iiber 
geltenden Voraussetzungen ist nun fiir geniigend groBes |5| 


(27) = |d, (na) > (+ =) Be — 21 » (1-lo(z5 


Tard 7,3) 
2an \V 2) An 


3 Lte—2leln 


1 | 
-. 8 |Va| l—e 21bly (1+0(3;)). 
Es ist namlich allgemein fiir |argz| < zx 


9 \l 


(27a) J, (2) = (—) ' [cos (2 — ==) {1 a! 0()| 


sin (s—=2) 1 ") 
| 
=— {1+0(5)\] ?. 


Um (27) fiir geniigend groBes positives 6 zu beweisen (was offenbar 
geniigt), schreiben wir mit z = 7 )A (27a) in der Form 


-i(an <*) i(an “*) abs 


| 
Go| oo 





rx 2 Yo tT é wit | 
J,(n7¥A4) = (W eu — t 5 O(=3) 
i(an—) = t(ar =) 
3 4 aa 4 
* Fini —aer 5) ea). —(1+0(35))} 
P : tJ 46 ° 4 


Hieraus folgt offenbar (27). Aus (27) und (26) ergibt sich aber die Be- 
hauptung in der gleichen Weise, in der sie im Falle » = 3 aus (23) und 
(25) folgte. 


3. Der Fall »=1. Man beachte, da fiir jede regulire Lésung 
der Gleichung 
(28) U" (s) +AU (s) = 0 


die Darstellung 


+ 


(29) wh acl Vit , 7 i 


gilt. Wie man durch Rechnung sofort verifiziert, ist (29) namlich richtig 





7) Siehe z. B. Whittaker-Watson, A Course of Modern Analysis, 4.ed., 1927, 
8. 368. 
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fiir das Fundamentalsystem sin VAs, cosVAs *), woraus ihre Giiltigkeit fiir 
jede Lésung von (28) folgt. Da fiir geniigend groBes |5| 


. = I —2|b\7 
lsn VAy| > elbln 





ist, folgt aus (29) die Behauptung dhnlich wie in den oben behandelten 
Fallen. 


Hilfssatz VII. 8% sei ein n-dimensionaler Bereich, wo n eine der 
Zablen 1, 2 oder 3 ist. K(s,t) sei die am Rande verschwindende 
Greensche Funktion des in Satz I’ betrachteten Differentialausdrucks L. 
G(s,t,4) sei der zu K lésende Kern (in bezug auf %), d.h. also die am 
Rande verschwindende Grzensche Funktion von L(u)4+-Au. Dann ist 
G(s,t,4) fiir jede positive Zahl 1 im Sinne der Definition von §8.583 
singular von der Ordnung / auf der negativ reellen A-Achse. 


Beweis. Sei 8 ein beliebiger Teilbereich von 8 und s = s, ein 
Punkt von 9%’, dessen Entfernung sowohl von 8 — 8’ als auch vom 
Rande von $ mindestens gleich der positiven Zahl 6 ist, so daB die Kugel 
(Kreis, Intervall) k; mit 4 um s, in 8’ liegt. Ist dann r der Abstand des 
variablen Punktes ¢ von s,, so betrachten wir die folgende Hilfsfunktion 
(t) ¥ (d*! a. relyet +1 fiir r = 
— 0 fir r> 
Wie leicht zu verifizieren, hat g(t) die folgenden Eigenschaften: 

a) @ ist positiv fir r< 6. 

b) » und alle Ableitungen nach den Koordinaten bis zur (21/)-ten 
Ordnung sind im ganzen Bereich % stetig (auch fiir r = 6) und ver- 
schwinden fiir r > 6. 

c) Alle Ableitungen von gm von der ersten bis zur (21 — 1)-ten ver- 
schwinden fiir ¢ = s, (d. h. r = 0). 

d) Fiir t = s, hat @ ein positives Maximum. 

Nach b) existieren nun 9, L(g), L®(q), ..., L(g) und verschwinden 
am Rande von $. Daher ist die Funktion 

f(s) = —f p(t) K(s,t) de 
8 
(J+ 1)-mal quellenmaBig durch den Kern X(s,t) darstellbar, und wir 
kénnen in der Bezeichnungsweise der Gl. (2) bis (4) 


(8) = — F(a), L(g) = £9(s), «4 L(g) = (— I+ f44(0) 


8) Vgl. die zweite der in Anm. 5) genannten Arbeiten, S. 12. 
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setzen. Nach Hilfssatz I (mit m =1-— 1) gilt daher fiir die Lésung u 
der Integralgleichung 


(30) u(s) — A[ K(s,)u(eyae = Af(s) = — a] p(t) K (s, t) dt 


die Darstellung 


L* 


} 4 2) 
(31) (0) = (0) — SP +... + (— 1 *- 9 - B_1 00), 


wobei die Restabschitzung (7) fiir R,_, mit 1—l1=m,k=1 und 
fim+2) = (— 1)'*1 L©(q@) nach dem Zusatz zu Hilfssatz I auch fiir negativ 
reelle 4 gilt, da der Kern K der Integralgleichung (30) die am Rande 
verschwindende Greensche Funktion von Z(u) ist und daher nach den 
iiber ZL gemachten Voraussetzungen bekanntlich positiv definit ist. An- 
dererseits la8t sich nach der Grundeigenschaft des lésenden Kerns die 
Lésung u von (30) in der Form 


(32) u(s) = A[f(s) + a[ He)G(s,7, a) az] 
= —A{ (t)[K(s,t) + [G(s,r,a) K(t, x) drjdt 
B $ 
“a — Af POG (s,t,ayat = —Al p(OG(s,t, ade 
ky 
schreiben. Fiir s = s, verschwinden nun nach c) die in (31) auftretenden 
L(¢), ..., L“-®(@), so daB aus (31), (32) 
9 (s,) — R,-1(s,) = —A { p (t)G(s,,t, A) dt 
ky 
folgt. Unter Beachtung von d) sowie der Tatsache, daB G > 0 fiir 
negativ reelle 4 ist, ergibt sich daher fiir 4 < 0 
(8) — | Ri—s (8) | < (— A) @ (8) (@(s,,¢,4) de <(—A)p (40) [@ (a4, a)ae 
kg J 


oder 
| R, _ 1 (80) | 


Sng See 
@ (89) 





< (—A) { G (s,, t, A) dt. 
rf 
Nun ist fiir 4 < 0 


0 < (—A)[G(s,,t, ade < 1°). 
5s) 

*) Wegen des Beweises dieser Ungleichung s. E. Rothe, Uber die Approximation 
stetiger Funktionen durch Eigenfunktionen elliptischer Differentialgleichungen. 
Sitz.-Ber. d. Berl. Math. Ges. 28, 8.74. Um Ubereinstimmung mit den hier ge- 
brauchten Bezeichnungen zu erzielen, ist 2 durch — 7 zu ersetzen. 
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Wegen j = J+ j lhefert Kombination der beiden letzten Ungleichungen 
' s—9s’ 


7 R 
0<(-A) | G (et, adt < Loach (A < 0). 
S— 9% 


Wegen (7) folgt hieraus offenbar die Behauptung, da ja G > 0. 


§ 5. 

Beweis von Satz I. Ist K(s,t) die zu der Randbedingung H 
gehérende Greensche Funktion von 4v, so ist die zu H gehdrige Green- 
sche Funktion @(s,t,4) von 4v + Av gleichzeitig der zu K (in B) lésende 
Kern. Nach Hilfssatz VI ist daher @(s,t,4) in der aus der komplexen 
A-Ebene durch Wegnahme der beiden Winkelriume W!?, WS (baw. im 
Falle eines positiv definiten Kerns durch Wegnahme von W;”) ent- 
stehenden Punktmenge A gewi8 singulir von jeder Ordnung / im Sinne 
der Definition von §.583. Aus Hilfssatz V und Zusatz folgt daher in 
der Tat Satz I. 

Der Beweis von Satz I’ folgt in der gleichen Weise aus den 
Hilfssitzen VII und V. 


Beweis von Satz II. Sei w diejenige Lésung von 4y = 0, die 
der Randbedingung J geniigt. Ist dann s = s, derjenige innere vom 
Rande um mindestens 6 entfernte Punkt von 8, fiir den die Behauptung 
bewiesen werden soll, und ks die noch ganz in $ liegende Kugel um s, 
mit dem Radius 6, so sei p eine durch K(s,t) quellenmaBig darstell- 
bare Funktion, die in ky mit w iibereinstimmt”’). 

Setzt man dann w = v+ ®— y, so geniigt w der homogenen Rand- 
bedingung H und der Gleichung dw+ Aw = AP+A(p— y). Ist daher 
G(s,t,4) der lésende Kern zu K, so wird 


v+B—v=w= —((45+A(G — w) G(s,t, Ade. 
& 


In ks ist nun w = @ und also auch A% = Aw = 0, so daB insbesondere 
fiir s = 8, 
(33) v(s,) = —{ (46+A4(G —w)} G(s, A) de 


S—ks 


1) Eine solche Funktion 1a8t sich ganz entsprechend der beim Beweis von 
Hilfssatz V durchgefiihrten Konstruktion der dort mit / bezeichneten Funktion 
herstellen. 
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ist. Nun ist s, von allen Punkten ¢ aus 8 — ky und vom Rande von % 
um mindestens 6 entfernt. Aus Hilfssatz VI (mit 7 = 6) folgt daher 
nach (33) 
(34) |v(s,)| << C’JAl@+*e | V2 | sin #2 [Max |Aw|+ |A| Max|o — yj] 
Inhalt von 8 
fir alle nicht in W"”, W’” gelegenen A mit |A| > A,, wobei im Falle 
eines positiv definiten K nur W:” ausgeschlossen zu werden braucht. 
Wegen d < 6 folgt aus (34) offenbar die Behauptung. 

Beweis von Satz Il’. Ersetzt man im vorigen Beweise 4 durch 
den in Satz II’ auftretenden Ausdruck ZL, so erhailt man wieder die 
Gleichung (33), aus der nach Hilfssatz VII zu jeder Zahl / die Existenz 
einer nur von 6 und | abhingigen Konstanten y folgt, so da8 bei negativ 


é 
reellem A 


|v (s,)| < 4 [Max |Z(w)| + |A| Max|% — y|]-Inhalt von 8 
A 


ist. Hieraus folgt offenbar die Behauptung, wenn | = m-+ 1 gesetzt wird. 


(Eingegangen am 18. 10. 1932.) 




























Uber Fehlerschitzung bei Berechnung von Eigenwerten. 


Von 


E. Trefftz in Dresden. 


Wenn man sich mit der numerischen Lésung von Eigenwertproblemen 
beschiftigt, so begegnet man der Schwierigkeit, eine Abschitzung des 
Fehlers fiir die approximativ bestimmten Eigenwerte zu bekommen. Man 
erhalt zwar, wenn man nach Ritz rechnet, ,obere Grenzen fiir die Higen- 
werte, aber nicht die praktisch oft wichtigeren unteren Grenzen. Die 
folgende Arbeit enthalt einen Beitrag zu dieser Frage’). 

Es sei die Aufgabe gegeben, den niedrigsten Eigenwert der Integral- 
gleichung mit symmetrischem Kern 


(1) y (8) = AL k(s,t) (that 


zu bestimmen. Ich werde zeigen, wie man zunichst fiir alle Kigenwerte 
eine Abschitzung gewinnen kann; diese vorliufige Abschitzung werde ich 
dann fiir den niedrigsten Eigenwert in einer auch praktisch wirklich 
brauchbaren Weise verfeinern. 


I. Vorliufige Abschitzung der niedrigsten Eigenwerte. 


Eine Bestimmung von oberen Grenzen fiir die Eigenwerte ist ver- 
haltnismaBig einfach. Behandelt man nimlich das der Integralgleichung (1) 
entsprechende Variationsproblem nach der Ritzschen Methode, so erhilt 
man lauter zu groBe Werte; denn man kann die Ritzsche Naherungs- 
lésung als eine strenge Lésung des Variationsproblems ansehen, wenn man 
die konkurrenzfaihigen Funktionen auf die mittels des Ritzschen Naherungs- 
ansatzes darstellbaren Funktionen beschrinkt. Bei einer solchen Ein- 


') In umfassenderer Form wird die Frage der genaiherten Berechnung von 
Eigenwerten und Eigenfunktionen von N. Kryloff behandelt. Diese leider wenig 
bekannten Arbeiten verfolgen zum Teil ahnliche Gedankenginge wie die vorliegende 
Arbeit. Ausfihrliches Verzeichnis dieser Arbeiten in: ,,Les méthodes de solution 
approchée des problémes de la physique mathématique“, Mémorial des Sciences 
Math. XLIX; Paris, Gauthier-Villars, 1931. 
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schrinkung kénnen aber saimtliche Egienwerte nur steigen. (Vergleiche 
R. Courant, ,,Uber die Eigenwerte bei den Differentialgleichungen der 
mathematischen Physik‘, Math. Zeitschr. 7 (1920), 8.1). — Auch die 
Methode der sukzessiven Approximationen liefert, wenigstens bei dem 
ersten Eigenwert, stets zu groBe Werte’). 

Eine Bestimmung von unteren Grenzen ist schwieriger. In manchen 
Fallen kann man sich mit Vorteil eines Gedankens von Courant bedienen, 
namlich, das Variationsproblem durch Milderung der den konkurrenzfahigen 
Funktionen auferlegten Bedingungen zu verindern und es dabei zu einem 
streng lésbaren zu machen. Die damit gewonnenen Eigenwerte liegen 
dann sicher tiefer als die entsprechenden Eigenwerte des urspriinglichen 
Problems. Das Beispiel am Schlu8 dieser Arbeit macht hiervon Gebrauch. 

Wenn der Kern in einer zur Rechnung brauchbaren Form gegeben 
ist, ist die folgende Methode der Eigenwertsabschitzung sehr brauchbar: 

Wir nehmen an, es seien, etwa mit der Ritzschen Methode, fiir die 
n ersten Eigenwerte die sicher zu groBen Niherungswerte L, bis L,, er- 
mittelt. Dann kénnen wir mit Hilfe der bekannten Beziehung: 


(2) y. . < |[ eo dsdt 


4 


auch untere Grenzen fiir diese Eigenwerte bestimmen. Summiert man 
nur von | bis n, so ist 


(3) ae (| k(s, n° t)dsdt. 


AuBerdem folgt aus 2, < L, 


V 


7a 1 
(4) Z8ten 


oder, wenn aus den Summen das i-te Glied fortgelassen wird: 


. x1 1 6727) 
A) eS = a 
(5) = Lt oF 
1 1 


IV 


Subtraktion von (3) und (5) ergibt dann 


as 


(6) a= || kos, t)?dsdt— 2 ata 


*) Siehe z. B. Kellogg, On the existence and closure of sets of characteristic 
functions. Math. Annalen 86, S. 14—17. 
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oder 
(7) > = i. 


n 
\| k(s,t'dedt — Po - 4 a 


1 





Die 1, stellen also untere Grenzen fiir die Eigenwerte dar. 

An sich ist mit dieser Methode die Méglichkeit gegeben, die Eigen- 
werte mit beliebiger Genauigkeit abzuschitzen; man mu8 nur eine hin- 
reichend groBe Zahl von Approximationsgliedern im Ritzschen Ansatze 
verwenden. Das ist aber fiir die praktische Rechnung nur in verhiltnis- 
miBig engen Grenzen durchfiihrbar. Es soll deshalb hier ein Verfahren 
angegeben werden, das bei ungefaihrer Kenntnis des ersten und zweiten 
Eigenwertes gestattet, die Abschitzung des ersten Eigenwertes beliebig 
zu verschirfen, ohne da eine gleichzeitige Verschirfung der héheren 
Rigenwerte erforderlich wird. 


Il. Verschirfung der Abschitzung fiir den ersten Eigenwert*), 

Das im ersten Abschnitt geschilderte Verfahren mége soweit durch- 
gefiihrt sein, daB die Grenzen, in welche der erste und zweite Kigenwert 
eingeschlossen sind, sich nicht iiberdecken. Bezeichnen wir die oberen 
Grenzen des ersten und zweiten Eigenwertes mit L, und L,, die unteren 
Grenzen mit 1, und l,, so soll also 
(8) L,< 1, 
sein. Gleichzeitig sei fiir die erste Eigenfunktion auf irgendeine Weise 
eine Naherungslésung u(s) gewonnen worden. Dieselbe sei normiert, d. h. 


es sei 


(9) fu (s)ds = 1. 


Aus dieser Naherungslésung u bilden wir nun’ nach der Methode der fort- 
schreitenden Niherung die Funktion 


(10) p(s) = jk (s, t) u(t) dt 
und setzen 
(11) v(s) = w p(s) = w fk (s, t) u(t) dt, 


wobei der Faktor « durch die Forderung bestimmt sei, daB v(s) ebenfalls 
normiert ist. Es ist also 


(12) j vds = 1, d. h. pe? = pa ITS , 
| y'ds 


8) Der einfacheren Schreibweise wegen setzen wir im folgenden den Kern als 
positiv definit voraus, so daB alle Eigenwerte positiv sind. Die Betrachtungen 
bleiben aber auch fir den nicht-definiten Fall giiltig. 
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Das so gewonnene yj ist dann ebenfalls ein Naherungswert fiir den ersten 
Eigenwert A,, und zwar ist 


(13) ei, 


was man durch elementare Abschitzung aus (12) erhilt, indem man die 
Funktion y nach den Eigenfunktionen des Kernes k(s, ¢) entwickelt. 
Diese Entwicklung ist sicher méglich, weil y(s) durch die Funktion u (s) 
gema8 Formel (10) quellenmaBig dargestellt und somit entwickelbar ist. 
Bezeichnen wir die Fourierkoeffizienten von u in bezug auf das Ortho- 
gonalsystem der Eigenfunktionen ¢,(s) mit 





(14) c, = [ u(s) 9, (s) ds, 
so ist 
(15) dyes | wds = 1. 
Ferner folgt 
7 ¢, 7, (8) 
(16) y(s) = > - 
und 
7 1 . ° - | c? 
(17) - = yds = > ja” 
also 
2 1 ; ._— - 
(18) => = — => = a Ai 
p — 
| vide ‘ 4 c? 
J hfe AS 


Es ist ferner 
(19) p<, 
entweder schon von Anfang an, oder nach einer geniigenden Zahl von 
Wiederholungen des beschriebenen Verfahrens der sukzessiven Approxima- 
tion, da hierbei die «-Werte gegen 4, konvergieren. (Das ist das klassische 
Verfahren von E. Schmidt, Math. Annalen 63, 8.433 u.f.) Sollte auch 
bei Wiederholung des Verfahrens ~ > 1, bleiben, so ist das ein Zeichen, 
daB die Ausgangsfunktion zur ersten Eigenfunktion orthogonal und somit 
unbrauchbar ist. 

Ware nun u(s) gleich der ersten Eigenfunktion g,(s), so wire 
aw =A, und 

[ke (s,t) u(t) dt—u(s) = 


Da es nur eine Niherung ist, wird die rechte Seite nicht Null, sondern 
es bleibt ein Fehler / (s) 


(20) lu jk(s,t) u (t)dt — u(s) = v(s) — u(s) = f(s). 
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{(s) = v(s)—u(s) ist also eine bekannte Funktion. Maultiplizieren wir 
Gleichung (20) beiderseits mit g,(s) und integrieren, so erhalten wir 


(21) wf [k(s,t) u(t) —, (s)dsdt —[u(s) g, (s)ds = [ f(s) g, (s)ds 


bzw. wenn wir unter dem ersten Integral die Integration nach s aus- 
fiihren, 


“| u(t) g, Qat— | u(s) g, (ds = | #0) 9, 0)ds 


oder mit Vertauschung der Integrationsvariablen im ersten Integral 
(22) w—A, _ J i() pyrene. 
A | u(s) op, (s)ds 


Hier ist die linke Seite nach (13) sicher positiv, also auch die rechte 
Seite. Da die erste Eigenfunktion g,(s) auch nach der Normierung 
( 9, (s)?>ds = 1 noch eine Multiplikation mit —1 zulaBt, kénnen wir sie 
so bestimmen, daS auf der rechten Seite sowohl Zahler als Nenner 
positiv sind. 

Abschiitzung des Nenners. Der Nenner ist der erste Fourierkoeffi- 


zient c, der Funktion u(s) in bezug auf die erste Kigenfunktion 9, (s). 
Formen wir die Gleichung (17) 


um, so erhalten wir 


Nach (15) ist X'c? < 1, also ergibt sich 
1 





1 ye 
=o ay TR 

und nach Umordnung 

(23) ad > BAe. 


Hier kénnen wir den zweiten Eigenwert A, in Zihler und Nenner durch 
seine untere Grenze ersetzen, denn es ist, da « > A, und A, > /, ist, 


Aj — »* a 1 wi — > 1 ui — Af ea 13 — 2? 


y—” COM HES "OH FCQ-—-P 


39* 
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Damit ergibt sich schlieBlich 


(24) [u@n@ds=o 24 few. 


Setzen wir dies in die rie (22) ein, so erhalten wir 
(25) = = oe we aT 8) FP, (s)ds 


Das noch iibriggebliebene Integral Sted s kann man zwar unmittelbar 
mit der Schwarzschen Ungleichung abschitzen: 


fto.ds < V[Pds{ gtds = Vi fds; 


es ist aber fiir die praktische Rechnung erwiinscht, diese Abschatzung zu 
verfeinern. Wir setzen 


(26) Y, (8) = v(s) + e&(s) 


und erhalten damit 


feds = | gids } fvrds—2{vg,ds. 














Nun ist : 
| gids = 1, jo'ds = 1 
und . 
(27) \ovds _ ; Cy, 
"2 
also a 
(28) [vods> fe 
“ | Pr: = /i—7 
wobei wir die Abschitzung (24) benutzt haben. Damit wird 
4 ¢;) fig — 2) 
¢ ae ue ‘ ! 
Dies benutzen wir zur Abschitzung des Integrais. Es ist 
= v—4U, 7, =v+e, 
also , 
(fo,ds = fords —fuvds +- | f(s) e(s)ds, 
< 1—fuvds+ Virds- feds eds, 
(30) [feds <1—|uods + ya{i— =e) ( pas 


Setzen wir dies in (25) ein, so erhalten wir 


gy) “—4< Ye—#8l_ (was 2 of — /a=8) | pasl- 








db 
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Hier kénnen wir auf der rechten Seite fiir A, iiberall seine untere 
Grenze |, einsetzen und erhalten, mit der Abkiirzung 


(32) [Pds = fords + [wds—2[uvds = 2(1—{uvds) = 24, 


_ B-{ oy a— 3) 
“Ss Vie et 20 V1 Vga 


Beginnt man hier auf der rechten Seite mit dem Werte aus der vor- 
laufigen Abschitzung des ersten Eigenwertes, so liefert die Ungleichung (32) 
einen verbesserten, d.h. erhéhten Wert fiir die untere Grenze von 4,. 
Diese kann man dann wieder auf der rechten Seite einsetzen, und damit 
die untere Grenze abermals verbessern und so fort. Da die rechte Seite 
eine monotone Funktion von /, ist, so nahert sich der ProzeB dem- 
jenigen Werte fiir /,, den man erhilt, wenn man auf der linken Seite 
von (32) A, durch J, ersetzt und das Ungleichheitszeichen durch ein 
Gleichheitszeichen, also der Wurzel der Gleichung 





‘3g — 1? | ov, 13 — ? 


Bat 2a V1— Vara 





(33) in 


Auf diese Weise erhilt man die beste bei den gegebenen Daten erreich- 
bare Abschitzung fiir den ersten Eigenwert. 


III. Abschiitzung des Fehlers der ersten Eigenfunktion. 


Mit den gewonnenen Abschitzungen ist es einfach, auch den Fehler 
der ersten EKigenfunktion selbst abzuschitzen. Setzt man 


(34) #; (8) = u(s) +- (8), 
so ergibt sich zunichst genau wie oben 
(35) [ntds = | pids+ [wds—2[ug,ds = 2(1—¢,). 


Geht man mit dem Ansatz (34) in die Integralgleichung ein, so erhilt 
man fiir 7(s) die Integralgleichung 


(36) n(s) = —u(s) + A, [R(s, t)u(t) dt + a, [k(s,t)n (Ode 
oder, wenn wir fk(s, t)u(t)dt = v(s)/u einsetzen, 

(37) n(s) = 21 0(8) —u(s) +4, [ R(s, 0 n (at. 

Die Schwarzsche Ungleichung liefert dann 


(38) n(s)| S| v(s)—u(| + a, Vferaes neat. 
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Setzen wir hier jdt = 2(l1—e,) ein, so ist der Fehler der ersten 


Eigenfunktion durch bekannte bzw. durch Abschitzung begrenzte GréfSen 
ausgedriickt. 


IV. Beispiel. Schwingung einer elliptischen Membran, 


Wir betrachten eine elliptische Membran mit den Halbachsen a = 2, 
6 = l. 

Der Grundton, mit dem diese Membran schwingen kann, ist durch 
den ersten Eigenwert der Differentialgleichung 


(39) Ag+Aagp=0 


bestimmt, wenn die zu bestimmende Funktion g~ am Rande der Ellipse 
verschwindet. Die Aufsuchung der Funktion g und des zugehdérigen 
Zigenwertes A kann man als Problem der Variationsrechnung formulieren, 
indem man nach derjenigen, am Rande der Ellipse verschwindenden Funk- 
tion fragt, welche bei der normierenden Nebenbedingung 


(40) J=|[¢dedy=1 
das Integral 
on d9\? dp\? 
(41) D = | [(5£) + (58) Jezdy 
zum Mimimum macht. Die Integrale sind iiber die Ellipsenfliche zu 
nehmen. — Als Integralgleichungsproblem formuliert, verlangt das Problem 
die Bestimmung des ersten Eigenwertes der homogenen Integralgleichung 
site : 
(42) p(e,y) =A) | + Gey, En) 9. n)dedy, 
wo —G(zxy,&m) die zum singuliren Punkte z,y gehérige, am Rande 


der Ellipse verschwindende Greensche Funktion der ebenen Potential- 
theorie ist. 

Die Schwierigkeit bei diesen zweidimensionalen Problemen ist, dab 
man den Kern der Integralgleichung erst durch Integration einer Rand- 
wertaufgabe bekommt. 

Wir benutzen deshalb zur vorliufigen Abschitzung den Courantschen 
Satz, wonach fiir unser Variationsproblem die Eigenwerte nur fallen 
kénnen, wenn das Gebiet so vergréBert wird, daB die neue Umgrenzung 
auBerhalb der gegebenen liegt‘). Sind a und 6 die Halbachsen der 
Ellipse (a > 6), so sind die Eigenwerte fiir das der Ellipse umschriebene 
Rechteck von den Seiten 2a und 26 sicher kleiner als die Eigenwerte 


4) Le. S. 596. 
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fiir die gegebene elliptische Membran. Fiir das Rechteck sind die beiden 
ersten Eigenwerte 

xl l 
(43) L=7(at+s) 
Dies sind also die benétigten unteren Grenzen fiir A, und A,. 


Um fiir den niedrigsten Kigenwert A, eine obere Grenze zu bekommen, 
wenden wir das Ritzsche Verfahren auf das Variationsproblem an. Durch 
den Ansatz 


(44) v(x, y) = (a? b? — b* z* — a®y’) (xa? b? — Bb a* — ya’*y’) 
erhalten wir eine Funktion, die bei beliebigen «, 8, y die Randbedingung 
v=O0 erfillt. Bestimmt man a, f, y so, daB {{edrdy=1 und 
if (ae) + ( (ami n\'|dzdy ein Minimum wird, so erhalt man fiir a = 1, 
b = 2 die sina Werte: 

(45) a = 0,04903, £8 = 0,03702, y = 0,01253. 

Der sicher zu groBe Naherungswert fiir A, ist gleich dem Werte des zum 
Minimum zu machenden Integrals 


(46) L, = 3,569 = j{f { (52) + (3) Jae dy. 


Unsere Methode zur verscharften Abschitzung des ersten Eigenwertes 
verlangt nun, von einer normierten Funktion u ({fuwde dy =1) aus- 


gehend, die Funktion 


(47) v= ul k(s,t)u(edt, 
also in unserem Falle 
(48) v(ey) =u [| Gly. enuemdedn 


zu bestimmen. Als Differentialgleichung formuliert hei®t das, daB die 
am Rande der Ellipse verschwindende Funktion v gesucht wird, welche 
der Differentialgleichung 


(49) Av=—ypu 


geniigt, wobei « aus der Forderung folgt, da8 auch v normiert sein soll. 
Da die Integration der Randwertaufgabe in unserem besonderen Falle 
zwar durchfiihrbar wire, im allgemeinen aber eine umfangreiche Rechnung 
erfordert, tun wir besser, von der Funktion v auszugehen, und daraus 
durch Differentiation die Funktion u zu ermitteln. (N.B.: In den Ab- 
leitungen ist nirgends vorausgesetzt, daB die Funktion « den Rand- 
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bedingungen geniigen miiBte.) Wir bilden also aus der oben mit dem 
Ritzschen Verfahren konstruierten Naherungsfunktion v (z, y) 


(50) u(z,y) = —& 

und bestimmen den Faktor » aus der Bedingung [fwde dy=1 zm 
(51) ut = | [(4ofdady. 

Fiir unseren Spezialfall erhalt man folgende Zahlwerte 

(52) a = 3,5889, 

(53) u = 0,7403 — 0,2342 2* — 0,7808 y’. 


Fiir die Gleichung (33), welche die untere Grenze fiir A, liefern soll, 
brauchen wir noch das Integral {fur dzdy. Das laBt sich mittels be- 
kannter partieller Integrationen umformen 


PrP 
(54) |{uededy — — 7 || v4vdedy 


= = \{ [Gey + (J exay = 2. 
Setzt man die Zahlenwerte ein, so erhalt man 
(55) [[uvdedy = 0,9944, =_1— [fuvdedy = 0,0056. 


Geht man mit diesen Werten in die Gleichung (33) ein, so erhalt man 
als verschirften Wert fiir die untere Grenze des ersten Eigenwertes 
(56) l, = 3,460. 


Nimmt man fiir den Eigenwert das Mittel aus diesem Wert und dem 
sicher zu groBen Ritzschen Wert L,, so erhilt man 


(57) A, = 3,514 + 00,054, \8| <1, 
also eine Genauigkeit von etwa 1,5%. 


(Eingegangen am 21. 10. 1932.) 








Zusitzliche Gleichungen zur Hermiteschen Formel. 
Von 


Otto Hélder in Leipzig. 


Es bedeute z eine reelle, nichtnegative ZahlgréBe. Die Summe 
z 
(1) d lz): 
(n) 

die soweit auszudehnen ist, bis die Glieder von selbst gleich Null werden, 
und die gleichzeitig die Summe der Anzahlen der Teiler aller ganzen 
Zahlen, die < z sind, ausdriickt, ist bereits von Dirichlet auf den Fall 
zuriickgefiihrt worden, in dem der Index n bloB von 1 bis [Vz] lauft. 
Das Dirichletsche Ergebnis wird in einer symmetrischeren Gestalt durch 
die sogenannte Hermitesche Formel') 


[Vz] 
a YUe= 2S ]-0er 


dargestellt. 


Jetzt unterscheide man ganze Zahlen n’ von ungerader und ganze 
Zahlen n” von gerader Zusammensetzung, wobei z. B. unter einer Zahl 
von gerader Zusammensetzung eine solche verstanden wird, die ein 
Produkt einer geraden Zahl von gleichen oder ungleichen Primzahlen ist, 
und also auch die Zahl 1, die keine Primzahl enthalt, als von gerader 
Zusammensetzung anzusehen ist. Es liegt dann nahe, das in z ent- 
haltene gréBte Ganze [x] in die Anzahl [z]’ der ganzen Zahlen ungerader 
und die Anzahl [z]” der ganzen Zahlen gerader Zusammensetzung, die 
<7 sind, zu zerlegen. Teilt man noch die Summen in solche, deren 
Indizes nur die Zahlen n’ oder nur die Zahlen n” durchlaufen, so kommt 
man dazu, statt der Summe (1) vier Summen 

zy syV’ ay Ad 
8) » lal: 2 le , 2 lr: » lr 
zu betrachten. Teilt man noch in jeder dieser Summen die Glieder, in 
denen der Index = Vz ist, von denjenigen, in denen der Index > Vz 


1) Vgl. auch Zeller, Gétt. Nachr. 1879, S. 265. 
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ist, ab, so entstehen acht Summen. Es ist nun zunichst médglich, durch 
eine der Hermiteschen SchluBweise*) analoge Betrachtung, diese acht 
Summen auf vier zuriickzufiihren. 


§ 1. 
Herleitung zweier Relationen. 


In den folgenden Beweisen denke ich mir jedesmal z von 0 an 
stetig wachsend. Bei einer solchen Bewegung des zx kénnen sich die 
Glieder 

sy a7 

(4) ie ts 
der obigen Ausdriicke mit dem festen Index m nur in einem solchen 
Augenblick andern, in dem die ZahlgréBe x/n von den kleineren Werten 
her in eine ganze Zahl m einriickt, und zwar wird sich dann die erste 
Zahl (4) um 1 vermehren und die zweite unverindert bleiben oder die 
zweite Zahl (4) um 1 vermehren und die erste unverindert bleiben, je 
nachdem m eine Zahl von ungerader oder gerader Zusammensetzung ist. 
Eine solche Anderung kann also nur dann eintreten, wenn x = n-m, 
d.h. wenn z gleich einer ganzen Zahl wird, welche den bestimmten 
Index » zum Teiler hat. 

Betrachtet man nun zuerst die Differenz 


sirsT ~y sv7T 

©) a le- d lz: 
n'>Ve n'=s\2 

so kénnen die beiden hier vorkommenden Summen sich zunichst dadurch 
verindern, daB gewisse ihrer Glieder in der vorhin geschilderten Weise 
um 1 wachsen oder auch dadurch, daB ein in der ersten Summe vor- 
kommendes Glied [z/r]!’) in Wegfall kommt und dasselbe Glied in die 
zweite Summe aufgenommen weraen mu8, weil bei dem Wachsen der 
ZahlgréBe x die GréBe Vz bis zur ganzen Zahl r gewachsen, also z 
gleich r* geworden ist’). 


2) Vgl. Acta Math. 2, S. 299. 

5) Man kénnte sagen, daB die Vorstellung einer stetig bewegten ZahlgréBe x 
in einem strengen Beweis vermieden werden soll. Es kommt aber nur auf zweierlei 
an, was unabhangig von dieser Vorstellung leicht festgestellt werden kann: 

1. Jeder Teil unserer Ausdriicke ist genau derselbe, ob x = m—+e oder 
z = m+ 1—.’ in ihn eingesetzt wird, unter m eine ganze Zahl und unter e und 
e’ positive, hinreichend kleine, sonst beliebige ZahlgréBen verstanden. 

2. Der Sprung, der sich in einem bestimmten Teil unserer Ausdriicke dadurch 
ergibt, daB einmal z = m—e und einmal z = m+ e¢’ eingesetzt wird, ist von « 
und ¢’, wenn diese hinreichend klein sind, unabhangig. 
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Die ZahigréBe z gehe nun stetig wachsend durch die ganze Zahl m 
hindurch, die zunachst von ungerader Zusammensetzung sein soll. Es 
kann dann jedenfalls nur fiir ein solches Glied [z/n’) eine Anderung in 
Betracht kommen, dessen Index n’ ein Teiler von m ist. Da aber m 
und n’ beide von ungerader Zusammensetzung sind, so ist im Moment 
des Durchgangs 


A 4 ba 

n' n 

gleich einer ganzen Zahl von gerader Zusammensetzung, weshalb also 
{z/n’) sich nun doch nicht fandern kann. Es bleibt also bei diesem 
Durchgang jedes Glied der beiden in (5) enthaltenen Summen un- 
geindert. Da auBerdem m als Zahl von ungerader Zusammensetzung 
keinem Quadrat gleich ist, und also z nicht durch ein solches hindurch- 
geht, kommt keine Versetzung eines Gliedes der einen Summe in die 
andere in Frage, so daB der Ausdruck (5) sich in diesem Falle gar 
nicht andert. 


Jetzt soll aber die ganze Zahl m, durch die z wachsend hindurch- 
schreitet, von gerader Zusammensetzung sein. Es seien 


(6) Ha, May coc, 


die Teiler von m, die von ungerader Zusammensetzung und > Vm sind. 
Es kann eine Zunahme um 1 nur in denjenigen ¢ Gliedern der ersten 
Summe von (5) in Betracht kommen, welche die Indizes (6) besitzen. 
Die dabei in den eckigen Klammern stehenden Werte 


xz z a 
ot? amv? ** 9 ov 
n, Ny n, 
gehen gerade durch die ganzen Zahlen 
™m m m 
(7) n. ’ n. ? > n, ’ 
1 2 t 


die von ungerader Zusammensetzung sind, hindurch. Die Zahlen (7) sind 
alle < Ym, wie die Zahlen (6) gréBer als Vm waren; sie sind die zu (6) 
komplementiren Teiler der Zahl m. Es sind deshalb die Zahlen (7) die 
sirmtlichen in der zweiten Summe von (5) vorkommenden Indizes n’, die 
zugleich Teiler von m sind, eventuell mit Hinweglassung des kleinsten 
dieser Indizes, falls namlich Ym =r eine ganze Zahl von ungerader Zu- 
sammensetzung sein sollte. 
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In den ¢ Gliedern der zweiten Summe, welche die Indizes (7) be- 
sitzen, stehen in den eckigen Klammern die Werte 


. 
- +e" 


2) 3\e 
Zale 
Fi3|s 


welche gerade durch die Zahlen (6) hindurchgehen, die von ungerader 
Zusammensetzung sind. Jene ¢ Glieder der ersten und diese ¢ Glieder 
der zweiten Summe von (5) mit den festen Indizes > Ym und < ym be- 
kommen also beim Durchgang des z durch die ganze Zahl m einen Zu- 
wachs je um 1, so daB diese Anderungen sich gegenseitig aufheben. In 
dem Falle, daB m kein Quadrat oder das Quadrat einer Zahl von ge- 
rader Zusammensetzung ist, kommt auch keine Versetzung eines Gliedes 
der ersten in die zweite Summe in Frage, so daB also die Differenz (5) 
bei diesem Durchgang unverindert bleibt. 


Nun sei 
m=r 


und r als von ungerader Zusammensetzung vorausgesetzt. In diesem 
Falle kommt neben den Verinderungen, die sich aufheben, noch diese in 
Anschlag, daB das Glied 

. Bi 
das der ersten Summe zugehérte, ehe z gleich m = r* geworden war, 
nachher in die zweite Summe versetzt wird. Die GréBe (8) ist aber 
nachher, wenn z gleich r* geworden ist, gleich 


r?y' , 

[-]=-1 
und unmittelbar vorher um eine Einheit kleiner, also gleich [r]/—1. Es 
wird also der ersten Summe der Wert [r]'—1 genommen und dem mit 


dem Minuszeichen behafteten zweiten Glied der Wert —[r]’ zugesetzt. 
Es erhilt also der Ausdruck (5) den (negativen) Zuwachs 


(9) +1—2py. 

Betrachten wir nun die GréBe 
(10) —[Ve)’, 
so zeigt sich, daB dieselbe bei der wachsenden Bewegung des z beim 
Durchgang durch jede ganze Zahl denselben Zuwachs erfaihrt wie die 
Differenz (5). Es kann niamlich die GréBe (10) sich nur andern, wenn 


Va durch eine ganze Zahl von ungerader Zusaromensetzung, d. h. also, 
wenn z durch eine Quadratzahl r* hindurchgeht, und r von ungerader 
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Zusammensetzung ist. Unmittelbar vor einem solchen Durchgang ist die 
GréBe (10) gleich — ({r]/—1)* und hernach gleich —[r]’*. Der Zuwachs 
ist also 

+ ({r — 1)* — [r¥"*, 
was mit (9) iibereinstimmt. Da nun beide GréBen (5) und (10) mit 0 
beginnen, wenn z von 0 an wichst, so gilt fiir jeden Endwert des z, daB 


a y(s- 2 --wer 
n'>Ve n's\z 


ist. 


Ganz auf dieselbe Weise wird die Formel 


0 y (3-3 [sT--wr 


n’ ae n'aVz 


bewiesen. Geht namlich das in wachsender Bewegung begriffene x durch 
eine ganze Zahl m hindurch, die von ungerader Zusammensetzung ist, 
so ergibt sich in keinem Glied der in (12) stehenden Summen eine Ver 
inderung, und es ergibt sich auch keine Versetzung eines Gliedes der 
einen Summe in die andere. Ist aber die Zahl m, durch welche z hin- 
durchgeht, von gerader Zusammensetzung, so ergeben die einzelnen 
Glieder der Summen, in denen die Indizes <Vm bzw. > Ym sind, 
Anderungen, die sich gegenseitig aufheben. Nur wenn m = r* und r von 
gerader Zusammensetzung ist, berechnet sich noch eine Anderung der 
Differenz 


(18) 2 le] - 2 [el 


Vz 


n''>V2 n"' Ve 


daraus, da8 das Glied 
ay" 
LF] 
von der ersten Summe in die zweite hiniiberversetzt wird. Dies ergibt 
einen Gesamtzuwachs zur Differenz (13), der sich gleich 


ry" , r? ¢ 
— ((F] -1)—[F] =1-200" 
berechnet. Denselben Zuwachs erhilt aber in dem letzten Falle bei dem 
erwihnten Durchgang der ZahlgréBe x auch die GréBe 


— {vey" 


die in den anderen Fallen gleichfalls unverandert bleibt. Damit ist die 
Gleichung (12) bewiesen. 
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§ 2. 
Zwei weitere Relationen. 


Um eine weitere Gleichung zu bekommen, betrachten wir die Differenz 


7 , 7 zy" 

a ES (sl- Ss. 
n">YVe2 n'=JVz 

Man erkennt’wiederum, daB die einzelnen Glieder der Summen, die einen 
festen Index > )m bzw. < Ym besitzen, falls m eine Zahl von gerader 
Zusammensetzung ist, beim Durchgang der wachsenden Zahlgré8e x durch 
die ganze Zahl m sich nicht andern. Wenn m keine Quadratzahl ist, 
tritt deshalb in der Differenz (14) tiberhaupt keine Anderung auf. Ist 
aber m = r* und ist r von ungerader Zusammensetzung, so tritt in dem 
Augenblick, in dem zx wachsend den Wert r* erreicht hat, in der zweiten 
Summe von (14) das Glied [z/r]” mit dem Wert [r]” neu ein, ohne daB 
sich an der ersten Summe etwas fndert. 

Ist aber r von gerader Zusammensetzung, so kann ein in der zweiten 
Summe vorkommender Index n’, da er ja von ungerader Zusammen- 
setzung ist, nicht gleich r werden, wohl aber ein urspriinglich in der 
ersten Summe vorhandener Index n”. In dem Augenblick, in dem z 
gleich r*® wird, wire fiir n” =r nicht mehr n” > Vz. Es _ scheidet 
deshalb in diesem Augenblick das Glied 


as 3] 


aus der ersten Summe aus, ohne daB in diesem Falle dafiir ein Glied in 
die zweite Summe eintritt. Das ausscheidende Glied (15) hatte aber, da 
jetzt r von gerader Zusammensetzung ist, vorher denselben Wert wie 
nach dem Durchgang, niamlich 


r?y' ’ 
[F] =. 
Es kommt also beim Durchgang des z durch die Quadratzahl r* zur 
Differenz (14) der Zuwachs 
(16) —[r]’ bzw. —[r] 
hinzu, je nachdem 7 eine Zahl von ungerader oder gerader Zusammen- 
setzung ist. Dies ist aber auch der Zuwachs, den das Produkt 


(17) — (V2) [ve}" 
erhalt, wenn xz wachsend durch r* hindurchgeht. Ist namlich r eine Zahl 


von ungerader Zusammensetzung, so ist das Produkt (17) unmittelbar 
vor dem Durchgang gleich 


— (’Y — 1) fy’ 
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und nacbher gleich 

— [rT (r1"; 
ist aber r von gerader Zusammensetzung, so ist (17) vor dem Durchgang 
gleich 


~ PY (’ — 1) 
und nach dem Durchgang gleich 
—(Y (r", 
so daB also im ersten Falle ein Zuwachs von —j[r]’ und im zweiten 
Falle von —[r] in Ubereinstimmung mit (16) herauskommt. 

Geht jetzt x durch eine Zahi m von ungerader Zusammensetzung 
hindurch, so wachsen in der ersten in (14) vorkommenden Summe, wo 
iiberhaupt alle Indizes von gerader Zusammensetzung und > Ym sind, 
diejenigen Glieder, deren Indizes Teiler von m sind, je um die Zahl + 1. 
Dasselbe tun aber auch diejenigen Glieder der zweiten Summe, denen 
die komplementiren Teiler von ungerader Zusammensetzung < Ym als 
Indizes zukommen, so daB sich die genannten Anderungen in der Diffe- 
renz (14) aufheben. Da auBerdem die Zahl m, durch welche z hindurch- 
geht, kein Quadrat ist, ergibt sich im ganzen gar keine Anderung unserer 
Differenz. Ebensowenig ergeben aber die Faktoren von (17) eine An- 
derung dieses Produktes, da ja nun Vm gar keine ganze Zahl ist. 

Es bewegen sich also die Ausdriicke (14) und (17), wihrend z von 0 
aus stetig bis zu irgendeinem Endwert wiichst, beginnend mit 0, so, daB 
stets dieselben Zuwiichse in beiden erfolgen. Es mu8 also auch fir den 
beliebigen, nichtnegativen Endwert z die Gleichung 
as) Sisl- D T- -0awer 


">YV2 n'=)\2 


gelten. 
Genau in derselben Weise lat sich jetzt auch die Gleichung 
(19) > (2) - Dd [4] = - [vel [vel’ 
n'> Vz a” = Vz 


beweisen. 


§ 3. 
Die Hermitesche Formel. 


Die Hermitesche Formel ist von unseren Gleichungen linear abhangig. 
Addiert man niamlich die vier Gleichungen (11), (12), (18) und (19), so 
erhalt man, da 


(20) (=) + (2) =(2] 
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n>Ve naVe 
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ist, auf der linken Seite 


wo nun in jeder Summe der Index n alle die der Ungleichung ent- 
sprechenden Werte durchlauft. Die Summe der rechten Seiten ist 


— ({vz}' + [ve]")’ = —[val 


und man erkennt jetzt, daB eine mit der Hermitescien Formel (2) gleich- 
wertige Relation entstanden ist. 


§ 4. 
Eine fiinfte unabhingige Relation. 


Eine von den vier gefundenen unabhingige Relation la8t sich so 
bilden. Bekanntlich ist 


. = zx _— 

(21) >) a(n)[=] = Lvz), 

(nm) 
wobei A(n) die zahlentheoretische Funktion bedeutet, die fiir ein n von 
gerader Zusammensetzung gleich + 1 und fiir ein m von ungerader Zu- 
sammensetzung gleich — 1 ist*). Ersetzt man jetzt [z/n] nach der Glei- 
chung (20) und teilt man die Indizes n in die Zahlen nm” und n’ und in 
solche, die >YVaz und solche, die <= Vz sind, ein, so kann man die 
Gleichung (21) in die Form 


d'lwl+ 2 [el+ d Cel+ & [el 


n">JVe n’’ > Ve n’’ Vz an’ sVe 


- 5 Usl- FT- J U- 2 eT 0 


Zz n’' =z 


— 


setzen. Wird nun in der letzten Gleichung jede der Summen, in der 
die Indizes >| sind, vermége einer der Gleichungen (11), (12), (18), 
(19) auf eine der anderen Summen zuriickgefiihrt, so ergibt sich schlieBlich 


ga) 2D’ [=] -2 D' [5] = lve] — lve]*+ (ve) 
as Vr a Vz 


*) Vgl. z. B. Landau, Handb. d. Lehre v. d. Verteilung d. Primzahlen, 2. Bd., 
8. 618/19. 
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§ 5. 
Neue Deutung gewisser Teilergebnisse. 
In den aufgestellten Gleichungen sind noch zwei Relationen mit- 
enthalten, die fiir sich betrachtet eine einfache Bedeutung haben. Sub- 
trahiert man namlich (19) von (18), so ergibt sich 


% x , % z “er 

(23) dle] - 2) fe] = 

— n n 

(n") (n’) 
wo nunmehr die erste Summe iiber alle Indizes von gerader Zusammen- 
setzung und die zweite Summe iiber alle Indizes von ungerader Zu- 
sammensetzung zu erstrecken ist, bis eben die Glieder der Ausdriicke 
gleich 0 werden. Maultipliziert man aber Gleichung (11) mit —1 und 
addiert dazu (12) und (22), so bekommt man 


en Y(s!-DGT- a» 


Denkt man sich jetzt, daB die reelle, nichtnegative ZahlgréBe x im 
Wachsen begriffen ist, so wird (vgl. § 1) 


av 
[zl 
nur dann eine Verinderung erleiden, und zwar um + 1 zunehmen, wenn 
x durch eine ganze Zahl von ungerader Zusammensetzung hindurchgeht, 
von der n” ein Teiler (von gerader Zusammensetzung) ist. Lai®t man 
also x von 0 an bis zu irgendeinem Endwert wachsen, so erkennt man, 
daB fiir diesen Endwert z die Summe 
yz] 
d | 
in") 


nichts anderes ist als die Summe der Anzahlen der Teiler von gerader 
Zusammensetzung fiir alle ganzen Zahlen von ungerader Zusammen- 
setzung, die <= z sind. Es bedeutet aber fiir dasselbe Intervall 0< f= x 


» [e] 


(n') 


&) Addiert und subtrahiert man die Gleichungen (23) und (24), so gelangt 
man wiederum zu der Gleichung (21) und zu der gleichfalls bekannten Formel 


Py L(=) . [Va], 


in der L(x) in ttblicher Weise die summatorische Funktion der A(n) bedeutet. 
Mathematische Annalen. 108 40 
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die Summe der Anzahlen der Teiler von ungerader Zusammensetzung 
aus allen ganzen Zahlen von ungerader Zusammensetzung und 


Ys]. YF 


, 
—_ n' n 
(n"") (n") 
die Summe der Teiler von gerader bzw. ungerader Zusammensetzung aus 
allen ganzen Zahlen von gerader Zusammensetzung. 
Man bedenke ferner, da8 fiir die folgende iiber alle Teiler d von m 
erstreckte Summe gilt 
_ (0, falls m kein Quadrat, 
(25) Dd A(d) 
dim (1, falls m ein Quadrat. 


Diese Beziehung kann in Worten so ausgedriickt werden, daB die Zahl m, 
falls sie kein Quadrat ist, ebenso viele Teiler von gerader wie von un- 
gerader Zusammensetzung besitzt, daB aber jede Quadratzahl einen Teiler 
mehr besitzt von gerader Zusammensetzung wie von ungerader. Benutzt 
man die Gleichung (25) in diesem Sinne, so erkennt man mit Riicksicht 
auf die Bedeutung der vier in ihnen vorkommenden Summen die Richtig- 
keit der Relationen (23) und (24). 


(Eingegangen am 26. 11. 32.) 














Uber isomorphe Abbildungen von Gruppen. 
Von 


Olga Taussky in Wien. 


Im folgenden wird eine Klasse eineindevtiger Abbildungen von Gruppen 
und deren Zusammenhang mit den isomorphen Abbildungen untersucht. 
Die Terminologie bei den Beweisen und Formulierungen ist dabei zweck- 
miBigerweise der Mengerschen Gruppenmetrik') entlehnt. In einer Gruppe G, 
deren Verkniipfung wir durch das Zeichen + symbolisieren, bezeichnet 
man als rechtsseitigen Abstand der Elemente a und 6 das Elementepaar 
(a—b, b—a), als linksseitigen Abstand das Elementepaar (— 6+ a, 
—a-+ 6). Der Abstand ist symmetrisch in a und b. Unter rechtsseitiger 
bzw. linksseitiger Translation von G um das Element s verstehen wir die 


Transformation x’ = s+ <2 bzw. 2’ = z+. Als rechtsseitige bzw. links- 
seitige Spiegelung von G an s bezeichnen wir die Transformation 2’ = s — x 
bzw. 2 = —2z-+s. Liegt s im Zentrum von G, so sind links- und rechts- 


seitige Spiegelung an s dieselbe Transformation, welche wir dann kurz die 
Spiegelung an s nennen. Insbesondere wollen wir die Spiegelung am 
Einheitselemente 0 von G kurz als Spiegelung bezeichnen. 

Wir sagen, G gestatte Spiegelung, falls fiir je zwei Elemente der Ab- 
stand gleich dem ihrer an 0 gespiegelten Elemente ist*). Diese Gruppen 
werden in Satz I charakterisiert als die abelschen und die wesentlichen, 
d. h. die nur Elemente gerader Ordnung enthaltenden hamiltonschen 
Gruppen. 

Eine eineindeutige Abbildung einer rechts- bzw. linksmetrischen Gruppe G 
auf eine rechts- bzw. linksmetrische Gruppe G’ wird dhnlich*) genannt, 


1) Menger, Math. Zeitschr. 38 (1931), S. 396. 

2) Wir setzen voraus, da8 der Abstand fiir je zwei Elemente a, b der Gruppe 
entweder durchweg rechts- oder durchweg linksseitig gebildet ist, und sprechen dann 
von Rechts- oder Linksmetrik. Wenn es feststeht, um welche Metrik es sich handelt, 
bezeichnen wir den Abstand schlechthin mit ab. 


3) Siehe Menger, Annals of Mathematics (2) 32 (1931), S. 753. Dieser Arbeit 
danke ich auch die Anregung zu der vorliegenden Note. 


40* 
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wenn aus der Gleichung ab = cd fiir die Bildelemente a’, b’, c’, d’ stets 
die Gleichung a’ b’ = c'd’ folgt. Eine eineindeutige Abbildung einer rechts- 
bzw. linksmetrischen Gruppe auf eine links- bzw. rechtsmetrische Gruppe, 
bei welcher aus ab = cd stets a’b’ = c'd’ folgt, heiBe spiegelbildlich 
dhnlich. 

Offenbar ist jede isomorphe bzw. reziprok‘) isomorphe Abbildung 
abnlich, bzw. spiegelbildlich ahnlich. Satz III charakterisiert umgekehrt 
jede ahnliche bzw. spiegelbildlich ahnliche Abbildung als im wesentlichen 
— d.h. bis auf Translationen und Spiegelungen — isomorph bzw. reziprok 
isomorph. 


Satz I. Die Spiegelung gestattenden Gruppen sind identisch mit den 
abelschen und denjenigen hamiltonschen Gruppen. die nur Elemente gerader 
Ordnung enthalten. 

DaB G Spiegelung gestatte, ist offenbar gleichbedeutend damit, dab 
fiir je zwei Elemente rechts- und linksseitiger Abstand identisch sind. 
Sind a und 6 zwei nicht vertauschbare Elemente einer Spiegelung 
gestattenden Gruppe, so mu8 fiir ihren Abstand gelten: 


(a—b, b—a) = (—a+b, —b+4a). 
Da a und 5 nicht vertauschbar sind, gilt daher: 
2a = 26. 
Umgekehrt folgt aus der Relation 24 = 26 die Invarianz des Abstandes 


bei Spiegelung. Damit G Spiegelung gestatte, ist also notwendig und 
hinreichend, da8 fiir je zwei nicht vertauschbare Elemente a und 6 die 


Relation 2a = 26 gilt. Da zugleich mit a und 6 auch —a und 6 und 
a+b und 6b Paare von nicht vertauschbaren Elementen sind, folgt, daB 
auBerdem die beiden Relationen 2a = —2b, 2a = 2(a+ 56) oder 
—a= —6b+a-+ 6 erfiillt sein miissen. Daraus folgt: notwendig und hin- 


reichend dafiir, daB eine Gruppe G Spiegelung gestatte, ist, daB je zwei nicht 
vertauschbare Elemente eime Quaternionengruppe erzeugen. Insbesondere 
gestattet jede abelsche Gruppe Spiegelung. Ist also G nicht abelsch, so 
ist sie notwendig eine hamiltonsche Gruppe und ihre Elemente haben 
entweder die Ordnung 2 oder 4. Umgekehrt gestattet jede hamiltonsche 


*) Unter einem ,,reziproken‘‘ Isomorphismus versteht man nach E. Noether 
eine eineindeutige Abbildung zweier Gruppen, bei welcher der Summe a + b der 
Elemente a und b das Element b’-+-a’' zugeordnet wird. Bei v. d. Waerden, ,,Moderne 
Algebra“, Band 2 und ,,Die gruppentheoretische Methode in der Quantenstatistik“ 
finden sich dafiir die Ausdriicke ,,invers“‘ oder ,,verkehrt‘‘ isomorph. Man sieht 
leicht ein, daB zwei reziprok isomorphe Gruppen auch isomorph sind. 
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Gruppe ohne Elemente ungerader Ordnung Spiegelung, denn die allgemeinste 
hamiltonsche Gruppe ist das Produkt einer Quaternionengruppe und einer 
abelschen Gruppe, die zugleich Zentrum der Gruppe ist und kein Element 
vierter Ordnung enthilt, dagegen das in der Quaternionengruppe befind- 
liche Element zweiter Ordnung*). Damit ist Satz I bewiesen. 

Nennen wir zwei Gruppen fdhnlich, wenn eine ahnliche oder spiegel- 
bildlich ahnliche Abbildung zwischen ihnen existiert, so gilt 

Satz II. Zwei Gruppen G und G’ sind dann und nur dann dhulich, 
wenn sie isomorph sind. 

Offenbar ergibt sich dieser Satz aus dem schirferen 

Satz III. Eine eineindeutige Abbildung von G auf G’ ist dann und 
nur dann dhnlich bzw. spiegelbildlich ahnlich, wenn sie aus einer isomorphen 
bew. reziprok isomorphen Abbildung von G auf G’, einer Translation von G’ 
in sich und eventuell der Spiegelung von G’ zusammengesetzt ist. 

Dem Beweise*) von Satz III schicken wir den folgenden einfachen 
Hilfssatz ohne Beweis voraus: 

Es gibt héchstens zwei Elemente, die von einem gegebenen Element 
einen gegebenen Abstand haben. Daraus folgt insbesondere fiir ahnliche 
Abbildungen, bei welchen die Einheitselemente der Gruppen einander ent- 
sprechen: wird das Element a von G dem Element a’ von G’ zugeordnet 
und ist i eine ganze Zahl, so entspricht ia dem Element ia’. Dem 
Element —a entspricht daher —a’ und a hat dieselbe Ordnung in G 
wie a’ in G’. 

A. Wir beweisen Satz III zunichst fiir den Fall, daB G keine Quater- 
nionengruppe als Untergruppe enthilt und zeigen in diesem Falle, daB jede 
ihnliche Abbildung ein Isomorphismus zwischen G und @’ ist, wenn wir 
voraussetzen, da das LEinheitselement von G dem Einheitselement 
von G’ entspricht, was durch eine geeignete Linkstranslation immer zu 
erreichen ist. 

Seien a und 6 zwei beliebige Elemente von G, a’ und Db’ ihre Bild- 
elemente in G’, so haben wir zu beweisen, daB das Bildelement (a + 5)’ 
von a+ 6 mit a’ + 6’ iibereinstimmt. Aus der Definition der ahnlichen 
Abbildung und dem obigen Hilfssatz folgt, daB (a + 5)’ entweder a’ + 6’ 
oder —a’-+ 0’ ist, da der Abstand der beiden Elemente a+ 6 und 6 mit 
dem Abstand des Elementes a vom Einheitselement iibereinstimmt. Ware 
die Abbildung nicht isomorph, so miiBte fiir zwei Elemente, etwa a und 6, 


(1) (a +b) = —a'+0' 


5) Siehe Dedekind, Gesammelte Werke 2, S.87—102. 

6) Wir beweisen Satz III nur fiir den Fall der dhnlichen Abbildung, d. h. 
fir den Fall, da8 in G und @’ dieselbe Metrik, etwa Rechtsmetrik, zugrundegelegt 
wird. Der Fall der spiegelbildlich ahnlichen Abbildungen ist analog zu behandeln. 
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sein. Wir wollen zeigen, da8 dies nur fiir 2a’ = 0 eintreten kann. Dann 
ist aber — a’ = a’, so dab wir von vornherein die Voraussetzung 2a’ + 0 


machen kénnen. Aus der Eimeindeutigkeit der Abbildung folgt, daB (1) 
die Beziehung 


(2) (— a + by’ a’ bY 
impliziert. AuBerdem mu8 notwendig 

(3) (—b+ a) = b'+ a’ 

sein. Denn wire (— b+ a) b’+ a’, so miiBte nach dem obigen 
Hilfssatz fiir die entsprechenden inversen Elemente (— a +6)’ = — a’ +b’ 
gelten, was Gleichung (2) widerspricht. Durch Anwendung desselben 


Schlusses ergibt sich, daB auch 
(4) ( b ay’ b’ a’ 
gilt. Die linken Seiten der Gleichungen (1) und (2) sind invers zu den 


linken Seiten der Gleichungen (4) und (3). Da dasselbe auch fiir die 
rechten Seiten gelten muB, gelangen wir zu den folgenden beiden Relationen: 


(t) 2a’ = 20’, 


(+) 


2a 20’ 


SchlieBlich betrachten wir die Abbildung des Elementes (a +5) — 6b = a. 
Das Bild des Elementes a ist a’. Das Bild von (a+ 5)—b6 wird ent- 
weder (a by’ b’ a’ oder (a + b)’ b’ b’+ a —b’. Der 
erste Fall ist wegen der Voraussetzung 2a’ + 0 ausgeschlossen. Es gilt 
daher notwendig 


(TTT) a’ — b’ + a’ bh’. 


Wir sind damit zu einem Widerspruch gelangt, denn a’ und J’ er- 
zeugen zufolge der Bedingungen (t+), (tft), (tft) eine Quaternionengruppe, 
was ausgeschlossen war. 

Zugleich ist bewiesen, daB je zwei Elemente a und 3, fiir welche 
(a + 5)’ + a’ + Bb’ ist, notwendig eine Quaternionengruppe Q,, erzeugen 
miissen. 

B. Wir beweisen nun Satz III allgemein. Ist G mit Q,, identisch, 
also G’ mit Q,°,, so gibt es nur zwei Arten ahnlicher Abbildungen, nam- 
lich die isomorphen oder die reziprok isomorphen Abbildungen. Denn 
entspricht a +b dem Elemente a’+ 6’, so ist die ganze Abbildung der 
Quaternionengruppe festgelegt und zwar ist sie eine Isomorphie. Ent- 
spricht dagegen a+ 6 dem Element a’ +b’ (einen weiteren Fall gibt 
es nach den friiheren Uberlegungen nicht), so ist die ganze Abbildung 


notwendig reziprok isomorph. Im zweiten Falle ergibt eine Spiegelung 
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mit der ahnlichen Abbildung zusammengesetzt nach Satz I abermals eine 
ahnliche Abbildung, namlich die isomorphe. 

Stimmt G nicht mit Q,, tiberein, so zeigen wir mit Hilfe des letzten 
Satzes von A., daB je zwei Elemente c und d von G entweder vertausch- 
bar sind oder eine Quaternionengruppe Q,, erzeugen, welche bei der 
zugrunde gelegten Abbildung ebenfalls nicht isomorph, d.h. gespiegelt, ab- 
gebildet wird. Satz I zufolge gestattet G daher Spiegelung, und diese 
erzeugt mit der urspriinglichen Abbildung kombiniert einen Isomorphismus 
von G auf G’’). 

Es sei c ein beliebiges Element von G. Wir zeigen zunichst: ist c 
mit allen Elementen von Q,, vertauschbar, so ist c notwendig von der 
Ordnung 2. Wir betrachten dazu die Abbildung des Elementes a + 6 +c 
nach dem Assoziativgesetz einmal in der Reihenfolge (a+ 6)+c und 
einmal in der Reihenfolge a+ (b+ c). Es ergibt sich dann einerseits 


(a+b+c) = (a+ b/+e¢ = —a@’+ +e, 


wenn nicht Q,.4»,- zufolge A. eine nicht a abgebildete Quater- 
nionengruppe ist. Andererseits ergibt sich 
(a+b+c)! =a++¢, 

wenn nicht Q,, oder Q,,,, eine nicht isomorph abgebildete Quater- 
nionengruppe ist. Da — a’ + a’, muB einer dieser Fille eintreten. Wegen 
der Vertauschbarkeit von c mit a und 6 kommt nur Q,,,, m Frage. In 
diesem Fall ist aber 2a = 2(b+c) = 26+ 2c, also 2c = 0 

Es sei nun ¢ nicht mit allen Elementen von Q,, vertauschbar, etwa 
a+ece+c-+a. Wir beweisen, daB dann a und c¢ eine Quaternionen- 
gruppe Q,, erzeugen, welche nicht isomorph abgebildet wird. Da c mit 
einem weiteren Element vierter Ordnung + +a von Q,, nicht vertauschbar 
sein mu8, kénnen wir annehmen, es sei c auch mit 6 nicht vertauschbar. 
Wir betrachten dann wie oben die Abbildung des Elementes a + b + ¢, 
und erhalten, daB entweder Q, , 4. oder Q,, oder Q.+»,¢ eine nicht isomorph 
abgebildete Quaternionengruppe sein muB. Q,»4. fiihrt auf Vertausch- 
barkeit von a und ¢ und scheidet daher aus. Im Falle Q,,. betrachten 
wir die Abbildung von c+a-+ 6 und erkennen, daB entweder Q...4 
oder Q..24, oder Q,, eine nicht isomorph abgebildete Quaternionengruppe 
sein miiBte. Da Q...4,, auf Vertauschbarkeit von 5b und c fiihrt und 
Q.a+» gemeinsam mit Q,. bei der Abbildung von a+ 6+ c einen Wider- 
spruch ergibt, kommt nur Q,, in Betracht. Der Fall Q,,,,. ist analog 

7) Dieser Beweis von Satz III liefert daher zugleich eine weitere Kennzeichnung 
der hamiltonschen Gruppen: Die hamiltonschen Gruppen ohne Elemente ungerader 
Ordnung sind die einzigen Gruppen, fiir welche dhnliche Selbstabbildungen 
existieren, die das Einheitselement fest lassen, aber keine Isomorphien sind. 
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zu erledigen, so daB wir zu dem Ergebnis gelangen, daB c mit jedem 
Element, mit welchem es nicht vertauschbar ist, eine nicht isomorph ab- 
gebildete Quaternionengruppe erzeugt. 

Sind ¢ und d beliebige Elemente von G und beide mit allen Elementen 
von Q,, vertauschbar, so sind beide von der Ordnung 2. Dann ist aber 
auch c-+d mit allen Elementen von Q,, vertauschbar, also ebenfalls von 
der Ordnung 2, was besagt, daB c mit d vertauschbar ist. Ist dagegen 
eines der beiden Elemente, z. B. c, etwa mit a nicht vertauschbar, so 
iibertragen wir die friiher auf die Gruppe Q,, und das Element ¢ an- 
gewandten Uberlegungen auf die Gruppe Q,. und das Element d und 
erkennen, daB in jedem Falle c mit d entweder vertauschbar ist oder eine 


nicht isomorph abgebildete Quaternionengruppe erzeugt. Damit ist 
Satz III bewiesen 


(Eingegangen am 24. 12. 1932.) 














S. Lies erste Begriindung der Geraden-Kugel- 
Transformation. 


Von 


E. A. Weiss in Bonn. 


S. Lie hat seine Geraden-Kugel-Transformation urspriinglich in einer 
kurzen Compt. Rend.-Note') auf folgende Weise begriindet: Er bildet die 
Punkte der komplexen Ebene auf die reellen Massenpunkte eines R, und 
gleichzeitig die Geraden der komplexen Ebene auf die reellen Geraden 
dieses R, ab. Eimer Korrelation der komplexen Ebene entspricht dann 
im Bild-R, eine Verwandtschaft, welche die Massenpunkte in die Geraden 
transformiert. Insbesondere werden die Punkte von der Masse 0 in die 
Geraden eines Linienkomplexes verwandelt. Durch gecignete Wah] der 
Korrelation kann man es erreichen, daB dieser Komplex der Treffgeraden- 
komplex eines reguliren Kegelschnittes wird und daB gleichzeitig solchen 
Geraden dieses Komplexes, die durch einen Punkt laufen, die Punkte 
einer Geraden entsprechen, die einem durch die Korrelation bestimmten 
reguliiren linearen Komplex angehért. Diese Zuordnung liefert bekannt- 
lich die (Euklidische) Geraden-Kugel-Transformation. 

Auf diese interessante Begriindung seiner Verwandtschaft ist 8S. Lie 
spater nicht zuriickgekommen, weil er den Weg, auf dem er die Beziehung 
zwischen den beiden Raiumen gefunden hatte, als ,,teilweise zufillig’ *) 
empfand. Aber der Charakter der Zufilligkeit verliert sich, wenn man 
an Stelle der Lieschen Abbildung der komplexen Punkte der projektiven 
Ebene die zuerst von C. Segre untersuchte*), neuerdings durch die Funk- 

1) §. Lie, Sur une transformation géométrique, Compt. Rend. 71 (1870). In 
dem demnachst erscheinenden Bande 1 der von F. Engel herausgegebenen .Ge- 
sammelten Abhandlungen** No. VIII, 8. 88— 92. 

2) S. Lie, Over en Classe geometriske transformationer. Christ. Forh. Aar 
1871. Ges. Abh. 1, Nr. XI, 8S. 106, Z. 17. 

3) C. Segre, Sulle varieta che rappresentano le coppie di punti di due piani 
o spazi. Palermo Rendiconti 5 (1891). E. Study, Das Imaginire in der ebenen 
Geometrie. 2. Teil. Als Manuskript gedruckt. Bonn 1933. 

















622 E. A. Weiss. 


tionentheorie von zwei komplexen Variablen allgemein bekannt gewordene 
Abbildung*) auf die reellen Punkte eines R, wiahlt. (Das Liesche Bild 
kann als kotierte Projektion dieses R, angesehen werden.) Nach dieser 
Richtung hin soll der Liesche Gedanke hier verfolgt werden. 


1, Abbildung der komplexen Ebene auf den reellen R,. 
Die Gleichungen: 


” 


z=a2+s-2", y=y+t-y 
ordnen jedem eigentlichen Punkt (x, y) der komplexen Ebene einen reellen 
eigentlichen Punkt (z’,2”,y',y") des R, zu. Durch diese Abbildung 
wird einer eigentlichen komplexen Geraden der projektiven Ebene eine 
Ebene des R, (Charakteristische Ebene) zugeordnet, welche den uneigent- 
lichen R, des R, in einer Geraden schneidet. Diese Gerade ist das Bild 
des uneigentlichen Punktes der abgebildeten Geraden. Die oo? uneigent- 
lichen Geraden des R,, welche den o* uneigentlichen Punkten der kom- 
plexen Ebene entsprechen, erfiillen eine elliptische Geradenkongruenz. 
Die o* in dieser absoluten Kongruenz enthaltenen Reguli entsprechen 
dabei den o* auf der uneigentlichen Geraden der komplexen Ebene ge- 
legenen Punktketten®). Die uneigentliche Gerade (als Ort ihrer Punkte) 
wird auf den uneigentlichen R, des R, (als Ort seiner absoluten Geraden) 
abgebildet. 

Kine charakteristische Ebene, Bild einer Geraden g der komplexen 
Ebene, schneidet die Leitgeraden der absoluten Kongruenz in den (kon- 
jugiert-komplexen) absoluten Punkten der Ebene‘). Die durch sie laufenden 
Kurven zweiter Ordnung (Kreise), auch die, welche in die uneigentliche 
und eine eigentliche Gerade zerfallen, sind die Bilder der auf g gelegenen 
Punktketten /7. 


2. Punktmannigfaltigkeiten J und “benenmannigfaltigkeiten €. 


Die Mannigfaltigkeit der o* Punkte der komplexen Ebene, die auf 
den co’ Geraden einer Geradenkette J’ liegen, wird auf eine Punkt- 
mannigfaltigkeit J des R, abgebildet. Dual entspricht der Mannigfaltig- 
keit aller o* Geraden, die eine Punktkette /7 der komplexen Ebene 
schneiden, eine Ebenenmannigfalligket € des R,. Fiir das Folgende ist 

*) B. Segre, Sobre algunas representaciones reales del plano complejo, Revista 
Mat. Hispano-Americana, 1928. 

5) Im Sinne von ©. Segre, Un nuovo campo di ricerche geometriche, Atti di 
Torino 25, 26 (1890). 

®) Obwohl der Bild-R, zunachst nur reelle Punkte besitzt, benutzen wir oft 
der Einfachheit wegen die Terminologie der komplexen Geometrie. 
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es notwendig, die méglichen Typen dieser Punkt- und Ebenenmannigfaltig- 
keiten zu kennen. 

Punktmannigfaltigkeiten Y%. Ist der Scheitel p der Geradenkette I 
eigentlich, so schneidet die Geradenkette aus der uneigentlichen Geraden 
eine Punktkette JJ aus. Der Scheitel » wird auf einen eigentlichen 
Punkt P des R,, die Punktkette /7 auf einen Regulus der absoluten 
Kongruenz abgehildet. Die Punktmannigfaltigkeit J ist daher ein Kegel 
zweiter Ordnung vom Range 4, der vom Punkte P aus diesen Regulus der 
absoluten Kongruenz projiziert. Wir kénnen ihn einen Kreiskegel nennen, 
weil er von jeder charakteristischen Ebene in einem Kreise geschnitten 
wird. (Punktmannigfaltigkeit $,.) 

Ist der Scheitel p der Geradenkette J” uneigentlich, so sind zwei 
Falle zu unterscheiden. Gehért die uneigentliche Gerade der Geraden- 
kette nicht an, so werden die oo! Geraden der Kette auf o' durch die 
absolute Bildgerade P von p laufende Ebenen abgebildet, die einen Kreis- 
kegel vom Range 3 (Kegel zweiter Ordnung mit absoluter Scheitelgeraden) 
bilden. (Punktmannigfaltigket ¥,.) 

Gehért endlich die uneigentliche Gerade der Geradenkette an, so 
bilden die ihren Geraden entsprechenden oo' durch P laufenden Ebenen 
ein Biischel. Der Kegel ist in den uneigentlichen R, und den eigentlichen 
Verbindungs-R, dieser Ebenen zerfallen. Statt des uneigentlichen R, kann 
die uneigentliche Ebene des eigentlichen R, als Bild der uneigentlichen 
Geraden gelten. Ein Punkt allgemeiner Lage dieser uneigentlichen Ebene 
trigt eine absolute Gerade und wird damit Bild eines uneigentlichen 
Punktes der Ebene. Alle Punkte der Geraden P werden auf den un- 
eigentlichen Punkt p abgebildet. (Punktmannigfaltigkeit %,.) 

Ebenenmannigfaltigkeiten €. Ist die Trigergerade g der Punktkette /7 
eigentlich, so sind zwei Fille zu unterscheiden. Die Punktkette kann 
einen uneigentlichen Punkt enthalten oder nicht. Im zweiten Falle wird 
die Punktkette auf einen nicht zerfallenen Kreis des R, abgebildet und 
die Ebenenmannigfaltigkeit besteht aus allen charakteristischen Ebenen, 
die diesen Kreis schneiden. (EHbenenmannigfaltigkeit €,.) 

Im ersten Falle zerfallt der Kreis in eine eigentliche Gerade G und 
die uneigentliche Gerade der Bildebene von g. (Hbenenmannigfaltig- 
ket €,.) 

Gehért endlich /7 ganz der uneigentlichen Geraden an, so wird // 
auf einen Regulus der absoluten Kongruenz abgebildet und die Ebenen- 
mannigfaltigkeit besteht aus allen charakteristischen Ebenen, welche durch 
die Erzeugendenx dieses Regulus laufen. Dazu kommt, als Bild der un- 
eigentlichen Geraden, der uneigentliche R, des R,. (Ebenenmannigfaltig- 
keu €,.) 











3. Die Geraden-Kugel-Transformation als Bild einer 
Korrelation. 


Eine Korrelation der Ebene wird auf eine Verwandtschaft des R, 
abgebildet, die jedem eigentlichen Punkte des R, (unter Umstainden mit 
Ausnahme des Bildpunktes desjenigen Punktes der komplexen Ebene, dem 
die uneigentliche Gerade zugeordnet wird) eine charakteristische Ebene 
und umgekehrt jeder charakteristischen Ebene einen eigentlichen Punkt 
oder eine Gerade der absoluten Kongruenz zuordnet. Wir wollen auch 
die Bildverwandtschaft im R, eine Korrelation nennen. Eine solche Kor- 
relation l48t dann vorhandene Inzidenzen bestehen: d.h. ein Punkt, der 
auf einer charakteristischen Ebene liegt, wird, wenn ihm iiberhaupt ein 
bestimmtes Bild entspricht, auf eine charakteristische Ebene abgebildet, 
welche durch den Bildpunkt (die Bildgerade) der ersten charakteristischen 
Ebene lauft. 

Zeichnen wir jetzt im R, zwei eigentliche R, aus, so werden den 
Punkten des einen Raumes o* charakteristische Ebenen zugeordnet, welche 
den anderen Raum in einem Linienkomplex schneiden. Um zwischen den 
beiden R, eine (Euklidische) Geraden-Kugel-Transformation herzustellen, 
miissen wir erreichen, daB der Komplex im ersten Raume ein linearer, 
im zweiten Raume der Treffgeradenkomplex einer reguliren Kurve zweiter 
Ordnung wird. Wie miissen zu diesem Zwecke die beiden R, und die Kor- 
relation gewihlt werden? Welche Annahmen sind willkiirlich, welche Fest- 
setzungen miissen zwangsldufig getroffen werden? 

Den ersten eigentlichen R,(R;) wihlen wir willkiirlich. Er schneidet 
die absolute Kongruenz in einer Geraden P, der in der Ebene ein un- 
eigentlicher Punkt p entspricht. Der R, ist das Bild der Punkte einer 
Geradenkette I’,, welche den Punkt p zum Scheitei hat und die uneigent- 
liche Gerade enthilt. (Punktmannigfaltigkeit $..) 

Da wir wiinschen, daB bei der Korrelation im Raume R} ein linearer 
Komplex entsteht, miissen wir uns den zweiten R, (Rj) durch die Kor- 
relation aus einer Ebenenmannigfaltigkeit € entstanden denken, welche R; 
in einem linearen Komplex schneidet. Es kommt als solche nur cine 
Ebenenmannigfaltigkeit vom Typus €, in Frage. Die eigentliche Gerade G, 
durch welche sie charakterisiert wird, mu8 auBerhalb von Rj liegen; sonst 
wiirde der Geradenkomplex zum Treffgeradenkomplex der Geraden G 
werden. So bleiben zwei Méglichkeiten: Entweder schneidet G die in R} 
enthaltene absolute Gerade P oder nicht. Im ersten Falle ist P die ge- 
meinsame Treffgerade von G und den beiden Leitgeraden der absoluten 
Kongruenz, im zweiten Falle gehért die gemeinsame Treffgerade dem 
Raume R; nicht an. Im zweiten Falle schneidet daher €, nach einem 
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bekannten Satz’) den Raum Rj in einem tetraedralen, im ersten Falle 
in einem linearen Komplex. (Genauer: Der tetraedrale Komplex zerfallt 
in einen reguliren linearen Komplex und den Treffgeradenkomplex der 
Geraden P.) 

Dieser erste Fall kommt hier in Betracht. Die Ebenenmannigfaltig- 
keit ©, besteht dann aus den charakteristischen Treffebenen der eigentlichen 
Geraden G, welche Ri nicht angehért, aber die absolute Gerade P von R} 
schneidet. Sie ist das Bild der Mannigfaltigkeit aller Geraden der kom- 
plexen Ebene, die eine durch p laufende Punktkette /7, einer Geraden g 
schneiden, welche der Geradenkette I’, nicht angehdrt. 

Eine beliebige Korrelation verwandelt nun die Ebenenmannigfaltig- 
keit €, in eine Punktmannigfaltigkeit %. Von dieser miissen wir jetzt 
verlangen, daB sie eine Mannigfaltigkeit vom Typus $, wird. Das ge 
schieht nur dann, wenn die Korrelation die Gerade g in einen uneigent- 
lichen Punkt q transformiert. Nur dann namlich wird die Punktkette /7, 
eine Geradenkette (J°,) mit uneigentlichem Tragerpunkt. Diese Geraden- 
kette mu8B aber, damit sich eine Punktmannigfaltigkeit 3, ergibt, die 
uneigentliche Gerade enthalten, so da8 auBerdem noch verlangt werden 
mu, da8 ein Punkt der Kette /7, auf die uneigentliche Gerade abge- 
bildet wird. Als solcher kommt nur der Punkt p in Betracht; denn der 
auf J’, gelegenen Punktmannigfaltigkeit $3, soll eine Ebenenmannigfaltig- 
keit € zugeordnet werden, die den aus €, durch die Korrelation ent- 
stehenden R, in dem Treffgeradenkomplex eines in der uneigentlichen 
Ebene dieses R, gelegenen Kegelschnittes schneidet: eine Mannigfaltig- 
keit €,. Die Forderung: Die ebene Korrelation soll p im die un- 
eigentliche Gerade transformieren, zieht die zuerst formulierte Forderung 
nach sich und geniigt daher zur Charakterisierung der Korrelation. Sie 
bildet dann im R, die Ebenenmannigfaltigkeit €, auf die Punkte einer 
Punktmannigfaltigkeit $, ab, im wesentlichen also auf einen eigent- 
lichen R,, den wir als zweiten Raum Rj wihlen. 

Gleichzeitig werden in der komplexen Ebene die Punkte der Geraden- 
kette J’, mit dem Scheitel p auf die Geraden abgebildet, die eine auf 
der uneigentlichen Geraden liegende Punktkette J7, schneiden. Dieser 
Punktkette gehért der Punkt g nicht an, weil die Gerade g, aus der er 
entstanden ist, nicht der Geradenkette I’, angehérte. 

Da die Kette /7, aus lauter uneigentlichen Punkten besteht, wird 
sie im R, auf einen Regulus der absoluten Kongruenz abgebildet. Wir 
wollen ihn kurz den absoluten Regulus nennen. Der Raum Rj schneidet 





7) C. Segre, Alcune considerazioni elementari sull’incidenza di rette e piani 
nello spazio a 4. dimensioni, Rend. Circ. Mat. di Palermo 2 (1888); H. F. Baker, 
Principles of Geometry, IV, Cambridge 1925, S. 32—36. 
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ihn in einem regularen (,,absoluten‘‘) Kegelschnitt A. K.*). Die Schnitt- 
kurve kann deshalb nicht zerfallen, weil die einzige Gerade Q, in welcher R'! 
die absolute Kongruenz schneidet, dem absoluten Regulus nicht angehért. 
(Der Punkt qg liegt ja, wie wir sahen, nicht auf der Kette /7,.) 

Jetzt ordnet die Korrelation jedem Punkte allgemeiner Lage von R} 
eine charakteristische Ebene durch den absoluten Regulus zu. Diese 
Ebene schneidet R} in einer eigentlichen Treffgeraden des A. K. (Minimal- 
gerade). Die den Punkten allgemeiner Lage von R; in der Korrelation 
entsprechenden charakteristischen Ebenen schneiden daher aus Rj den 
Minimalgeradenkomplex aus. 

Damit haben wir unsere Absicht erreicht: Die Raume R} und R} 
sind durch eine Geraden-Kugel-Verwandtschaft auf einander bezogen. 


4. Singularititen der Abbildung. 
Wir haben schlieBlich noch die oben durch den Gebrauch der Worte: 
im Wesentlichen“ und ,,allgemeine Lage“ vernachlassigten Singularitaten 
der Abbildung zu untersuchen. Diese werden hauptsichlich durch die 
Ausnahmestellung der Geraden P im Raume Rj hervorgerufen. Diese 
Gerade gehért dem linearen Komplex an, ist also die doppeltzihlende 
Leitgerade einer im Komplex enthaltenen parabolischen Kongruenz. 
Das gegenseitige Entsprechen der Elemente verdeutlichen wir durch 
eine Ubersicht, in der wir die Figuren, die sich in der Ebene und im 
Bild-R, korrelativ entsprechen, nebeneinanderstellen. 


Punkt —> Gerade 





Uneigentlicher Punkt p als Scheitel | Die uneigentliche Gerade als Tragerin 
der Geradenkette I, (der die un- der Punktkette Z7,. 
eigentliche Gerade angehdrt). 


Von p verschiedener Punkt auf einer | Eigentliche Treffgerade der Punkt- 


Geraden der Kette J. kette J7,. 
RB, RY 
Absolute Gerade P als Tragerin eines | Absoluter Kegelschnitt als Ort von 
Biischels charakteristischer Ebenen Punkten. 
(und der uneigentlichen Ebene von 
R's). 


Nicht auf P gelegener Punkt von R. | Minimalgerade. 














8) Dieser Kegelschnitt besitzt einen reellen Zug. Will man einen nullteiligen 
Kegelschnitt erhalten, so mu8 man nachtraglich eine imaginare Kollineation aus 
fiihren. 
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Gerade —> Punkt 





Punktkette J7,, welche p enthalt, deren | Geradenkette [,, welche die uneigent- 


Tragergerade g aber nicht zu J, ge- liche Gerade enthalt, deren Trager- 
hort. punkt g aber nicht zu JZ, ge- 
hort. 

Gerade, welche die Punktkette JJ, je- Eigentlicher Punkt auf der Geraden- 
doch nicht im Punkte p trifft. kette I. 

oc® Geraden durch p, darunter die 00! | oc® uneigentliche Punkte, darunter 
Geraden von I}. die co! Punkte von /7,. 

R, RY 

(Treffgerade G von P, die nicht in R | (Biischel charakteristischer Ebenen, 

liegt. ) dessen Achse Q nicht dem absoluten 


Regulus angehdért.) 


Gerade des linearen Komplexes, die | Eigentlicher Punkt. 
nicht der parabolischen Kongruenz 
angehdort. 


7 


cco? Geraden der parabolischen Kon- Die oo! Punkte des A. K. 
gruenz. Die oo! charakteristischen 
Ebenen durch P. 














Die letzte Zeile bedarf noch einer Erklarung. Da die o* Geraden 
der parabolischen Kongruenz in den o' charakteristischen Ebenen 
durch P liegen. alle in einer solchen Ebene gelegenen Geraden aber auf 
einen Punkt, den Bildpunkt der betreffenden Ebene abgebildet werden, 
entstehen im Bildraume Rj) nur o' Bildpunkte. 

Durchlauft nun ein Punkt von Rj eine nicht der parabolischen 
Kongruenz angehérende Nullgerade, so beschreibt offenbar die Bild- 
gerade im Rj! den Minimalkegel, der von dem Bildpunkte der Null- 
geraden aus den A. K. projiziert. Einer von P verschiedenen Ge- 
raden ZL der parabolischen Kongruenz wird in analoger Weise das 
Biischel von Minimalgeraden einer eigentlichen Tangentialebene des 
A. K. (Minimalebene) zugeordnet. Dies ergibt sich folgendermaBen: 


Den Punkten der Geraden LZ entspricht eine Mannigfaltigkeit 
von oc! Minimalgeraden, welche alle ein- und denselben Punkt / 
des A. K. schneiden. Nun bestimmt Z mit den beiden Leitgeraden 
der absoluten Kongruenz ebenso wie G eine Ebenenmannigfaltigkeit 
vom Typus €,, die durch unsere Korrelation ebenfalls auf einen R, 
abgebildet wird. Dieser R, schneidet R}' in einer Ebene, dem Ort 





628 E. A. Weiss, Lies Geraden-K ugel-Transformation. 


der genannten oo' Minimalgeraden. Diese Ebene ist eine Tangential- 
ebene des A. K., denn sie hat nur einen Punkt mit dem A. K. 
gemein, den Bildpunkt der einzigen in Rj; gelegenen Ebene (Verbin- 
dungsebene von ZL und P), welche den Ebenenmannigfaltigkeiten ge- 
meinsam ist. 


DaB sich der Ubergang von dem einen Raume zum andern durch 
die Einfiihrung neuer Raumelemente vereinfachen und von Ausnahmen 
befreien laBt, ist bekannt und braucht in diesem Zusammenhange nicht 
weiter verfolgt zu werden. 


(Eingegangen am 28. 10. 1932.) 

















Eine elementargeometrische Eigenschaft 
von Verschlingungen und Knoten. 


Von 


Erika Pannwitz in Berlin. 


Einleitung'). 


An Modellen von Knoten und von verschlungenen Kurven lassen 
sich in den der Anschauung zuginglichen einfachen Fallen die beiden fol- 
genden Sitze immer bestitigen: 

(A) Sind die beiden zueinander fremden einfach geschlossenen Kurven A 
und B im dreidimensionalen euklidischen Raume R* miteinander ver- 
schlungen, so gibt es stets wenigstens eine Gerade, die jede der beiden 
Kurven A und B zweimal schneidet, und zwar in der Reihenfolge B, 
A, B, A. 

(B) Zu jedem im dreidimensionalen euklidischen Raume R* gelegenen 
Knoten K gibt es wenigstens eine Gerade, die K viermal schneidet. 

Kurvenpaare, die im anschaulichen Sinne unverschlungen sind, und 
unverknotete Kurven lassen sich so deformieren, da8 Geraden mit den 
genannten Schnitteigenschaften nicht existieren. Man mu8 also das not- 
wendige Auftreten solcher Geraden als durch die Verschlingung bzw. 
Verknotung bedingt ansehen. Im folgenden wird es sich darum handeln, 
genauere Aussagen iiber die Schnittgeraden von verschlungenen Kurven- 
paaren und von verknoteten Kurven zu gewinnen. Dem Wesen dieses 
Problems diirfte diejenige Formulierung am besten angemessen sein, die 
den ,,Verknotungen“ und ,,Verschlingungen“ den Begriff der Isotopie, 
d.h. der eineindeutigen stetigen Deformation, zugrundelegt. Da aber 
eine befriedigende Behandlung eineindeutiger Deformationen bisher nicht 
méglich ist, mu8 unter den vorhandenen Verschlingungsbegriffen und 
Knotendefinitionen eine andere unserer Beweismethode angemessene Aus- 


1) Die vorliegende Arbeit bildet den Inhalt meiner Dissertation (Universitit 
Berlin, 1931). Die beiden Bemerkungen (A) und (B), die den Anla8 zu der Arbeit 
gegeben haben, verdanke ich Herrn O. Toeplitz. - 
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wahl getroffen werden. Bevor die Hauptsitze formuliert werden, stellen 
wir daher unter a) die einschrinkenden Voraussetzungen zusammen, die 
wir immer machen werden, und die sich im wesentlichen auf die .,all- 
gemeine Lage“ beziehen, besprechen dann — unter b) — in gebotener 
Ausfiihrlichkeit die verschiedenen Méglichkeiten fiir die Definition der 
Verschlingung, um schlieBlich unter Benutzung eines bestimmten dieser 
Begriffe den Hauptsatz I auszusprechen, der die obige Aussage (A) pri- 
zisiert; sodann wird — unter c) — der fiir die Behauptung (B) geeig- 
nete Knotenbegriff eingefiihrt und diese Behauptung in verschirfter Form 
als Hauptsatz II formuliert; in d) wird iiber Verallgemeinerungen ge- 
sprochen. 

a) Wir stellen uns im folgenden auf den Standpunkt der kombinatori- 
schen Topologie: Kurven sind Polygone; dabei gehért jede Polygonecke 
zu héchstens zwei Seiten. Flachenstiicke sind aus ebenen Dreiecken auf- 
gebaut; jede Seite gehért zu héchstens zwei Dreiecken, und die Dreiecke 
mit einer gemeinsamen Ecke lassen sich (zyklisch oder linear) so an- 
ordnen, daB in der Anordnung jedes Dreieck genau einmal vorkommt 
und zwei aufeinander folgende Dreiecke eine Seite gemeinsam haben. 
Diejenigen Seiten, die zu genau einem Dreieck gehéren, bilden den Rand 
des Flachenstiicks. Ist insbesondere das Flichenstiick FE das eindeutige 
simpliziale Bild einer geeignet triangulierten Dreieckscheibe, so heiBt EF ein 
Elementarflichenstiick; EZ wird von dem Bild der Dreieckseiten berandet. 

Ist ein aus endlich vielen Polygonen und Flachenstiicken bestehendes 
Gebilde im R* gegeben, so wird, da hiufig Anzahlen von Schnittpunkten zu 
bestimmen sind, von vornherein die Voraussetzung der allgemeinen Lage 
gemacht: es sollen nicht mehr als drei Eckpunkte des Gebildes in einer 
Ebene liegen; zwei Seiten des Gebildes kénnen also nur dann einen 
Punkt, und zwar einen Eckpunkt, gemeinsam haben, wenn sie entweder 
Seiten desselben Polygons oder Seiten der Triangulation desselben Flachen- 
stiicks sind. Durch beliebig kleine Verriickung der Ecken des Gebildes 
lassen sich diese Bedingungen immer erfiillen. Die Voraussetzung der 
allgemeinen Lage verbietet fiir Polygone das Auftreten von Doppel- 
punkten; Flachenstiicke kénnen dagegen Selbstdurchdringungen aufweisen. 
Die Anzahl der Schnittpunkte eines Polygons mit einem Flachenstiick 
ist stets endlich; denn ein Schnittpunkt ist immer innerer Punkt sowohl 
der Polygonseite als auch des Dreiecks des Flachenstiicks. Wenn eine 
Polygonseite mehrere Dreiecke eines Flachenstiicks in demselben Punkte 
schneidet, so ist dieser Schnittpunkt mit der entsprechenden Vielfachheit 
zu zihlen. Im allgemeinen werden absolute Schnittzahlen, d.h. An- 
zahlen von Schnittpunkten ohne Vorzeichen, gezaihlt. Wenn einmal bei 
orientierten Flichenstiicken und orientierten Polygonen Schnittpunkte 
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mit einem (in bekannter Weise festgelegten) Vorzeichen beriicksichtigt 
werden sollen, so wird dies durch die Bezeichnung ,,algebraische Anzahl“ 
der Schnittpunkte hervorgehoben. 

Sind A und B zwei einfach geschlossene, zueinander fremde Poly- 
gone, so gibt es unter den von A berandeten Elementarflichenstiicken 
solche, deren absolute Schnittzahl mit B méglichst klein ist; diese 
Schnittzahl nennen wir die ,,fiir ein von A berandetes Element not- 
wendige Schnittzahl mit BY“. Die Begriffsbildung hat auch dann einen 
Sinn, wenn A mit B identisch ist, wenn also die Schnittpunkte von A 
mit den Dreiecken der von A berandeten Elementarflichenstiicke gezahlt 
werden; in diesem Falle reden wir von der ,,fiir ein von A berandetes 
Element notwendigen Anzahl von Randsingularitaten“. 

Fiir die Ausfiihrung von Deformationen sind in der Theorie der 
Knoten und Verschlingungen bekanntlich besondere VorsichtsmaSregeln 
erforderlich. P sei ein einfaches (offenes oder geschlossenes) Polygon im 
R°, {, (0 <t < 1) eine vom Parameter ¢ stetig abhingende Schar von ein- 
deutigen stetigen Abbildungen von P in den R*. P, bzw. p, bzw. p, be- 
deute das Bild des Polygons P bzw. der Polygonseite p bzw. des Punktes p 
bei der Abbildung /, Die Abbildungsschar f/f, (0 <= ¢ < 1) heibt eine 
Deformation von P, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: 

l. p, = p fiir jeden pc P. 2. Es gibt eine von vornherein feste 


Unterteilung P von P, so daB ein Punkt p, von P, nur dann Ecke 
von P, ist, wenn p, Ecke von P ist; das Bild p, einer Ecke p, von P 
heiBt auch dann Ecke von P,, wenn p, nur scheinbarer Eckpunkt ist, 
d. h. wenn die beiden an p, anschlieBenden Seiten von P, sich zu einer 
Strecke zusammenschlieBen. 3. Die Lingen der Polygonseiten p, bleiben 
fiir alle ¢ (0 < t < 1) oberhalb einer festen positiven Schranke. Waihrend 
der Deformation von P darf die Bedingung der allgemeinen Lage zeit- 
weise verlorengehen; doch wird sie fiir das Anfangsstadium P, und das 
Endstadium P, — eventuell nach Weglassung scheinbarer Eckpunkte — 
als erfiillt angenommen. 

Unter einer Deformation eines Paares von einfachen zueinander 
fremden Polygonen A, B wird eine Abbildungsschar f, verstanden, die 
auf A und auf B definiert und auf jedem der beiden Polygone eine De- 
formation ist. Im folgenden nehmen wir, wenn von einer bestimmten 
Deformation die Rede ist, A und B schon in der fiir die Deformation 
ausreichenden Unterteilung an. Wir sagen, daB A und B durch die 
Deformation f/f, (0 <¢t < 1) ,,voneinander befreit werden“, wenn A, 
und B, im R* durch eine Kugelfliche voneinander getrennt werden 
kénnen. Zur Abzahlung der bei einer Befreiung von A und B auf- 
tretenden Durchdringungen von A und B ziehen wir nur ,,Deformationen 
41* 














E. Pannwitz. 


632 


mit endlicher Durchdringungszahl“ in Betracht. Das sind solche De- 
formationen, bei denen 1. fiir jeden ¢-Wert der Durchschnitt A,- B, aus 
héchstens endlich vielen Punkten besteht und 2. héchstens fiir endlich 
viele t-Werte der Durchschnitt A,-B, nicht leer ist. Ein Punkt des 
Durchschnitts A,- B,, durch den m Seiten von A, und n Seiten von B, 
hindurchgehen®*), stellt eine m-n-fache Durchdringung von A und B bei 
der Deformation f, dar. Die Gesamtanzahl der bei einer Deformation f, 
mit endlicher Durchdringungszahl fir 0 < ¢ = 1 in den Durchschnitten 
A,- B, auftretenden Punkte, mit der richtigen Vielfachheit gezihit, nennen 
wir die Anzahl der Durchdringungen von A und B bei der Deformation },. 
Offenbar kénnen — auch unter einschrankenden Voraussetzungen, wie Verbot 
von Selbstdurchdringungen, d.h. Eineindeutigkeit der Abbildungen /, auf A 
und auf B einzeln fiir alle ¢, oder Festhaltung eines Polygons, z. B. 
A, =A fiir alle ¢ — die Polygone A und B stets durch Deformationen 
mit endlicher Durchdringungszahl voneinander befreit werden. Unter 
allen derartigen Deformationen, die die Befreiung von A und B leisten, 
gibt es solche, bei denen die Anzahl der Durchdringungen von A und B 
ein Minimum ist. Die fiir die Befreitung von A und B erforderliche 
Mindestanzahl von Durchdringungen von A und B heiBe die ,,zur Be- 
freiung notwendige Durchdringungszahl von A und B*. 


b) Fiir die Definitionen der Verschlingung zweier zueinander fremder 
einfach geschlossener Polygone A und B stehen folgende Méglichkeiten 
zur Verfiigung: 


Definition 1: Die Homologieverschlingung’). Die Homologie- 
verschlingungszahl des orientierten Polygons A mit dem orientierten 
Polygon B ist die algebraische Anzahl der Schnittpunkte von B mit 
einem von A berandeten orientierbaren und gema8 der Orientierung 
von A orientierten Flachenstiick. A heiSt mit B unverschlungen, falls 
die Verschlingungszah! von A mit B Null ist; anderenfalls heiBt A mit B 
verschlungen. 

Wenn A mit B unverschlungen ist — und natiirlich nur dann —, 
gibt es bekanntlich ein von A berandetes (nicht notwendig einfach zu- 
sammenhingendes) orientierbares Flachenstiick, das zu B fremd ist. 


2) Wenn p, Eckpunkt von A, oder von B, ist, hat man statt der durch P, 
hindurchgehenden Seite das Seitenpaar mit der gemeinsamen Ecke Pp, zu nehmen. 

8) Der Begriff der Homologieverschlingung ist in wesentlich gréBerer All- 
gemeinheit von L. E. J. Brouwer, 1912, Proc. Amst. 16, 8. 113—122, eingefihrt 
worden.. In dieser Arbeit finden sich die im. folgenden genannten Eigenschaften 
der Homologieverschlingung, insbesondere auch die Unabhangigkeit der bei der 
Definition der Homologieverschlingungszahl auftretenden algebraischen Schnittpunkt- 
zahl von der Wahl des von A berandeten orientierten Flachenstiicks. 
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Ferner wei8 man, da8 die Homologieverschlingung symmetrisch ist: die 
Verschlingungszahl von A mit B ist gleich der Verschlingungszahl von B 
mit A. Es hat also einen Sinn zu sagen, daS A und B im Homologie- 
sinn ,,miteinander“ verschiungen sind. 

Definition II: Die symmetrische Homotopieverschlingung. Die sym- 
metrische Homotopieverschlingungszahl von A und B ist die zur Be- 
freiung durch beliebige Deformationen notwendige Durchdringungszahl 
von A und B. A und B hei®en unverschlungen, wenn die Verschlingungs- 
zahl Null ist; anderenfalls heiBen A und B miteinander verschlungen. 

Es ist bekannt, da8 zwei Polygone, die im Homologiesinn mit- 
einander verschlungen sind, auch im Sinne der symmetrischen Homotopie 
miteinander verschlungen sind. Die vollstindige Aquivalenz dieser beiden 
Verschlingungsdefinitionen und damit ein Zusammenhang zwischen Homo- 
logie- und Homotopieeigenschaften von Kurven im R® wird gesichert 
durch 

Satz I: Zwei Polygone, die im Sinne der Homologie miteinander un- 
verschlungen sind, sind auch im Sinne der symmetrischen Homotopie un- 
verschlungen. (Beweis: § 1.) 

Zusatz: Die symmetrische Homotopieverschlingungszahl ist gleich dem 
absoluten Betrag der Homologieverschlingungszahl. (Beweis: § 1.) 

Definition III: Die unsymmetrische liar 6A Die 
unsymmetrische Homotopieverschlingungszahl ,v, von A mit B ist die 
zur Befreiung durch Deformationen unter Festhaltung von B notwendige 
Durchdringungszahl von A und B oder, was dasselbe ist, die fiir ein 
von A berandetes Element notwendige Schnittzahl mit B. A heibt 
mit B unverschlungen, wenn ,4vg = 0 ist; anderenfalls heiBt A mit B 
verschlungen. — Entsprechend wird die Verschlingungszahl gv, und die 
Verschlingung von B mit A definiert. 

Fiir die unsymmetrische Homotopieverschlingung gilt der 

Satz II: Die formal unsymmetrische Homotopieverschlingung ist tat- 
siichlich unsymmetrisch. (Beweis: § 1, Beispiel 1.) 

Aus der Definition geht unmittelbar hervor, daB jede der beiden 
unsymmetrischen Homotopieverschlingungszahlen mindestens gleich der 
symmetrischen Homotopieverschlingungszahl ist. Insbesondere ist also 
sowohl A mit B als auch B mit A im Sinne der unsymmetrischen 
Homotopie verschlungen, wenn A und B im Sinne der symmetrischen 
Homotopie miteinander verschlungen sind. Indessen folgt schon aus 
Satz II, daB die beiden Definitionen nicht aquivalent sein kénnen. Es 
gilt sogar der 

Satz III: Es gibt Paare von Kurven, die im Sinne der symmetri- 
schen Homotopie — und somit im Sinne der Homologie — unverschlungen 
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sind, von denen aber jede mit der anderen im Sinne der unsymmetrischen 
Homotopie verschlungen ist. (Beweis: § 1, Beispiel 2.) 

Der Unterschied zwischen der symmetrischen und der unsymmetri- 
schen Homotopieverschlingung beruht auf der Existenz von Knoten. Ist 
B unverknotet*), so ist namlich, wie man weiB, A dann und nur dann 
homotop Null in R® — B, wenn A in R* — B homolog Null ist. Es gilt 
also der 

1. Zusatz zu Satz III: Ist B wunverknotet und sind A und B im 
Sinne der Homologie oder (was nach Satz I dasselbe ist) der symmetrischen 
Homotopie miteinander unverschlungen, so ist auch A mit B im Sinne der 
unsymmetrischen Homotopie unverschlungen. 

Genauer gilt der 

2. Zusatz zu Satz III: Ist B unverknotet, so ist die unsymmetrische 
Homotopieverschlingungszahl ,v, von A mit B gleich dem Betrage der 
Homologieverschlingungszahl, also nach dem Zusatz zu Satz 1 gleich der 
symmetrischen Homotopieverschlingungszahl von A und B. (Beweis: § 1.) 

Daraus folgt insbesondere: Fiir unverknotete Polyyone A und B sind 
Homologieverschlingung, symmetrische und unsymmetrische Homotopie- 
verschlingung miteinander identisch. 

Definition IV: Die Isotopieverschlingung. A und B heiBen im 
Sinne der Isotopie miteinander unverschlungen, wenn die zur Befreiung 
durch Deformationen ohne Selbstdurchdringungen notwendige Durch- 
dringungszahl von A und B gleich Null ist; anderenfalls heiBen A und B 
miteinander verschlungen. 

Es hat wenig Wert, fiir die Isotopieverschlingung ebenso wie bei 
den Definitionen II und III die zur Befreiung notwendige Durch- 
dringungszahl von A und B als Verschlingungszahl einzufiihren, weil zur 
Beschreibung der Verschlingung neben den gegenseitigen Durchdringungen 
von A und B bei der Befreiung auch Selbstdurchdringungen von A 
und von B zu beriicksichtigen sind. 

Es ist bekannt, da8 man bei den unter a) getroffenen Festsetzungen 
jede eineindeutige Deformation eines Polygons zu einer eineindeutigen 
Deformation des ganzen Raumes in sich erweitern kann. Daraus folgt 
unmittelbar, da8 von zwei Polygonen, die im Isotopiesinn unverschlungen 
sind, keines mit dem anderen im Sinne der unsymmetrischen Homotopie 
verschlungen sein kann. In der Tat: Leistet die eineindeutige De- 
formation /, die Befreiung von A und B ohne gegenseitige Durch- 


dringungen, und ist g;“’ eine Erweiterung der eineindeutigen Deformation 


/,(A) auf den ganzen Raum, (9/*’)~* die zu g;“ inverse Abbildung, so 


ist die auf A und B definierte Abbildung (g;“’)~*/, eine Befreiung von A 


*) Vgl. Definition V und FuBnote ”). 
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und B ohne gegenseitige Durchdringung unter Festhaltung von A. Da 
jedoch Definition III wesentlich unsymmetrisch, Definition IV symmetrisch 
ist, sind die beiden Verschlingungsbegriffe nicht aquivalent. Genauer gilt 

Satz IV: Es gibt Polygone, die im Sinne der Isotopie miteinander 
verschlungen sind, von denen aber keines mit dem anderen im Sinne der 
unsymmetrischen Homotopie verschlungen ist. (Beweis: §1, Beispiel 3.) 


Die Invarianz der Definitionen 1 bis IV gegeniiber eineindeutigen 
Deformationen des Polygonpaares A, B oder, was dasselbe ist, gegeniiber 
eineindeutigen Deformationen des ganzen Raumes in sich ist evident. 
Zum Nachweis der topologischen Invarianz der in II bis IV definierten 
Verschlingungszahlen, d. h. der Unabhangigkeit der verschiedenen Mindest- 
zahlen von der Geometrie des R*, wire noch eine eingehende Begriindung 
erforderlich. 

Die unsymmetrische Homotopieverschlingung ist derjenige Ver- 
schlingungsbegriff, der zum Beweis des Satzes (A) geeignet ist. Unter 
einer ,,Sehne des Polygonpaares A, B“ soll jede mit einer Richtung ver- 
sehene Gerade verstanden werden, die die Menge A+ B in wenigstens 
zwei nicht auf derselben Polygonseite gelegenen Punkten trifft. Eine 
Gerade heiBt eine m-fache Sehne, wenn sie A + B in wenigstens m (zu 
verschiedenen Polygonseiten gehérigen) Punkten trifft. Unter der Schnitt- 
folge einer m-fachen Sehne, z. B. (A, B,..., A), wird die Angabe der 
Reihenfolge der Schnittpunkte mit A und B auf der gerichteten Ge- 
raden verstanden. Eine m-fache Sehne mit einer gegebenen Schnittfolge 
ist erst dann eindeutig bestimmt, wenn auf ihr m Schnittpunkte mit A 
und mit B in der durch die Schnittfolge vorgeschriebenen Reihenfolge 
ausgezeichnet sind; zwei m-fache Sehnen mit der gleichen Schnittfolge 
sind dann und nur dann identisch, wenn die beiden gerichteten Geraden 
zusammenfallen und die auf ihnen ausgezeichneten Schnittpunkte paar- 
weise iibereinstimmen. Wichtig sind im folgenden dreifache Sehnen mit 
der Schnittfolge (A, B, A) und (B, A, B) und vierfache Sehnen mit der 
Schnittfolge (B, A, B, A). 

Die Verschirfung des Satzes (A) lautet: 

Hauptsatz 1: Zwei zueinander fremde einfach geschlossene Polygone 
A und B mit den unsymmetrischen Homotopieverschlingungszahlen ,v, und 
pv, bdesitzen wenigstens ,vg+ pV4 vierfache Sehnen mit der Schnittfolge 
(B, A, B, A). (Beweis: § 2.) 

Darin ist der schwichere, aber in konkreten Fallen leichter anwend- 
bare Satz enthalten: Zwei zueinander fremde einfach geschlossene Polygone 
A und B mit der Homologieverschlingungszahl u besitzen wenigstens u* 
vierjache Sehnen mit der Schnittfolge (B, A, B, A). 











E. Pannwitz. 


636 





Die Existenz dreifacher Sehnen mit der Schnittfolge (A, B, A) bzw. 
(B, A, B) ergibt sich fiir Kurvenpaare mit von Null verschiedener un- 
symmetrischer Homotopieverschlingungszahl ,», bzw. gv, leicht aus der 
Verschlingungsdefinition (§ 2, Hilfssatz III). Die Frage nach der Existenz 
vierfacher Sehnen findet dadurch ihre Rechtfertigung, da8 Sehnen héherer 
Vielfachheit keinerlei Invarianzeigenschaften aufweisen: sie kénnen durch 
eine beliebig kleine Verriickung der Polygonecken beseitigt werden. In 
der Tat: die Gerade © schneide die fiinf Polygonseiten 5, (¢ = 1, ..., 5) 
von A+ B in fiinf voneinander verschiedenen Punkten. A -+ B darf in 
allgemeiner Lage angenommen werden; infolgedessen haben zwei s,, die 
in einer Ebene liegen, stets einen Eckpunkt gemeinsam, da anderenfalls 
eine solche Ebene vier Ecken von A-+ 8B enthielte. © kann also 
keine der s, enthalten, da mit einer in © enthaltenen Seite jede der 
vier anderen s, in einer Ebene liegen, also eine Ecke gemeinsam haben 
miiBte. Ferner kénnen sich drei 5, nicht zu einem Streckenzug an- 
einanderschlieBen; denn hitten s, und s,, s, und s, je einen Eckpunkt 
gemeinsam, so ligen s, und s, in der durch © und s, bestimmten Ebene, 
miiBten also ebenfalls einen Eckpunkt gemeinsam haben; s,, s, und s, 
kénnen aber kein Dreieck bilden, weil diese drei Seiten von © in drei 
verschiedenen Punkten geschnitten werden. Fiir die durch die s,; be- 
stimmten Geraden GS, sind also bei passender Numerierung nur fol- 
gende drei Fille méglich: 1. die GS; sind paarweise zueinander wind- 
schief; 2. S, und G, schneiden sich, abgesehen davon sind die G, 
paarweise zueinander windschief; 3. S, und G, schneiden sich, S, und 
S, schneiden sich; im iibrigen sind die S, paarweise zueinander wind- 
schief. Jedenfalls kann man vier Tripel von zueinander windschiefen 


Geraden aus den S, auswihlen: S,, S,, S;; S,, S,, S;; 


~ ~ ~ 
- - “~ e 
‘? ~g> “3: “5: 


S,, Sy, S;. Jedes dieser Geradentripei bestimmt ein einschaliges Hyper- 
boloid oder hyperbolisches Paraboloid H,,,. Die Tatsache, da8 6 alle G, 
schneidet, besagt, daB die (nicht notwendig simtlich voneinander ver- 
schiedenen) Flichen H,,,, H,,., H,,;, H,,, die Gerade © als gemeinsame 
Erzeugende haben. Durch eine kleine Verriickung der Ecken von s, 
kann man erreichen, daB H,,, und H,,, voneinander verschieden sind; 
H,,, und H,,, haben demnach in der einen Erzeugendenschar nur die 


Erzeugenden S, und G,, also in der anderen Erzeugendenschar zwei Er- 
zeugende ©’ und ©” gemeinsam’). Durch eine kleine Verriickung von s, 
lat sich erreichen, daB S, zu 6’ und &” fremd ist. Nach Ausfiihrung 
dieser beiden Abinderungen gibt es keine Gerade mehr, die alle GS, 
schneidet. Wenn man die Verriickung der Ecken klein genug macht, 


5) Eine dieser beiden Erzeugenden kann eine uneigentliche Gerade sein, 
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la8t sich das Auftreten neuer fiinf- oder mehrfacher Sehnen auf den von 
den s, verschiedenen Seiten von A und B vermeiden. 

c) Dem Beweis des Satzes (B) legen wir die folgende Knotendefinition 
zugrunde, die den Begriff der eineindeutigen Deformation vermeidet: 

Definition V: Die Verknotungszahl k eines einfach geschlossenen 
Polygons K ist die fiir ein von K berandetes Element notwendige Anzahl 
von Randsingularititen*®). K hei®t unverknotet, wenn k = 0 ist; 
anderenfalls heiBt K verknotet’). 

Die Verknotungszahl k ist offenbar invariant gegeniiber eineindeutigen 
Deformationen von K und gegeniiber eineindeutigen Deformationen des 
R® in sich. Uber die topologische Invarianz ist dassclbe zu sagen wie 
bei den Verschlingungszahlen. Es gilt 

Satz V: k ist stets eine gerade Zahl; fiir verknotete Polygone ist also 
k => 2. (Beweis: § 3.) 

Unter einer m-fachen Sehne (m > 2) von K wird eine (diesmal 
nicht mit Richtung versehene) Gerade verstanden, die K in wenigstens m 
Punkten schneidet, von denen keine zwei derselben Polygonseite an- 
gehéren. Eine m-fache Sehne ist erst dann eindeutig bestimmt, wenn 
auf ihr m Schnittpunkte mit K ausgezeichnet sind; zwei m-fache Sehnen 
sind dann und nur dann identisch, wenn die beiden Geraden zusammen- 
fallen und die auf ihnen ausgezeichneten Schnittpunkte mit K paarweise 
iibereinstimmen. 

Wie bei Verschlingungen folgt aus der Knotendefinition leicht die 
Existenz dreifacher Sehnen (§ 4, Hilfssatz XI). Fiinf- und mehrfache 
Sehnen lassen sich wieder beseitigen. Uber die vierfachen Sehnen gilt der 

Hauptsatz II: Ein einfach geschlossenes Polygon K im R* mit der 
Verknotungszahl k besitzt wenigstens k*/2 vierfache Sehnen. (Beweis: § 4.) 

Uber den Satz (B) hinausgehend ergibt sich hieraus: Jeder Knoten 
besitzt wenigstens zwei vierfache Sehnen. 

d) Zu der Frage, wie weit die angegebenen Resultate verbesserungs- 
fihig sind, sei bemerkt: Fiir Verschlingungen gibt es einfache Beispiele, 
etwa zwei miteinander verschlungene Dreiecke, fiir die die im Hauptsatz I 
gegebene untere Schranke fiir die Anzahl der vierfachen Sehnen mit der 
Schnittfolge (B, A, B, A) erreicht wird; doch wird diese Schranke fiir 








®) Vgl. die Definition unter a). 

7) Nach M. Dehn, Math. Annalen 69 (1910), S. 137—168, ist diese Definition 
aquivalent mit der folgenden: dann und nur dann heiSt K unverknotet, wenn die 
Fundamentalgruppe von R®—K kommutativ — und dann notwendig die freie 
Abelsche Gruppe von einer Erzeugenden — ist. Dagegen mu® infolge einer Liicke 
im Beweis des Dehnschen Lemmas, auf die H. Kneser, Jahresber. D. M. V. 88 
(1929), S. 248, aufmerksam gemacht hat, unentschieden bleiben, ob ein im Sinne 
der Definition V unverknotetes K immer mit einer Kreislinie isotop ist. 
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Kurvenpaare, die mur im Isotopiesinn miteinander verschlungen sind 
(vgl. § 1, Beispiel 3), Null, wahrend anschauliche Beispiele auch in diesem 


Falle die Existenz vierfacher Sehnen zu bestiatigen scheinen. — Ob die 
Schranke des Hauptsatzes II bei Knoten erreicht wird, muB8 selbst im 
einfachen Falle der Kleeblattschlinge (k = 2) unentschieden bleiben. 


Die Voraussetzung der allgemeinen Lage der Polygone ist zur Durch- 
fiihrung der Beweise zweckmibig, aber nicht wesentlich. Wie man leicht sieht, 
laBt sich die allgemeine Lage eines Polygonpaares bzw. eines Knotens durch 
kleine Verriickung der Ecken stets ohne Vermehrung der Anzahl der vier- 
fachen Sehnen herstellen; daraus folgt die Giiltigkeit der beiden Hauptsiitze 
auch fiir Polygone, die der Bedingung der allgemeinen Lage nicht geniigen. 

Der (im Hauptsatz I enthaltene) Satz (A) fiir Polygone fihrt bei 
ceeigneter Verschlingungsdefinition leicht zum Beweis des Satzes (A) fiir 
beliebige stetige Kurven (ohne die Verschirfung durch den Hauptsatz 1). 
A und B seien zwei zueinander fremde einfach geschlossene Kurven im R°. 
A und B sollen miteinander verschlungen heiBen, wenn es eine Zahl 
e > 0 gibt, so daB fiir jedes die Kurven A, B mit der Giite ¢ approxi- 
mierende Polvygonpaar A,, B, sowohl avs, + 9 als auch 2,4, + 0 ist. 
Fiir ein verschlungenes Kurvenpaar A, B besitzt also jedes Paar von 
Approximationspolygonen A,, B, eine vierfache Sehne mit der Schnitt- 
folge (B,, A,, B,, A,). Ist A™, B™ eine gegen A, B konvergierende 
Folge von Approximationspolygonen, so gibt es wenigstens eine Gerade G, 
gegen die sich die vierfachen Sehnen mit der Schnittfolge (B™, A, B™, A) 
haiufen. G@ ist dann offenbar eine vierfache Sehne von A, B mit der 
Schnittfolge (B, A, B, A). 

Die Hauptsitze bleiben fiir stetige Kurven giiltig, wenn man die 
folgenden Definitionen der Verschlingungszahlen und der Verknotungs- 
zahl zugrunde legt: ,v,; und ,v{ bezeichne die kleinsten Werte, die 
1.0m, und »v, in der Gesamtheit der das Kurvenpaar A, B mit der 
Giite « approximierenden Polygonpaare A,, B, annehmen k6énnen. Ent- 
sprechend bezeichne k* die kleinste fiir ein die doppelpunktfreie Kurve K 
mit der Giite e« approximierendes Polygon médgliche Verknotungszahl. 
Mit gegen Null abnehmendem ¢ nehmen ,4v;, ,v; und ebenso k” nicht 
ab. Wenn diese Zahlen fiir e — 0 schlieBlich endlich und konstant 
bleiben, so soll dieser endliche Wert der Wert von ,4vp, pv, bzw. k& sein; 
anderenfalls wird ,vg bzw. gv, bzw. k unendlich*). — Der Beweis der 

®) Das Beispiel der Antoineschen Kurve A und eines in R®—A kein Element 
berandenden Kreises B zeigt, daB BY 0 sein kann, obwohl sich B in R'—A 
nicht auf einen Punkt zusammenziehen l4B8t, daB also die hier definierten Ver- 
schlingungszahlen die Verschlingung stetiger Kurven nur sehr unvollkommen be- 


schreiben. Vgl. L. Antoine, Journ. de Math. (4) 8 (1921), S.311—325; J. W. 
Alexander, Proc. U. 8. A. Acad. 10 (1924), S. 8—10. 
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Hiuptsatze fiir stetige Kurven wird, da er langwierige Approximationen 
erfordert, in der Arbeit nicht durchgefiihrt. Die Schwierigkeit besteht 
darin, zu zeigen, daB die vierfachen Sehnen, die bei jeder Approximation 
in der erforderlichen Anzahl vorhanden sind, gegen verschiedene Sehnen 
des Polygonpaares bzw. des Knotens konvergieren. 


§ 1. 
Verschlingungsbegriffe. Beweis der Satze I bis IV. 

Zum Beweis des Satzes I sind zwei einfache Hilfssitze iiber die 
Auflésung von Knoten mit Selbstdurchdringungen erforderlich. 

K sei ein geschlossenes Polygon in der Ebene. K sei regular, d. h. 
die Ecken von K seien nicht Doppelpunkte von K, und in jedem Doppel- 
punkt schneiden sich genau zwei Seiten von K. K heiBe normiert, wenn 
in jedem Doppelpunkt eine der beiden Seiten als die ,,obere‘‘, die andere 
als die ,,untere‘‘ bezeichnet ist. Auf das regulire normierte Poly- 
gon K diirfen die bei Knotenprojektionen erlaubten Abinderungen an- 
gewandt werden. Solche Abanderungen 
sind neben eineindeutigen Deformationen rs 
K,(0 <t < 1) von K, bei denen nur fiir ox 


endlich viele t-Werte Eckpunkte von K, 





Doppelpunkte von K, sind, die folgenden a 
drei Prozesse: Bildung einer Schleife (Q,) b ¥ \ 
oder Beseitigung einer Schleife(Q;) (Fig.1a); r* 


Bildung zweier benachbarter Uber- und 


a " / 
Unterkreuzungen (Q,) und Beseitigung ] 
zweier benachbarter Uber- und Unter- . 
’ =e — ° 4 
kreuzungen (Q,) (Fig. 1b); Hiniiberschieben / 





einer iiber einem sich schneidenden Seiten- 
paar gelegenen Seite iiber den Schnitt- 
punkt des Seitenpaares (Q,) (Fig. 1c)°). Fig. 1. 
Das normierte Polygon K_ heiBe ,,voll- 
stindig reduzibel“, wenn es durch Abinderungen der genannten Art in 
ein einfach geschlossenes Polygon iibergefiihrt werden kann. 
Hilfssatz 1. Jedes regulire Polygon kann so normiert werden, 
daB es vollstandig reduzibel wird. 
Beweis. Ein regulires Polygon mit héchstens zwei Doppelpunkten 
kann bei jeder Normierung durch héchstens zweimalige Anwendung der 





*) Die Bezeichnungen 2, sind im AnschluB an K. Reidemeisters Bericht 
»Knotentheorie“, Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete 1, Heft 1 
(1932) gewahit; fir die Einzelheiten sei auf diesen Bericht verwiesen. Vgl. auch 
K. Reidemeister, Hamb. Abh. 5 (1926), 8S. 24—32. 
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Operation 2; in ein einfach geschlossenes Polygon iibergefiihrt werden, 
ist also immer vollstandig reduzibel. Der Satz sei also fiir Polygone mit 
héchstens n—1 Doppelpunkten bewiesen; K sei ein regulires Polygon 
mit » Doppelpunkten. Jeder Doppelpuhkt zerlegt K in zwei geschlossene 
Teilpolygone. Der Doppelpunkt 2 sei so gewahit, daB eines der beiden 
Teilpolygone — es heiBe K’ — eine méglichst kleine Anzahl von Seiten 
besitzt. K’ ist dann doppelpunktfrei. Das andere Teilpolygon K”, fiir 
das x nicht mehr Doppelpunkt ist, hat héchstens n — 1 Doppelpunkte. 
Fiir K” wihle man eine Normierung, die K” vollstandig reduzibel macht. 
K wird folgendermaBen normiert: im Punkte z ist die Festsetzung oben- 
unten willkiirlich; in den Doppelpunkten von K, die zugleich Doppel- 
punkte von K” sind, soll die fiir K” festgesetzte Normierung auch fiir K 
gelten; in den Doppelpunkten von K, die Schnittpunkte von K’ mit K” 
sind, erhilt die zu K’ gehérige Seite die Bezeichnung oben. Bei dieser 
Normierung ist K vollstindig reduzibel. In der Tat: Von den beiden 
Seiten von K, die sich in a schneiden, muB je eine Teilstrecke zu K’, 
die andere zu K” gehéren. Man kann auf den beiden zu K’ gehérigen 
Teilstrecken zwei Punkte @ und o bestimmen, so daB die Strecken 20 
und zo aufer a keinen Doppelpunkt von K enthalten und die Strecke oo 
bis auf die Endpunkte zu K fremd ist. A’ sei derjenige 9 mit o ver- 
bindende Streckenzug von K’, der 2 nicht enthilt. A’ bildet zusammen 
mit der Strecke oo ein einfach geschlossenes Polygon. Es gibt also eine 
Deformation /, (0 < ¢ < 1) von A’, die A’ unter Festhaltung der End- 
punkte in die Strecke go iiberfiihrt und bei der 1. A; fiir alle t doppel- 
punktfrei und 2. A; fiir ¢ + 1 bis auf die Endpunkte fremd zu oo ist. 
Ferner lat sich, nétigenfalls durch eine kleine Modifikation von f,, er- 
reichen, daB 3. der Durchschnitt. von A; mit @ 2+ K” + xo fiir jedes ¢ 
nur aus endlich vielen Punkten besteht und — abgesehen von 0 und o — 
nur fiir endlich viele t-Werte Eckpunkte von A; oder 92+ K”" + 20 
enthalt. /, wird zu einer Deformation von K erweitert durch die Fest- 
setzung: Fiir jeden Punkt § von ox + K” + zo ist fiir alle ¢ f,(&) = &. 
Bei der Deformation f, kénnen Doppelpunkte von K, nur dadurch ent- 
stehen oder verschwinden, da8 entweder eine Ecke von A; eine Seite von 
ox-+K" + 20 oder eine Seite von A; eine Ecke von px+K” -+- 20 
iiberschreitet. In beiden Fallen entstehen oder verschwinden immer 
Paare von benachbarten Doppelpunkten. Setzt man fest, daB in jedem 
wahrend der Deformation entstehenden Doppelpunkt die zu A; gehérige 
Seite iiber der zu 92+ K” + 20 gehérigen Seite liegen soll, so wird 
dadurch die Deformation f, zu einer erlaubten Abanderung des nor- 
mierten Polygons K; denn jedes Auftreten oder Verschwinden von Doppel- 


unkten kann als eine Operation Q, bzw. Q:, jedes Hinwegschieben einer 
P 2 2 J £ 
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Seite von A; iiber einen Doppelpunkt von o9x+K”"+ 20 als eine 
Operation 2, gedeutet werden. Das Endergebnis K, der so definierten 
erlaubten Abinderung von K, das Polygon K” + 29+ 90+ 02, hat 
in x einen Doppelpunkt, der durch eine Operation Q; beseitigt werden 
kann; dabei geht K, iiber in das Polygon K”, das nach Voraussetzung 
vollstandig reduzibel ist. 

Ist K ein einfach geschlossenes Polygon im R*, so ist — abgesehen 
von gewissen singuliren Projektionsrichtungen — die Orthogonalprojektion 
von K auf eine Ebene £ ein regulires Polygon K, das durch die rium- 
liche Lage von K in natiirlicher Weise normiert ist. Den eineindeutigen 
Deformationen von K mit den in der Einleitung genannten Vorsichts- 
maBregeln entsprechen bekanntlich die erlaubten Abinderungen der in 
natiirlicher Weise normierten Projektion K, und umgekehrt. Normierte 
Polygone in der Ebene, die durch erlaubte Abainderungen auseinander 
hervorgehen, sind also Projektionen von raiumlichen Polygonen, die den- 
selben Knoten darstellen. Insbesondere sind die vollstiindig recuziblen 
normierten Polygone Projektionen von solchen unverknoteten Polygonen, 
die ein singularitatenfreies Elementarflichenstiick beranden’*). 


Hilfssatz II. A sei ein einfach geschlossenes Polygon im R*; 6 sei 
die Fundamentalgruppe von R®*— A. Unter den Kurven von R* — A, 
die ein gegebenes Element g von © darstellen, gibt es stets ein 
einfach geschlossenes unverknotetes Polygon mit vollstindig reduzibler 
Projektion. 

Beweis. Zunachst kann man als Reprisentanten des Gruppen- 
elements g jedenfalls ein doppelpunktfreies Polygon G wahlen. A und [ 
seien orthogonale Projektionen von A und @ in eine Ebene £. E sei 
so gewahlt, da& die Forderung der Regularitaét der Projektion fiir alle 
Doppelpunkte von A+-T erfiillt ist. [, bezeichnet das Polygon [ in 
der durch die riumliche Lage von G bestimmten Normierung; [, sei 
eine — nach Hilfssatz I existierende — Normierung von [, die [ voll- 
stindig reduzibel macht. G laBt sich auf dem von den Projektions- 
strahlen durch G@ gebildeten ,,Zylinder“ mit Selbstdurchdringungen in 
R*— A in ein doppelpunktfreies Polygon G, deformieren, dessen Pro- 
jektion auf E in der durch seine riumliche Lage bestimmten Normierung 
das Polygon [, ist. G, ist dann ein Reprisentant von g mit den ver- 
langten Eigenschaften. Die Deformation von G@ in ein Polygon G, 

10) Ein Polygon K mit vollstandig reduzibler Projektion geht durch ein- 
eindeutige stetige Deformation aus einem Polygon K* mit doppelpunktfreier Pro- 
jektion hervor; K* berandet ein singularitatenfreies Elementarflachenstiick Z*, und 
wenn die Deformation von K* in K zu einer eineindeutigen Deformation des ganzen 


Raumes erweitert wird, so wird dabei Z* in ein von K berandetes singularitaiten- 
freies Elementarflichenstiick Z ibergefihrt. 
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geschieht nach folgender Vorschrift: 1 (x = 1, 2,..., #) seien diejenigen 


Doppelpunkte von [, in denen sich die Normierungen [, und [, von- 


0 
einander unterscheiden. Auf jeder der in den 2” bei der Normierung [, 
unten gelegenen Strecken von [F bestimme man vier Punkte u™, ™, 
o”, o, die zusammen mit 2” in der Reihenfolge u™, ¥™, a™, 0, o™ 
liegen. Die vier Punkte mégen so nahe bei 2” liegen, daB die Strecken 
u™ o® keinen Schnittpunkt von [ mit A und — abgesehen von x — 
auch keinen Doppelpunkt von [ enthalten, und da zwei zu_ver- 
schiedenen x gehérige Strecken zueinander fremd sind. m®, n®, ri”, si” 
seien diejenigen Punkte von G, deren Projektionen die Punkte u™, », 


anzusehen. 


o™, o sind; diese vier Punkte sind als Ecken von G = G, 
f,(0 <= t= 1) sei die folgende Deformation von G,: 1. fiir jede von 
n” und r® verschiedene Ecke e, von G, sei e, = e, fiir alle ¢; 2. ist e, 
eine der Ecken n® oder rr”, so soll e, ein Punkt sein, der auf dem 
Projektionsstrahl durch e, im Abstand A-t oberhalb von e, liegt; iiber 
den konstanten Faktor A wird noch verfiigt werden; 3. jede Seite e, e 
von G, wird auf die entsprechende Seite e;e,; von G, proportional ab- 
gebildet. Wahlt man A so groB, daf fiir jedes x bei einem Wert ¢®, 
0< 1 <1, ein Schnittpunkt der Seite n%,)7,/( mit derjenigen Seite 
von G, auftritt, deren Projektion die bei der Normierung [, in 2 oben 
gelegene Seite ist, so stimmt die Normierung der durch die riumliche 
Lage von G, normierten Projektion von G, fiir alle t >t” im Punkte 2” 
mit der Normierung [ ist also bei 


, tiberein. Die Projektion von G 


Normierung durch die riumliche Lage von G 


1 
, mit [, identisch und daher 
vollstandig reduzibel. Da bei der Deformation f/, nur solche Punkte des 
taumes von G, iiberstrichen werden, die entweder zu G, selbst gehdren 
oder auf den durch die Strecken uo” hindurchgehenden Projektions- 
strahlen liegen, die Strecken uo aber zur Projektion von A fremd 
sind, verliuft die Deformation ganz in R* — A. 

Beweis von SatzI. A und B seien zwei im Sinne der Homo- 
logie unverschlungene Polygone. Nach Hifssatz If kann man B in 
R* — A in ein unverknotetes Polygon B, deformieren. Da B in R* —A 
in R'—A und daher A in R*—B, 
homolog Null. Da ferner B, unverknotet ist, sind Fundamentalgruppe 


homolog Null ist, ist auch B, 
und Homologieklassengruppe von R*— B, miteinander identisch; A ist 
also homotop Null in R®—B,, d.h. A berandet ein Elementarflichen- 
stick HE in R°—B,. Auf E kann A in ein Polygon A, deformiert 
werden, das ganz in einer Kugel von vorgeschriebenem Radius um einen 
beliebigen Punkt von £ liegt; waihlt man diese Kugel so klein, daB B, 
ganz in ihrem AuBeren liegt, so ist mit den Polygonen A, und B, eine 
Befreiung von A und B erreicht. 
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Die Beweise fiir den Zusatz zu Satz I und den zweiten Zu- 
satz zu Satz III kénnen gemeinsam gefiihrt werden. Dazu sei zunichst 
bemerkt, daB die Voraussetzung des zweiten Zusatzes zu Satz III, die 
besagt, daB B unverknotet sein soll, ohne Beschrinkung der Allgemein- 
heit auch fiir den Beweis des Zusatzes zu Satz I gemacht werden darf; 
denn nach Hilfssatz II kann B, falls es noch verknotet ist, mit Selbst- 
durchdringungen in R*—A in ein unverknotetes Polygon - deformiert 
werden, und dabei bleiben die Homologieverschlingungszahl und die sym- 
metrische Homotopieverschlingungszahl ungeindert. Im folgenden sei 
also B unverknotet. wu bezeichne die Homologieverschlingungszahl, v die 
symmetrische Homotopieverschlingungszahl von A und B, yvg, die un- 
symmetrische Homotopieverschlingungszahl von A mit B. Aus der 
Definition von v und ,vg, folgt v< 4vg (s. Einleitung). Ferner gilt 


|u| <= v. Denn ist f, (0 <= t <= 1) eine Deformation des Polygonpaares 
A, B, bei der genau eine Durchdringung von A mit B auftritt, so kann 
sich der Wert von wu fiir ¢=1 von dem Wert von uw fir ¢ = 0 um 
héchstens + 1 unterscheiden"'), Unterwirft man also A und B einer 
Deformation /, (0 <= ¢ < 1), die die Befreiung von A und B mit genau 
v Durchdringungen von A und B leistet, so unterscheiden sich die Werte 
von u fiir ¢ = 0 und ¢ = 1 héchstens um den Betrag v. Da A, und B, 


voneinander befreit sind, ist fiir ¢ = 1 uw = 0 geworden, und daher war 
fir? = 0 ju| <». 
Um aus der Ungleichung |u| < v < vg auf die Gleichung |u| = v 


ap schlieBen zu kénnen, beweisen wir die Ungleichung |u| > 4vz. 
Dazu ist zu zeigen: es gibt ein von A berandetes Elementarflichen- 
stiick, das B in héchstens |u| Punkten schneidet. EF sei ein von A be- 
randetes Elementarflichenstiick. Die algebraische Anzahl der Schnitt- 
punkte von EF mit B ist gleich u. Wenn die ohne Vorzeichen gezahlte 


Anzahl der Schnittpunkte von E mit B noch gréBer als |u| ist, so kann 





man £ durch ein Elementarflichenstiick EH’ ersetzen, das mit B zwei 
Schnittpunkte weniger gemeinsam hat als Z. Wenn nimlich |u| nicht 
gleich der absoluten Anzahl der Schnittpunkte von B und £ ist, so gibt 
es Schnittpunkte beiderlei Vorzeichens von B mit E; p, und p, sei ein 
Paar von Schnittpunkten verschiedenen Vorzeichens von E mit B. € sei 
ein abstraktes Original von Z; den Punkten p, und p, entsprechen in € 
zwei Punkte p, und p,; auBerdem liegen in € noch endlich viele 
Punkte q,, die Originalpunkte der von p, und p, verschiedenen Schnitt- 
punkte von B mit £ sind. In € konstruiere man eine einfach ge- 
schlossene Kurve 8, die p, und p, enthilt, die Punkte q; aber aus- 


11) Vgl. L. E. J. Brouwer, |. c. 











E. Pannwitz. 


644 





schlieBt. e sei das von & berandete Teilelement von €. Der Kurve & 
und dem von ihr berandeten Element e entsprechen im R* eine Kurve K 
und ein von ihr berandetes Teilelement e von EZ. Da das Element e 
mit B nur die beiden Schnittpunkte p, und p, aufweist, die ver- 
schiedenes Vorzeichen haben, ist K in R*—B homolog Null. Da B 
unverknotet ist, ist K in R*— B homotop Null, berandet also ein Ele- 
ment e’, das zu B fremd ist. Wenn man jetzt aus E das Element e 
wegla8t und in die Randkurve XK statt dessen das Element e’ einheftet, 
so entsteht dadurch ein Element EZ’, das zwei Schnittpunkte weniger 
mit B aufweist als ZH. Dies Verfahren kann so lange wiederholt werden, 
wie noch Schnittpunkte verschiedenen Vorzeichens mit B vorhanden 
sind; wenn solche Schnittpunkte nicht mehr existieren, ist die absolute 
Anzahl der Schnittpunkte des Elements mit B gleich |u| geworden und 
damit das Ziel der Konstruktion erreicht. 
Beweis des Satzes II. Beispiel 1 (Fig. 2). A sei ein Knoten. 
Die Fundamentalgruppe von R* — A ist also nicht kommutativ, sie ent- 
halt daher ein von der Identitét verschiedenes 
Kommutatorelement. Ein solches Kommutator- 


element kann — nach Hilfssatz II — durch 
ein unverknotetes Polygon 8B _ reprisentiert 
A lp werden. B ist in R*—A nicht homotop Null, 


also pv, + 0. Dagegen ist B in R*—A, also 
auch A in R* — B homolog Null, und da B 
unverknotet ist, ist A in R® — B homotop Null, 
d. h. 4vg = 0. 

Beweis des Satzes III. Beispiel 2 (Fig. 3). A sei ein Knoten. 
Unter einer Nachbarkurve von A soll eine Kurve verstanden werden, 
die zusammen mit A ein singularititenfreies zweirandiges Band (topo- 
logisches Bild eines Kreisringes) berandet. Jede 
Nachbarkurve von A stellt denselben Knotentyp 
dar wie A. Es gibt eine Nachbarkurve von 
A, die in R®°— A homolog Null ist”); B sei 
eine solche Kurve. Da B in R* — A homolog 
Null ist, sind A und B im Sinne der Homo- 
logie, also — nach Satz I — im Sinne der 
symmetrischen Homotopie mit einander un- 
verschlungen. B ist aber in R*® — A nicht homotop 
Null. Denn wenn B in R* — A ein Elementarflichenstiick EZ berandete, so 
erhielte man durch Einheften von EZ in die Randkurve B des von A 
und B berandeten singularititenfreien Bandes ein von A _berandetes 


12) M. Dehn, 1. c. 


Fig. 2. 





Fig. 3. 
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Element ohne Randsingularitéten; das ist unmédglich, weil A verknotet 
ist. Es ist also pv, +0 und — da dieselbe Uberlegung unter Ver- 
tauschung von A und B gilt — auch ,v, + 0. 

Beweis des Satzes IV. Beispiel 3. Fiir das in Fig. 4 gegebene 
Kurvenpaar A, B hat zum erstenmal L. Antoine") bewiesen, daB A 
und B durch eineindeutige Deformation 
nicht voneinander befreit werden kénnen, 

d. h. im Sinne der Isotopie miteinander 

verschlungen sind. DaB B in R®—A mit 4 a 
einer Selbstdurchdringung auf einen Punkt 

zusammengezogen werden kann, also im 

Sinne der unsymmetrischen Homotopie mit Fig. 4. 

A nicht verschlungen ist, ist evident. Da 

B unverknotet ist, folgt ferner aus dem Zusatz zu Satz II], daB auch A 
mit B im Sinne der unsymmetrischen Homotopie nicht verschlungen ist. 


§ 2. 


Die mehrfachen Sehnen verschlungener Polygonpaare, 
Beweis des Hauptsatzes I, 

Der Beweis des Hauptsatzes iiber die Anzahl der vierfachen Sehnen 
des Polygonpaares A, B beruht darauf, daB die Sehnen mit der Schnitt- 
folge (B, A, B, A) als solche Geraden gedeutet werden kénnen, auf denen 
das erste Schnittpunktepaar einer Sehne mit der Schnittfolge (A, B, A) 
zusammenfallt mit dem letzten Schnittpunktepaar einer Sehne mit der 
Schnittfolge (B,A,B). Die folgenden Hilfssitze iiber Sehnen mit der 
Schnittfolge (A, B, A) gelten unter Vertauschung von A und B auch fir 
Sehnen mit der Schnittfolge (B, A, B). 

Hilfssatz III"). Jeder Punkt des Polygons A ist Anfangspunkt 
von wenigstens ,vg Sehnen mit der Schnittfolge (A, B, A). 

Beweis. Unter den Sehnen mit der Schnittfolge (A,A) und mit 
festem Anfangspunkt a, gebe es genau r(r > 0) Sehnen mit der Schnitt- 
folge (A,B, A). Die Strecken a,a iiberstreichen, wenn a das Polygon A 
einmal umlauft, ein von A berandetes Elementarflichenstiick, das von B 
in genau r Punkten geschnitten wird. Also ist r > ,v,. 


13) L. c., S. 290-294. Der Beweis kann einfacher dadurch gefiihrt werden, 
daB man nachweist: die Fundamentalgruppe von R* — (A + B) ist nicht die freie 
Gruppe von zwei Erzeugenden. 

14) Dieser Satz ist zum Beweis des Hauptsatzes nicht erforderlich; er soll 
nur die Existenz der dreifachen Sehnen bestitigen und eine anschauliche Vor- 
stellung von der Menge dieser Sehnen geben. 

Mathematische Annalen. 108. 
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a,6,a, sei eine Sehne mit der Schnittfolge (A, B, A). Unter einer 
e-Umgebung der Sehne a, 6,4, in der Menge der Sehnen mit der Schnitt- 
folge (A, B, A) ist die Gesamtheit der Sehnen ab@ zu verstehen, fiir die 
die auf den Polygonen A bzw. B gemessenen Abstinde aa,, 6b,, 4a, 
alle kleiner als e¢ sind. Es geniigt, hinreichend kleine Umgebungen in 
Betracht zu ziehen, die nicht den vollen Umlauf um ein Polygon ent- 
halten, und bei denen die Umgebungen der Punkte a, und 4, zueinander 
fremd sind. Durch die Umgebungsdefinition sind die Limesbegriffe in 
der Menge der Sehnen mit der Sthnittfolge (A, B, A) festgelegt. 

Unter einem durch die Seiten a, b, a des Polygonpaares A, B be- 
stimmten Elementarbestandteil Z,5; der Menge der Sehnen mit der 
Schnittfolge (A, B,A) verstehen wir die Gesamtheit der Sehnen mit 
dieser Schnittfolge, deren Schnittpunkte mit A und B der Reihe nach 
den Seiten a, b, @ angehéren. Eine Sehne von Eq5z, die unter ihren 
Schnittpunkten mit a, b, @ wenigstens eine Polygonecke aufweist, wird 
als Eckensehne, jede andere Sehne als innere Sehne des Elementar- 
bestandteils bezeichnet. 

Hilfssatz IV. Ein Elementarbestandteil der Menge der Sehnen 
mit der Schnittfolge (A, B, A) ist entweder leer oder einem ab- 
geschlossenen Intervall homéomorph. Jeder nicht leere Elementar- 
bestandteil besitzt genau zwei Eckensehnen; sie entsprechen den Intervall- 
endpunkten. Der Durchschnitt zweier verschiedener Elementarbestand- 
teile ist entweder leer, oder er besteht genau aus einer Eckensehne. Jede 
Eckensehne gehért genau zu zwei Elementarbestandteilen. 

Beweis. Die durch die Seiten a, b, 4 bestimmten Geraden U, 8, W 
sind wegen der allgemeinen Lage von A + B entweder zueinander fremd, 
oder & und @ haben eine Ecke von A gemeinsam, und $ schneidet die 
durch M, & bestimmte Ebene. Im ersten Falle bilden die Geraden, die 
U, B, A treffen, eine Erzeugendenschar E eines einschaligen Hyper- 
boloids oder hyperbolischen Paraboloids, also eine einparametrige Geraden- 
schar. Man darf annehmen, daB auf den Geraden von E die Schnitt- 
punkte mit U, B, W in der richtigen Reihenfolge liegen — andernfalls 
ist Egya leer. Im zweiten Falle besteht die Gesamtheit der Geraden, 
die U, B, A treffen, aus dem durch die Ebene AM und ihren Schnitt- 
punkt mit 8 bestimmten Geradenbiischel; die Parallelen zu M und Y 
sind dabei aus dem Biischel wegzulassen, so daB das Biischel der (mit 
Richtung versehenen) Geraden in vier Bestandteile zerfillt. 2 sei der 
(eindeutig bestimmte) Biischelbestandteil, dessen Erzeugende U, B, 
in der richtigen Reihenfolge treffen. In beiden Fallen bezeichnen Eg, 
Ey, Ex die Gesamtheit derjenigen Geraden von E, die MU bzw. B oder 
in Punkten von a bzw. b oder @ schneiden; EZ, und Ez sind immer, 
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Ey ist im allgemeinen einem abgeschlossenen Intervall homéomorph; nur 
im Falle des Geradenbiischels ist Hy, ganz EZ. In jedem Fall ist der 
Durchschnitt £,5q von Ey, Ey und Ez dem Durchschnitt von drei oder zwei 
abgeschlossenen Intervallen homéomorph; er ist also entweder leer oder 
einem abgeschlossenen Intervali homéomorph, oder er besteht nur aus 
einer einzigen Geraden. Dieser letzte Fall kann aber nicht eintreten. 
Denn die Geraden, die in Ey, Es, Hz den Endpunkten der Intervalle 
entsprechen, sind gerade die durch die Endpunkte von a bzw. b oder & 
hindurchgehenden Geraden. Der Elementarbestandteil £,,z wird also 
stets von Eckensehnen begrenzt. Bestinde E,5q insbesondere nur aus 
einer Geraden, so miiBte diese Gerade Ecken von mindestens zwei der 
drei Strecken a, b, @ enthalten; das ist wegen der allgemeinen Lage von 
A und B unméglich, da dann die durch diese Gerade und die dritte 
Polygonseite bestimmte Ebene vier Ecken des Polygonpaares A, B enthielte. 

aba sei eine Sehne mit der Schnittfolge (A, B, A). Wenn die 
Punkte a, 6, @ innere Punkte von Polygonseiten sind, ist der Elementar- 
bestandteil, dem diese Sehne angehért, durch die durch a, 6, 4 hindurch- 
gehenden Polygonseiten eindeutig bestimmt. Andernfalls ist, wie eben 
gezeigt worden ist, nur einer der drei Punkte a, 6b, @ Eckpunkt; es 
kénnen also genau zwei Elementarbestandteile gebildet werden, denen 
die Sehne aba, und zwar als Eckensehne, angehért. 

Man kann die Menge der Sehnen mit der Schnittfolge (A, B, A) 
nach Hilfssatz IV auffassen als einen eindimensionalen Komplex; die 
Eckensehnen sind die Ecken, die nicht leeren Elementarbestandteile die 
Strecken des Komplexes. Da es nur endlich viele Polygonseiten, also 
auch nur endlich viele Elementarbestandteile gibt, ist der Komplex 
endlich. Dadurch, daB nach Hilfssatz [V jede Ecke zu genau zwei 
Strecken gehért, ist der Aufbau dieses Komplexes bestimmt; es gilt die 

Folgerung aus Hilfssatz IV. Die Menge der Sehnen mit der 
Schnittfolge (A, B, A) ist entweder leer, oder sie ist homéomorph einem 
nicht notwendig zusammenhingenden geschlossenen Streckenkomplex, 
dessen Komponenten einfach geschlossene Polygone sind. 

Hilfssatz V. Auf wenigstens einem der beiden Polygone A, B gibt 
es einen Punkt, der nicht mittlerer Schnittpunkt einer Sehne mit der 
Schnittfolge (B, A, B) bzw. (A, B, A) ist. 

Beweis. p,q seien zwei Punkte der Menge A + B, fiir die die 
Lange der Strecke pq einen méglichst groBen Wert annimmt. Dann 
kann weder p noch q innerer Punkt einer Sehne der Menge A + B sein. 
Denn wire z. B. g innerer Punkt einer Sehne uv, so wire wenigstens 
eine der Strecken pu, pv linger als pq, im Widerspruch zur Definition 


von pq. 
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Der Hilfssatz V la8t sich nicht dahin verschirfen, aa8 auf jeder 
der beiden Kurven A, B ein Punkt existiert, der nicht mittlerer Schnitt- 
punkt einer Sehne mit der Schnittfolge (B, A, B) bzw. (A, B, A) ist. Das 
erkennt man an folgendem Beispiel: A sei ein Kreis mit dem Radius r, 
in rechtwinkligen Koordinaten dargestellt durch 


z=r-cosg, y=r-sng, 2=0 (OS p < 22). 
B sei die Kurve 


z= r-cosg+(1 + } cos 2), y= r-sing-(1 + heos-$), 
= 5: sin (0s 9 < 42). 


B wird von dem Endpunkt einer in der Normalebene des Kreises A 
gelegenen Strecke von der Linge 1/2 beschrieben, wenn man die Normal- 
ebene mit konstanter Geschwindigkeit zweimal um A herumfiihrt und 
gleichzeitig die Strecke, deren Anfangspunkt auf A liegt, mit konstanter 
Winkelgeschwindigkeit gegen die Hauptnormale eine volle Umdrehung in 
der Normalebene ausfiihren l48t. In der Tat bestimmen dann die beiden 
zu den Parameterwerten » und g+ 22 gehérigen Punkte von B eine 
Sehne mit der Schnittfolge (B, A, B), deren mittlerer Schnittpunkt der 
zum Parameterwert g gehérige Punkt von A ist. Wenn der Anfangs- 
punkt der Sehne die Kurve B einmal umlauft, durchliuft der mittlere 
Schnittpunkt die Kurve A zweimal. — Das Beispiel, zu dessen Be- 
schreibung hier der Einfachheit haiber stetig gekriimmte Kurven benutzt 
wurden, la8t sich auch durch Polygone in allgemeiner Lage realisieren. 


Die Gesamtheit der Sehnen des Polygonpaares A, B mit der Schnitt- 
folge (A, B) wird in bekannter Weise eineindeutig und stetig auf den 
Produktraum der beiden Kurven, einen Torus 7, abgebildet: « und £ 
seien stetige eigentlich monotone Parameter auf A bzw. B, die so nor- 
miert sind, da8 einem einmaligen Umlauf um A oder B eine Anderung 
des zugehérigen Parameterwertes um + 1 entspricht. Deutet man z = a 
und y = # als rechtwinklige Koordinaten in einer Ebene E, so ist E 
universelle Uberlagerungsfliche von 7 mit den Decktransformationen 
(tm. n) 2 = a2+m, y =y+n mit ganzzahligem m und n. Dann und 
nur dann stellen zwei Punkte von E dieselbe Sehne dar, wenn sie bei 
einer Decktransformation dquivalent sind. 

Ein Punkt z, y der Ebene £ heiBe ein ,,Reprisentant“ einer Sehne 
mit der Schnittfolge (A, B, A), wenn seine zu den Parameterwerten « = z, 
8 = y gehérigen Originalpunkte a und 6 auf den Polygonen A und B 
erster und mittlerer Schnittpunkt einer Sehne mit der Schnittfolge 
(A, B, A) sind. Der Punkt z, y hei®t ein i-facher Reprisentant von 
Sehnen mit der Schnittfolge (A, B, A), wenn auf der von a nach 6 ge- 
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richteten Geraden a6 hinter 6 genau i Schnittpunkte mit A _liegen. 
M (AB, A) bezeichne die aus den Repriisentanten von Sehnen mit der 
Schnittfolge (A, B, A) gebildete Teilmenge von Punkten von EZ; bei Ab- 
zihlungen ist jeder Punkt von M(A8B,A) mit der ibm zugeordneten 
Vielfachheit zu zahlen. 

Unter entsprechenden Festsetzungen iiber die Vielfachheit bedeutet 
M(B, AB) die Menge der Reprisentanten von Sehnen mit der Schnitt- 
folge (B, A, B); dabei soll jede Sehne mit dieser Schnittfolge in der Ebene 
durch ein solches System aquivalenter Punkte dargestellt werden, deren 
Originalpunkte a und 6 mittlerer und letzter Schnittpunkt einer Sehne 
mit der Schnittfolge (B, A, B) sind. 

Ein Punkt z, y, der dem Durchschnitt der beiden Mengen M(A B, A) 
und M(B, AB) angehért, stellt das mittlere Schnittpunktepaar einer Sehne 
mit der Schnittfolge (B,A,B,A) dar. Ist z, y ein i-facher Punkt von 
M(AB, A) und ein j-facher Punkt von M(B,AB), so liegen auf der 
Geraden ab, die dem Punkt z, y entspricht, i Schnittpunkte mit A hinter 
6 und j Schnittpunkte mit B vor a; es gibt also i-j Méglichkeiten, die 
Gerade ab als vierfache Sehne mit der Schnittfolge (B, A, B, A) und dem 
mittleren Schnittpunktepaar a, 6 zu deuten. DemgemiB ist ein solcher 
Punkt z, y als Punkt des Durchschnitts M(B,AB,A) der Mengen 
M(B,AB) und M(AB,A) (i-j)-fach zu zihlen. Umgekehrt kann jede 
Sehne mit der Schnittfolge (B,A,B,A) nur auf eine Weise aus zwei 
Sehnen mit der Schnittfolge (B, A,B) und (A, B,A) durch Identifikation 
der beiden letzten Punkte einer Sehne mit der Schnittfolge (B, A, B) mit 
den beiden ersten Punkten einer Sehne mit der Schnittfolge (A, B, A) 
aufgebaut werden. Bei richtiger Zaihlung der Vielfachheiten ist also die 
Beziehung zwischen den Sehnen mit der Schnittfolge (B,A,B,A) und 
den wesentlich verschiedenen (d. h. bei Decktransformationen nicht aqui- 
valenten) Punkten der Menge M(B,AB,A) umkehrbar eindeutig. Der 
Hauptsatz I ist somit gleichbedeutend mit der folgenden Behauptung: die 
Menge M(B, AB, A) enthdlt wenigstens ,vg-pv, ‘wesentlich verschiedene 
Punkte. 

Die Ubertragung der Ergebnisse von Hilfssatz IV und V auf die 
Ebene E erméglicht der 

Hilfssatz VI. Jedem nicht leeren Elementarbestandteil der Menge 
der Sehnen mit der Schnittfolge (A, B, A) entspricht in der Menge M (AB, A) 
ein System von miteinander fquivalenten abgeschlossenen doppelpunkt- 
freien Kurvenbogen, die als Elementarbogen bezeichnet werden médgen. 
Zwei aquivalente Elementarbogen sind zueinander fremd. Der Durch- 
schnitt zweier wesentlich verschiedener Elementarbogen, die Bilder zweier 
Elementarbestandteile ohne gemeinsame Eckensehne sind, ist entweder 
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leer oder ein Punkt oder ein (echter oder unechter) Teilbogen der beiden 
Bogen. 

Beweis. Je nachdem, ob der Elementarbestandteil E,,q der Er- 
zeugendenschar eines einschaligen Hyperboloids (oder hyperbolischen Para- 
boloids) oder eines Geradenbiischels angehért, sind die Kurvenparameter 
den Sehnen des Elementarbestandteils auf A und auf B eineindeutig und 
stetig oder auf A eineindeutig und stetig und auf B eindeutig und stetig 
zugeordnet. In jedem Falle wird £,5% eineindeutig und stetig in M (AB, A) 
abgebildet; das Bild von E,»q ist also einem abgeschlossenen Intervall 
homéomorph, d. h ein abgeschlossener doppelpunktfreier Kurvenbogen; 
den Eckensehnen von Ey»q entsprechen die Endpunkte des Elementar- 
bogens. — Da die Kurvenparameter in Ea5q auf je eine Polygonseite 
beschrinkt sind, miissen zwei Aquivalente Elementarbogen zueinander 
fremd sein. 

Zwei Elementarbogen, die zwei verschiedenen Elementarbestandteilen 
Eq,s,% und Eg, »,4, entsprechen, kénnen nur dann Punkte gemeinsam 
haben, wenn a, = a,, b, = b, ist’*). Je nachdem, ob das an der Bildung 
von Eq,5,a, beteiligte Teilintervall von 4, das Flachenstiick, das von den 
Erzeugenden von £q,»,a, gebildet wird, in einem Punkte schneidet oder 
ganz oder teilweise in dieses Flichenstiick hineinfallt, entspricht dem 
Durchschnitt von Eq,»,¢, und Ey,5,4, in M(AB,A) ein Punkt oder ein 
einfacher Bogen. — Ubrigens kénnen zwei nicht aquivalente Elementar- 
bogen von M(AB,A) auch dann zueinander fremd sein, wenn die zu- 
gehorigen Elementarbestandteile E,,5,4, und Eg,»,a, eime Erzeugende 
oder ein Teilintervall ihrer Erzeugendenscharen gemeinsam haben; das 
kann z. B. eintreten, wenn a, + a,, b, = b,, @, = G, ist 

Durch die Folgerung aus Hilfssatz IV in Verbindung mit Hilfssatz VI 
ist der Aufbau der Menge M(AB, 4A) vollstaindig beschrieben: 

Hilfssatz VII. Die Menge M(AB,A) ist aufgebaut aus endlich 
vielen Systemen dquivalenter Elementarbogen; das Auftreten von mehr- 
fachen Punkten, die dem Durchschnitt mehrerer wesentlich verschiedener 
Elementarbogen angehéren **), ist durch Hilfssatz VI bestimmt. M (AB, A) 
ist die Uberlagerungsmenge endlich vieler geschlossener Kurven auf dem 
Torus, die eindeutige (aber im allgemeinen nicht eineindeutige) stetige 
Bilder der Komponenten der Menge der Sehnen mit der Schnittfolge 
(A, B, A) sind. 


0 


15) Die Méglichkeit, daB etwa ay = a,, by + b, ist, bp und b, einen Eck- 
punkt gemeinsam haben, braucht nicht in Betracht gezogen zu werden, da dann 
Ea. 5, a, und EB, », a, eine Eckensehne gemeinsam haben; in diesem Falle schlieBen 
sich die beiden Elementarbogen in einem Enipunkt zu einem doppelpunktfreien 
Bogen zusammen. 
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Der Inhalt des Hilfssatzes V ist gleichbedeutend mit 

Hilfssatz VIII. Es gibt in E entweder eine Gerade y = const, die zu 
M (AB, A) fremd ist, oder eine Gerade z = const, die zu M (B, AB) fremd ist. 

Das wichtigste Hilfsmittel zum Beweis des Hauptsatzes I bildet der 

Hilfssatz IX. Jeder Kurvenbogen € in der Ebene E, der einen 
Punkt z, y mit einem bei einer Decktransformation t,,, aquivalenten 
Punkt z+m, y+1 (m=0,+1,+2,...) verbindet, schneidet die 
Menge M (AB, A) in wenigstens ,v, Punkten. 

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf man an- 
nehmen, daB € den Punkt 0, 0 mit dem Punkt m,1 verbindet. Die 
Anzahi der Schnittpunkte von © mit M(AB, A) sei endlich — andern- 
falls ist die Behauptung gewi8 richtig — und gleich r. Eine Parameter- 
darstellung von € sei gegeben durch 


(1) z= pls), y= y(s) (9SsS}); 
dabei ist 
(1’) ¢(0)=0, g(l)=™m, 
(1”) y(0)=90, y(l)=1. 
Bezeichnet 8 den Parameter auf B, so ist durch 
(2) B, = (8) (09=S851) 


eine eindeutige stetige Abbildung von B auf sich gegeben. In der Tat 
ist wy eine eindeutige stetige Funktion, und die Bedingungen (1”) zeigen, 
daB die Stetigkeit auch in dem zu den beiden Parameterwerten 8 = 0 
und £ = 1 gehérigen Punkt von B gewahrt ist. Uberdies geht aus (1”) 
hervor, daB der Grad der Abbildung +1 ist, die Abbildung also durch 
stetige Deformation aus der identischen Abbildung hervorgeht. B, sei 
das durch die Abbildung (2) vermittelte Bild von B. 

Durch die Kurve € wird jedem Punkt von B, eine Sehne mit der 
Schnittfolge (A,B) nach folgender Vorschrift zugeordnet: Im Punkte 
b,(s) von B,, der zum Parameterwert 8, = p(s) gehért, wird eine Gerade 
angebracht, die das Polygon A in dem zum Parameterwert a, = (8) 
gehérigen Punkte a,(s) schneidet; die Richtung der Geraden weist von 
a,(s) nach 6,(s). Die Geradenschar hangt eindeutig und stetig vom 
Parameter s ab; s = 0 und s = 1 bestimmen wegen (1’) und (1”) die- 
selbe Gerade. Schnittpunkte mit A hinter b,(s) weist eine Gerade 
a, (s)b,(s) dann und nur dann auf, wenn der entsprechende Punkt ¢(s), 
y(s) von © zu M(AB,A) gehért; dabei stimmt die Anzahl der hinter 
b, (s) gelegenen Schnittpunkte von a, (s) b, (s) mit A genau mit der Vielfach- 
heit des Punktes p(s), y(s) in der Menge M(AB, A) iiberein. Insgesamt 
treten also in der Geradenschar genau r solche Schnittpunkte mit A auf. 

Eine Befreiung von A und B mit genau r Durchdringungen von 
A und B wird durch die folgende — allerdings nicht polygonale — 
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Deformation /, (0 ¢= 2) von B geleistet: (1) Fir OS t= 1 sei f, 
eine Deformation, die die identische Abbildung von B auf sich in die 
durch die Gleichung (2) vermittelte Abbildung von B auf sich, also B 
in B, iiberfiihrt. Bei diesem Teil der Deformation, der nur die Kurve B 
in sich deformiert, treten keine Durchdringungen von B mit A auf. 
(2) Fir 1 =< t< 2 sei 6,(s) der auf der Geraden a,(s) 5,(s) im Abstand 
A(t — 1) hinter 6, ({s) gelegene Punkt. Jeder Punkt der Kurve B, lauft 
also wahrend dieses Teiles der Deformation auf der ihm zugeordneten 
Geraden mit konstanter Geschwindigkeit 2 in Richtung dieser Geraden. 
Es kénnen also héchstens so viele Durchdringungen von B mit A auf- 
treten, wie es in der Geradenschar hinter 6,(s) gelegene Schnittpunkte 
mit A gibt, d. h. héchstens r. Wahit man die Konstante A so groB, 
daB das Endresultat der Deformation, die Kurve B,, ganz auBerhalb 
einer das Polygon A im Innern enthaltenden Kugel liegt, so ist damit 
eine Befreiung von A und B erreicht. Ubrigens ist in diesem Falle die 
Anzahl der Durchdringungen von B mit A genau gleich r. 

Die so definierte Deformation /, (0 <¢t <= 2) kann durch eine poly- 
gonale Deformation f; approximiert werden, die ebenfalls die Befreiung 
von A und B mit héchstens r Durchdringungen von A und B leistet. 
Aus der Definition von ,v, folgt dann gv, <r. 

Bei der Herstellung von f; kommt es nur auf den zweiten Teil 
1<s¢t=x2 der Deformation an. Denn ist B, irgendeine hinreichend 
gute polygonale Approximation von B,, so lat sich B, = B innerhalb 
einer Umgebung von B, die zu A fremd ist, polygonal in B, deformieren. 
Fir 0<t< 1 sei also f, eine solche polygonale Deformation, die B in 
die im folgenden definierte Approximation B, von B, iiberfiihrt. — Die 
Zahl «(> 0) sei so gewahlt, daB eine e-Umgebung von B fremd zu A 
ist und eine e-Umgebung von B, noch auBerhalb einer A im Innern ent- 
haltenden Kugel liegt. 6,(s) bezeichne das Bild des zum Parameterwert 

= s gehérigen Punktes von B bei der Abbildung f,. s™ (x = 1, 2, ...q; 
q S7) seien diejenigen Parameterwerte, fiir die Schnittpunkte der Strecken 
bi (s™) = b, (s)b,(s™) mit A auftreten. Jeder Schnittpunkt einer 
bi (s) mit A hat eine positive Minimalentfernung von denjenigen Seiten 
von A, denen er nicht angehért; 6 sei die kleinste unter diesen Ent- 
fernungen. Man bestimme o(>0), so daB fiir jedes Intervall J”: 
®—o¢Sss8s”+o (x = 1, 2,...q) die Strecken b}(s) innerhalb einer 
6/2-Umgebung von 6} (s*) liegen, daB ferner fiir verschiedene x die ]™ 
zueinander fremd sind und die zu den Ecken von B gehérigen Para- 
meterwerte, abgesehen héchstens von den s“, auBerhalb der J liegen, 
und da8 schlieBlich die dem Intervall J® entsprechenden Teilbogen von 
B, und von B, durch die geradlinige Verbindung ihrer Endpunkte mit 
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der Giite « approximiert werden. Die Entfernungen der Punkte 5,(s), 
deren s-Werte zu keinem der J” gehéren, von A bleiben oberhalb einer 
positiven Schranke 7. Die Komplementarintervalle der J unterteile man 
so fein, daB fiir zwei aufeinanderfolgende Teilpunkte s’ und s”(s’ < s’’) 
desselben Komplementiarintervalls alle Strecken 63(s) mit s’'<s< 8” 
innerhalb einer »/2-Umgebung von 63(s’) liegen, und da8 jeder einem 
Intervall s’ <= s = 8” entsprechende Teilbogen von B, und von B, durch 
die geradlinige Verbindung seiner Endpunkte mit der Giite « approxi- 
miert wird. 3, (» = 1, 2, ...m) bezeichnen die s-Werte, die einer Ecke 
von B entsprechen oder ein s*, s® —o, s-+-o oder ein Teilpunkt eines 
Komplementarintervalls der J” sind; die 5, seien ihrer Reihenfolge auf B 
entsprechend geordnet. Falls fiir irgendein » die vier Punkte 5, (3,), 
b, (8,41), 5, (8»), 5, (8+41) (w+ 1 ist dabei durch 1 zu ersetzen) in einer 
Ebene liegen, kann man durch eine beliebig kleine Verriickung dieser 
Punkte erreichen, daB dies nicht mehr der Fall ist; die Verriickung kann 
so ausgefiihrt werden, daB die Punkte 6,(s™) und 6,(s”) fest bleiben, 
die Strecken 6}(3,) fiir jedes von den s® verschiedene 3, fremd zu A 
bleiben und alle bisher getroffenen Festsetzungen iiber die Giite der 
Approximation erhalten bleiben. Durch die Verriickung mégen die Punkte 
b, (8,) und 6,(8,) in die Punkte 5; (5,) bzw. 5, (3,) tibergehen. B; sei das 
durch die geradlinigen Verbindungen 5; (3,) 6; (5, , ,), B, das durch die Strecken 
by (8,) 53 (3,41) gebildete Polygon (vy = 1,2,...; m+ 1 wird durch 1 
ersetzt). B, und By, approximieren B, bzw. B, mit der Giite «. Fiir 
1stx2 sei 5;,(3,) derjenige Punkt, der die Strecke 5; (3,)6,(3,) im 
Verhaltnis (¢ — 1):(2 —¢) teilt. Die Deformation f, ist fir 1ot< 2 
dadurch definiert, daB man jedem Punkt von B, der zu einem Parameter- 
wert 8 = 5, gehért, den Punkt 5;(3,) und der durch zwei Punkte # = 3, 
und £8 = 3,,, bestimmten Teilstrecke von B die Strecke 5, (5,) 5; (3,4) 
als Bild bei der Abbildung /; zuordnet. Aus der Konstruktion von B; 
ergibt sich leicht, daB die einzigen Durchdringungen von B; mit A die 
Schnittpunkte der Strecken 56?(s“) mit A sind. Die Seitenlingen der 
B; bleiben oberhalb einer positiven Schranke, weil die Strecken 5} (3,) 
und 6} (3,,,), auf denen benachbarte Eckpunkte bei der Deformation 
wandern, nicht in einer Ebene liegen**). 

16) Wegen einer spiteren Anwendung desselben Verfahrens sei hier noch hinzu- 
gefagt: sind #,_,, %,, 8,,, drei aufeinanderfolgende Teilpunkte des Parameter- 
intervalls, und liegen auf der Strecke b}(8,) Schnittpunkte mit A, die zu den 
t-Werten ¢” (x = 1, 2, ... k) gehéren mégen, so kann man bei der Verriickung 
der Ecken von 6? (é,_,) und 6}? (é, , ,) auch noch erreichen, daB die beiden Strecken 
bx) (84) bie (B,) und Bi (F,) bi) (B41) ftir jedes t bis auf den gemeinsamen 
Eckpunkt bn) (s,) zueinander fremd sind. 
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Bis zu dieser Stelle kann in allen Hilfssitzen die Menge M (AB, A) 
unter Vertauschung von B mit A durch die Menge M(B, AB) ersetzt 
werden. Insbesondere wird der Hilfssatz IX im folgenden sowohl fiir 
die Menge M(AB,4A) als auch fiir die Menge M(B,AB) gebraucht 
werden. Von nun an wird auf Grund des Hilfssatzes VIII eine der 
beiden Mengen ausgezeichnet: die Menge M(AB,A) lasse eine Schar 
iquivalenter Geraden y= const frei. Ohne Beschrinkung der All- 
gemeinheit darf man annehmen, daB dies die Geraden y= 0, +1, 
+2,... sind. 

Hilfssatz X. Die Menge M(AB,A) (die die Geraden y = 0, 
+1, ... frei 1aBt) enthailt wenigstens ,v, doppelpunktfreie Kurvenbogen 
C,, C,, ... Cye,, die folgenden Bedingungen geniigen: (1) C,(» = 
1, 2, ... gv,) enthalt auBer den Endpunkten kein Paar bei einer Deck- 
transformation fquivalenter Punkte; (2) die Endpunkte jedes C, ent- 
sprechen einander bei der Decktransformation t+,,; (3) wenn durch 
einen Punkt z, y von M(AB, A) i Kurvenbogen hindurchgehen, die zu i 
verschiedenen C, oder damit Aquivalenten Kurven gehéren, so ist z, y 
ein wenigstens i-facher Punkt der Menge M (AB, A). 

Beweis. Wenn ,v, = 0 ist, so besagt der Satz nichts; zum Beweis 
sei daher ,v, > 0 vorausgesetzt. Die Geraden y= 0, +1, ... sind 
frei von Punkten von M(AB,A); nach Hilfssatz IX werden diese 
Geraden durch die Menge M(AB,A) in der Ebene E voneinander 
getrennt. G@ bezeichne dasjenige Komplementargebiet der Menge M (AB, A) 
in E, dem die Gerade y= 0 angehért, CI denjenigen Teil der Be- 
grenzung von G, der dem Streifen 0 << y < 1 angehért und y = 0 von 
y= 1 trennt. Da CT ebenso wie ganz M(AB,A) aus endlich vielen 
wesentlich verschiedenen einfachen Kurvenbogen und gewissen damit 
aiquivalenten Bogen aufgebaut ist, ist CT eine (beiderseits unbeschrankte) 
stetige Kurve, die ebenso wie G bei der Decktransformation t,,, in sich 
iibergeht; jeder Punkt von CT ist daher von G aus erreichbar. Je zwei 
Punkte der stetigen Kurve CT lassen sich durch einen doppelpunktfreien 
Kurvenbogen in CY verbinden. C, sei ein doppelpunktfreier Bogen, der 
zwei bei der Decktransformation t,, aquivalente Punkte in Cf mit- 
einander verbindet. Wenn C, auBer den Endpunkten noch zwei bei t,,, 
iquivalente Punkte enthilt, so kann man einen Teilbogen C, von C; be- 
stimmen, auf dem die Endpunkte, aber kein Paar von inneren Punkten 
bei t,,» aquivalent sind. 

Ist pv, = 1, so ist mit der Bestimmung von C, der Beweis des 
Satzes erbracht. Es sei also ,v, > 1. Die beiderseits unbeschrinkte 


einfache offene Kurve C, = ¥ ty, o(C,) zerlegt die Ebene zwischen den 


a= eo 
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Geraden y = 0 und y = | in genau zwei Gebiete, deren gemeinsame Grenze 


sie ist. Bildet man die Menge M, (4B, A) = M(AB,A)— ¥ t,,,(C,), dh. 


erniedrigt man in jedem Punkt, der auf C, oder einem mit C, aqui- 
valenten Bogen liegt, die Vielfachheit, mit der er zu M(AB, A) gehért, 
um 1, so wird die Menge M,(AB,A) von jedem Bogen €, der einen 
Punkt der Geraden y = 0 mit einem auf der Geraden y = 1 gelegenen 
Punkte verbindet, noch in wenigstens ,v,—1 Punkten geschnitten. In 
der Tat: r sei die Anzahl der Schnittpunkte von © mit M,(AB, 4A). 


€ schneidet C, mindestens einmal. Wenn € und C, mehr als einen 
Schnittpunkt besitzen, so ersetze man den Teilbogen von € von dem 
auf y = 0 gelegenen Anfangspunkt bis zum letzten Schnittpunkt qg mit 
C, durch einen anderen Bogen, der bis auf seinen Endpunkt q ganz im 
Innern von @ verlaiuft. Der dadurch aus € entstandene Bogen €, hat 
mit M,(AB,A) héchstens r Schnittpunkte, mit C, genau einen Schnitt- 
punkt und mit denjenigen zu C, aquivalenten Kurven, die der Halb- 
ebene y < 0 angehéren, keinen Schnittpunkt mehr gemeinsam. Wenn C, 
mit den in der Halbebene y > 1 gelegenen zu C, Aaquivalenten Kurven 
noch Schnittpunkte aufweist, so kann man die in y > 1 gelegenen Teil- 
bogen von €, durch Strecken der Geraden y = 1 ersetzen. Der so ent- 
standene Bogen €, schneidet M,(AB,A) in héchstens r Punkten, die 
Kurve C, in genau einem Punkt und die zu C, dquivalenten Kurven 
gar nicht; er besitzt also héchstens r+ 1 Schnittpunkte mit M(AB, A). 
Da man aber den Endpunkt von €, durch eine Teilstrecke der Geraden 
y = 1 mit einem zum Anfangspunkt dquivalenten Punkt verbinden kann, 
ohne M(AB,A) zu treffen, muB8 nach Hilfssatz IX die Anzahl der 
Schnittpunkte von €, mit M(AB,A) mindestens gleich ,v,, also 
r > pv, — | sein. 

Wendet man das bei der Auswahl von C, benutzte Verfahren auf 
die Menge M,(AB,A) an, so erhilt man einen zweiten Bogen C, der 
gesuchten Art und eine Restmenge M,(AB, A), die von jedem Bogen €, 
der zwei Punkte auf y = 0 und y = 1 miteinander verbindet, in wenig- 
stens ,v,-—2 Punkten geschnitten wird. Hat man nach diesem Ver- 
fahren C,, C,,...C, schon konstruiert, so hat die Restmenge M,, (AB, A) 
noch wenigstens ,v,—-n Schnittpunkte mit jedem Bogen € gemeinsam, 
der einen Punkt von y= 0 mit einem Punkt von y = 1 verbindet. 
Wenn n < gv, ist, fiihrt Wiederholung des Verfahrens zu einer neuen 
Kurve C,,,;. 

DaB die so konstruierten Kurvenbogen C,, C,, ... Cpv, den Forde- 
rungen (1) bis (3) des Satzes geniigen, geht unmittelbar aus der Kon- 
struktion hervor. 











656 E. Pannwitz. 


Beweis des Hauptsatzes I. Jeder der in Hilfssatz X kon- 
struierten Bogen C,, Cy, ... Cy», hat nach Hilfssatz IX, angewandt auf 
die Menge M(B,AB), mit M(B,AB) wenigstens ,v, Schnittpunkte. 
Zwei auf demselben C, gelegene Schnittpunkte sind nicht Aquivalent, 
nach Hilfssatz X, (1). Zwei zu verschiedenen C, gehérige Schnittpunkte 
mit M(B,AB) sind wegen der Eigenschaft (3) in Hilfssatz X im Sinne 
der Vielfachheiten voneinander verschieden. Der Durchschnitt M (B, AB, A) 
von M(AB,A) und M(B,AB) enthilt also bei Beriicksichtigung der 
Vielfachheiten wenigstens ,vg-,v, wesentlich verschiedene Punkte, und 
diese Tatsache ist gleichbedeutend mit der Giiltigkeit des Hauptsatzes I. 


§ 3. 
Die Knoteninvariante k. Beweis des Satzes V. 

Bei dem Beweis des Satzes V fiihrt dasselbe Verfahren zum Ziel, das 
Dehn beim Beweis des ,,Lemmas“ zur Beseitigung der offenen Doppel- 
linien anwendet'’). Da indessen das Vorhandensein von Randsingularitaten 
im vorliegenden Falle eine kleine Modifikation des Dehnschen Ver- 
fahrens notwendig macht, sei das Verfahren hier mit der erforderlichen 
Abanderung wiedergegeben. 

K sei ein einfach geschlossenes Polygon im R*, E ein von K be- 
randetes Element. Fir K und £ gelten die in der Einleitung formu- 
lierten Voraussetzungen der allgemeinen Lage. Uber diese Bedingungen 
hinausgehend wird im folgenden gefordert: in einer Strecke schneiden 
sich héchstens zwei, in einem Punkte héchstens drei Dreiecke von E; 
die Randsingularitaten sind einfach, d.h. die Schnittpunkte von K mit 
Dreiecken von £ sind alle voneinander verschieden. Diese Bedingungen 
lassen sich durch beliebig kleine Verriickung der Ecken von £ erfiillen. 

€ sei ein abstraktes Original von Z; € ist trianguliert, und jedes 
Dreieck D von € wird auf ein nicht entartetes Dreieck D von E affin 
abgebildet. Infolge des Verbotes mehrfacher singulairer Linien kann man 
den Veriauf einer ,,Doppellinie‘ auf Z und den Verlauf ihrer beiden 
Originale in € eindeutig verfolgen: s sei eine ,,Doppelstrecke“ von E£, 
d. h. die Schnittstrecke zweier Dreiecke D, und D, von E, und p einer 
ihrer Endpunkte. p gehért in wenigstens einem der beiden Dreiecke 
D,, D, zam Rande. D, und D, seien die beiden Originaldreiecke von 
D, bzw. D, in €, s, und s, die Originalstrecken von s in D, und D,. 
Da sich D, und D, im R* schneiden, sind D, und D, entweder zu- 
einander fremd, oder sie haben genau eine Ecke, sonst aber keinen 
Punkt gemeinsam. Zunichst seien D, und D, zueinander fremd. Wenn p 


17) Dehn, lL. c. 
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zum Rande von D, gehért, so ist, da wegen der allgemeinen Lage von E 
weder eine Ecke von D, zu D, gehéren kann noch zwei Seiten von D, 
und D, einander schneiden kénnen, das Original p, von p innerer Punkt 
einer Seite D, von D, und das Original p, von p innerer Punkt von 1,. 
Wenn an die Seite Dd, von D, ein Dreieck 5, anschlieBt, so schneidet 
das Bild D, von 5, das Dreieck D, in einer Strecke 3, die sich in p 
an s anschlieBt, und diese Fortsetzung § von s ist mitsamt ihren beiden 
Originalstrecken in € eindeutig bestimmt. SchlieBt sich dagegen an Dd, 
kein von D, verschiedenes Dreieck mebr an, so gehért d, zum Rande & 
von €, die Bildstrecke d, gehért zu K, und der Punkt p ist Rand- 
singularitét von Z. In diesem Falle laBt sich die Doppellinie nicht iiber p 
hinaus fortsetzen; in Z brechen die Originale der Doppellinie in p, und p, 
ab, und durch diese beiden Punkte gehen, wegen der Voraussetzung der 
Einfachheit der Randsingularitaéten, auch Originale anderer Doppelstrecken 
nicht hindurch. — Haben D, und D, eime Ecke ¢,, gemeinsam, so ist 
der entsprechende Punkt e im R* ein Endpunkt der Doppelstrecke s; fiir 
den anderen Endpunkt — er heiBe p — liegt wieder einer der beiden 
schon besprochenen Fille vor. Es liegt also in D, eine Strecke 5, = e,,p,, 
in D, eine Strecke s, = e,,p, als Original von s, und zwar werden 5, 
und s, so auf s abgebildet, daB e,, in e, p, und p, in p iibergehen. In 
diesem Falle heiBt e ein Windungspunkt von £. Von e kénnten noch 
weitere Doppelstrecken ausgehen, die dadurch entstehen, daB noch andere 
Dreiecke mit der gemeinsamen Ecke e sich im R* in derselben Weise 
schneiden wie D, und D,. Jedoch kann man bekanntlich solche ,,mehr- 
fachen“ Windungspunkte immer vermeiden™); es wird daher im folgenden 
angenommen, daf alle Windungspunkte von E einfach, d. h. Endpunkte 
von genau einer Doppellinie sind. 

Insgesamt besteht EZ aus endlich vielen Dreiecken; zum Aufbau von 
Doppellinien stehen also nur endlich viele Doppelstrecken zur Verfiigung. 
Verfolgt man, von einer beliebigen Doppelstrecke ausgehend, eine Doppel- 
linie in einer Richtung immer weiter, so tritt einer der folgenden 
Fille ein: (1) nach endlich vielen Schritten kommt man zur Ausgangs- 
strecke zuriick, die Doppellinie ist geschlossen; (2) die Doppellinie endet 
in einer Randsingularitaét; (3) die Doppellinie endet in einem Windungs- 
punkt. In den beiden letzten Fiillen ist die Doppellinie offen; daher mu8 





18) Wie man leicht sieht, fiihrt das im folgenden bei der Beseitigung der 
Doppellinien vom Typus (d) benutzte Verfahren des Aufschneidens und Wieder- 
zusammenheftens von €, angewandt auf eine von einem mehrfachen Windungspunkt 
ausgehende Doppelstrecke, zur Aufspaltung des mehrfacher Windungspunktes in 
mehrere Windungspunkte geringerer Vielfachheit; dabei ist die Summe der Vielfach- 
heiten der neuen Windungspunkte héchstens gleich der Vielfachheit des urspriing- 
lichen, so daB endlichoftmalige Anwendung dieses Verfahrens zum Ziel fihrt. 
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auch beim Verfolgen derselben Doppellinie in der entgegengesetzten 
Richtung einer der beiden Fille (2) oder (3) eintreten. Es sind also auf 
E folgende Typen von Doppellinier méglich: (a) geschlossene Doppel- 
linien, (b) offene Doppellinien, deren beide Endpunkte Randsingularitiiten 
sind, (c) offene Doppellinien, deren beide Endpunkte Windungspunkte 
sind, und (d) offene Doppellinien, die eine Randsingularitit mit einem 
Windungspunkte verbinden. 

Von jeder Randsingularitét von E geht eine eindeutig bestimmte 
Doppellinie des Typus (b) oder (d) aus. Jeder Doppellinie des Typus (b) 
ist ein Paar von Randsingularititen, nimlich ihre Endpunkte, zugeordnet; 
Randsingularitatenpaare, die zu verschiedenen Doppellinien des Typus (b) 
gehdéren, sind zueinander fremd. Wenn also die Anzahl der Rand- 
singularitéten von E ungerade ist, so mu mindestens eine Doppellinie 
des Typus (d) auftreten. In diesem Falle wird das Dehnsche Verfahren 
der ,,Umschaltung lings der offenen Doppellinien dazu fiihren, ohne 
Vermehrung der Randsingularititen alle Doppellinien des Typus (d) zu 
beseitigen. Nach Beendigung des Verfahrens kann also nur noch eine 
gerade Anzahl von Randsingularititen iibrig sein, die dann notwendig 
kleiner ist als die urspriingliche Anzahl der Randsingularititen von E. 
Die fiir ein von K berandetes Element notwendige Anzahl der Rand- 
singularitaten mu8 also, da sie nicht mehr verkleinert werden kann, 
gerade sein. 

Zunichst schildern wir die Beseitigung einer Doppellinie des Typus (d) 
in einem besonders einfachen Falle: / sei eine Doppellinie vom Typus (d), 
die eine Randsingularitét p mit einem Windungspunkt e verbindet. Die 
Originale |, und |, von / seien doppelpunktfrei und bis auf e,,, das Original 
des Windungspunktes e, zueinander fremd. Von den Originalen von p 
liegt eines — es sei der Endpunkt p, von |, — auf dem Rande.& von &, 
das andere — der Endpunkt p, von |, — im Innern eines Dreiecks von €. 
Die Bezeichnungen |,, |, sollen fiir die mit Richtung von e,, nach p, 
oder p, versehenen Linien gebraucht werden; die entgegengesetzt ge- 
richteten Linien werden, wie iiblich, mit [>', [[' bezeichnet. Die Tri- 
angulation von € wird verfeinert, so da8 die Linien |, und |, auf Seiten 
der verfeinerten Triangulation verlaufen und Punkte von |, und |,, die 
auf denselben Punkt von / abgebildet werden, gleichzeitig Ecken oder 
innere Punkte von Seiten der Triangulation sind. Dann schneide man 
das Element € lings der doppelpunktfreien Linie [>'1, auf, wobei jedoch 
im Punkte p, der Rand von € nicht durchschnitten werden soll. Dadurch 
entsteht in € ein den Rand §& beriihrendes Loch, das, wenn die beiden 
Ufer der Linie [-'1, durch Uberstreichen voneinander unterschieden 
werden, berandet wird von I-*1,1,;*1,. Heftet man jetzt [, mit L, [, 
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mit |, in der durch die Abbildung auf / vorgeschriebenen Weise zusammen, 
so entsteht ein Flachenstiick €’, das offenbar wieder ein Element ist. Da €’ 
aus denselben Dreiecken besteht wie € und auBerdem bei der Zusammen- 
heftung des Randes des Loches nur solche Punkte miteinander identifiziert 
worden sind, denen bei der Abbildung von € auf E derselbe Bildpunkt ent- 
spricht, vermittelt die Abbildung von € auf £ zugleich eine Abbildung von €' auf 
ein Element E’ des R*; E’ ist dabei als Punktmenge mit Z identisch, unter- 
scheidet sich aber von dem entsprechend der verfeinerten Triangulation 
von € unterteilten E durch die Art der Zusammenheftung der einzelnen 
Dreiecke lings 1. Bei der Abbildung von ©’ auf E£’ hat der Punkt p 
nur noch einen einzigen auf dem Rande R von ©’ gelegenen Original- 
punkt p,,, da bei der Identifikation p, und p, miteinander ver- 
schmolzen worden sind, ist also fiir 2’ nicht mehr Randsingularitat; 
der Punkt ¢ hat dagegen in ©’ zwei Originale @,, und ©,, die 
beim Aufschneiden von € aus e,, entstanden sind und bei der Zu- 
sammenheftung nicht wieder identifiziert werden. / hat in © zwei 
Originale [,, und i die durch Identifikation von I, mit 1, bzw. von I, 
mit [, entstanden sind und @,, bzw. €,, mit p,, verbinden. Ist s eine 
Teilstrecke von J, und bezeichnen D,, 5,, D,, dD, diejenigen Dreiecke 
der verfeinerten Triangulation von €, die in dem aufgeschnittenen Element 
an die Originale 5,, 5,, 5,, 5, von s angrenzen, so folgen ihre Bild- 
dreiecke D,, D,, D,, D, im R® bei zyklischem Umlauf um s in der 


Reihenfolge D,, D,, D,, D, (oder in der umgekehrten Reihenfolge) auf- 


einander; denn D, und D, sind Teildreiecke eines Dreiecks D, der ur- 
spriinglichen Triangulation von E, ebenso sind D, und D, Teildreiecke 
eines Dreiecks D,, und D, und D, schneiden sich in s. In E£’ sind 
lings s D, und D,, D, und D, zusammengeheftet; die Doppellinie J stellt 
also fiir EZ’ eine Selbstberiihrung dar. Durch eine geeignete beliebig 
kleine Verriickung der Ecken von £’ kann die allgemeine Lage von E’ 
(mit den am Beginn dieses Paragraphen genannten zusitzlichen Voraus- 
setzungen) wieder hergestellt und die Selbstberiihrung von EZ’ ohne Auf- 
treten neuer Singularitaten beseitigt werden. 


Ist E irgendein von K berandetes Element, das eine ungerade 
Anzahl von Randsingularitéten, also wenigstens eine Doppellinie vom 
Typus (d) besitzt, so ist die geschilderte Verminderung der Anzahl der 
Randsingularitéten im allgemeinen nicht ohne weiteres durchfihrbar, weil 
die bei der Beseitigung der Doppellinie gemachten Voraussetzungen nicht 
erfiillt zu sein brauchen. Dieser Fall wird durch folgende Reduktion 
auf den friiheren zuriickgefiihrt: e sei ein Windungspunkt von £, / eine 
von e ausgehende offene Doppellinie des Typus (d), deren von dem 
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Punkt ¢,, ausgehenden Originale |, und |, in € Doppelpunkte haben 
oder einander schneiden. Ist q ein Schnittpunkt von |, und |,, so ent- 
spricht dem Punkte q = q, von |, vermége der durch / vermittelten 
Zuordnung auf |, ein von q, verschiedener Punkt q,; andernfalls wire 
naimlich q Windungspunkt und somit gemeinsamer Endpunkt der Linien |, 
und |,. Infolgedessen kann man auf / einen Punkt p bestimmen, so da8 
die Originale If = ¢,,p, und If = e,,p, des durch e und p bestimmten 
Teiles /* von | zueinander fremd und doppelpunktfrei sind, aber auf 
wenigstens einer der Linien lf, If ein Doppelpunkt von |, oder |, 
oder ein Schnittpunkt von |, mit |, liegt; p, und p, selbst seien weder 
Doppelpunkte noch Schnittpunkte von |, und |, Man kann dann 
ahnlich verfahren wie friiher: Die Triangulation von E£ wird verfeinert, 
so daB If und If auf Seiten der Triangulation verlaufen und entsprechende 
Punkte von If und [} gleichzeitig Ecken oder innere Punkte von Seiten 
der Triangulation sind. If und I? mégen die von e,, nach p, und p, 
gerichteten Linien bezeichnen. Man schneide das Element £ langs der 
doppelpunktfreien Linie [?-*If auf. Dadurch entsteht in € ein von 
i*—1 1g 18-11% berandetes Loch (Uberstreichen bezeichnet wieder die beiden 


Ufer der Linie If-'I?). Heftet man jetzt If mit [}, [* mit Ty zu- 
sammen, so daB die bei der Abbildung auf / zusammenfallenden Punkte 
miteinander identifiziert werden, so entsteht wieder ein neues Element €'. 
Durch die Abbildung von € auf £ ist zugleich eine Abbildung von €’ auf 
ein als Punktmenge mit EZ zusammenfallendes Element E’ definiert. Der 
Punkt e hat in €' zwei Originale @,, und ¢€,,, die beim Aufschneiden 
aus ¢,, entstanden sind. Der Punkt p hat dagegen in €' nur noch ein 
durch Identifikation von p, und p, entstandenes Original p,,. Originale 
von | in €' sind zwei bis auf p,, zueinander fremde doppelpunktfreie 
Linien I,, und 1,,, die durch Identifikation von I, mit [, bzw. von [, mit I, 
entstanden sind und @,, bzw. €,, mit p,, verbinden. Die Linie / ist 
— wie friiher — fiir das Element EZ’ eine Selbstberiihrung, die durch 
beliebig kleine Verriickung der Ecken von E’ beseitigt werden kann, 
ohne da®B dabei neue Singularitéten auftreten; zugleich kann durch die 
Verriickung die allgemeine Lage von E’ (mit den in diesem Paragraphen 
gemachten zusitzlichen Voraussetzungen) wieder hergestellt werden. Bei 
der Verriickung wird der Punkt e, entsprechend der Existenz zweier 
Originale in ©’, in zwei Punkte aufgespalten. Der Punkt p dagegen 
bleibt ungespalten; von p geht eine Doppellinie aus, die in einem ge- 
wissen Anfangsstiick mit dem nicht zu /* gehérigen Teil der alten Doppel- 
linie | iibereinstimmt; in der Tat beginnen infolge der Identifikation 
von p, und p, die Originale des nicht zu /* gehérigen Stiickes von | 


in ©’ beide im Punkte p,,. p ist also Windungspunkt geworden. In 
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ihrem weiteren Verlauf wird die von p ausgehende Doppellinie im all- 
gemeinen nicht mit der alten Doppellinie / iibereinstimmen; denn beim 
Aufschneiden von € lings If—'If sind die Originale von | in jedem auf 
f-' 1 gelegenen Doppelpunkt oder Schnittpunkt von |, und I, zer- 
schnitten und bei der Identifikation in anderer Weise miteinander oder 
mit anderen gleichfalls beim Aufschneiden durchschnittenen Originalen von 
Doppellinien zusammengeheftet worden. Insbesondere ist es nicht not- 
wendig, daB die in E’ von p ausgehende Doppellinie in demselben Punkte 
endet wie die alte Doppellinie 1. 

Nach der ,,Reduktion“ ist die Anzahl der Randsingularititen von E’ 
dieselbe wie von £, also ebenfalls ungerade. Fs gibt daher in E’ wieder 
wenigstens eine Doppellinie /’ des Typus (d). Entweder kann diese 
Doppellinie — und damit die Randsingularitaét, in der sie endet — nach 
dem zuerst geschilderten Verfahren beseitigt werden, oder die Originale 
von l’ in © weisen Doppelpunkte oder Schnittpunkte miteinander auf, 
so da®B auf #’ unter Benutzung der Doppellinie I’ die ,,Reduktion“ 
nochmals angewandt werden kann. Die Reduktion fiihrt jedesmal zu 
einer Verminderung der Anzahl z der in der Originalmenge aller Doppel- 
linien auftretenden Doppelpunkte; denn wenigstens eines der Originale I} 
und I} der durch die Reduktion beseitigten Linie /* weist nach Voraus- 
setzung mindestens einen Schnittpunkt mit den Originalen des nicht zu /* 
gehorigen Teiles von / auf, und dieser Schnittpunkt verschwindet bei 
Beseitigung von /***). Da z endlich ist, kann die Reduktion nur endlich 
oft wiederholt werden, es mu8 also einmal — und zwar nach héchstens 
z Reduktionen — ein Fall eintreten, in dem die Beseitigung einer Doppel- 
linie des Typus (d) und der durch sie bedingten Randsingularitat 
méglich ist. 


§ 4. 
Die mehrfachen Sehnen eines Knotens. Beweis des Hauptsatzes II. 
Der Beweis des Hauptsatzes II] kann mit derselben Methode gefiihrt 
werden wie der des Hauptsatzes I: Jede vierfache Sehne des einfach ge- 
schlossenen Polygons K wird gedeutet als eine Gerade, auf der der 
erste und dritte Schnittpunkt einer dreifachen Sehne zusammenfillt mit 
dem ersten und zweiten Schnittpunkt einer anderen dreifachen Sehne. 





1’) An dieser Stelle wird von der Voraussetzung der Einfachheit des Windungs- 
punktes e Gebrauch gemacht. Ware namlich e ein Windungspunkt geniigend hoher 
Vielfachheit, so kénnten sich beim Aufschneiden und Wiederzusammenheften von € 
mehrere Paare der in e endenden Doppellinien in B’ zu je einer Doppellinie zu- 
sammensetzen, und dedurch kénnten neue Doppelpunkte im System der Originale 
der Doppellinien auf €' entstehen, was eine VergréBerung von z bewirken wiirde. 
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Im folgenden sei K ein einfach geschlossenes Polygon im R® in all- 
gemeiner Lage, und & sei die Verknotungszahl von K. 

Hilfssatz XI). Jeder Punkt von K ist’ Anfangspunkt von 
wenigstens k dreifachen Sehnen von K. 

Beweis. p, sei ein fester Punkt von K; r sei die Anzahl der von p, 
ausgehenden dreifachen Sehnen. XK’ sei derjenige Teilstreckenzug von K, 
der aus allen und nur den Seiten von K besteht, denen p, nicht an- 
gehért. Wenn der Punkt p den Streckenzug K’ durchlauft, iiberstreichen 
die Sehnen p,p ein von K berandetes Elementarflichenstiick EZ. Jedes- 
mal, wenn zwischen p, und p noch ein Schnittpunkt g von p,p mit K 
liegt, ist g Randsingularitét von Z. Weitere Randsingularititen kénnen 
nicht auftreten; inbesondere ist auch der Punkt p, keine Randsingularitat 
von £. Die Anzahl der Randsingularitaéten von E ist also gleich r, und 
daher r > k. 

In der Menge der dreifachen Sehnen von K kénnen Umgebungen in 
derselben Weise definiert werden wie in § 2 in der Menge der Sehnen 
mit der Schnittfolge (A, B, A). Unter einem Elementarbestandteil £,,, 
der Menge der dreifachen Sehnen soll wieder die Gesamtheit der drei- 
fachen Sehnen von K verstanden werden, deren erster, zweiter und dritter 
Schnittpunkt mit K der Reihe nach drei vorgegebenen Seiten s,, 5,, 5, 
von K angehéren*'). Die Untersuchung der Elementarbestandteile der 
Menge der dreifachen Sehnen wird in derselben Weise durchgefiihrt wie 
in § 2. Neben die dort beschriebenen Méglichkeiten fiir die Struktur 
eines Elementarbestandteiles tritt jetzt noch eine weitere: ein Elementar- 
bestandteil der Menge der dreifachen Sehnen von K kann einem ein- 
seitig abgeschlossenen Intervall homéomorph sein. Wenn nimlich die 
beiden Seiten s, und s, eine Ecke e gemeinsam haben und s, die durch s, 
und s, bestimmte Ebene in einem solchen Punkte p, schneidet, daB der 
Elementarbestandteil E,,, nicht leer ist, so haufen sich die Sehnen 
von £,,, gegen die Gerade ep,, die einem Intervallendpunkt entspricht, 
aber nicht mehr zu £,,, gehdrt, da sie nur zwei Schnittpunkte mit K 
aufweist. Das Analogon des Hilfssatzes VI lautet also: 

Hilfssatz XII. Jeder nicht leere Blementarbestandteil der Menge 
der dreifachen Sehnen von K ist entweder einem einseitig abgeschlossenen 
oder einem beiderseits abgeschlossenen Intervall homéomorph. Ein 
nicht leerer Elementarbestandteil enthalt — je nachdem, welcher der 
beiden Fille vorliegt — genau eine oder genau zwei Eckensehnen, die 





20) Vgl. FuBnote 1), 
*") Wahrend bei der Formulierung des Hauptsatzes II in der Einleitung von 
der Richtung der Sehne abgesehen wurde, ist es fir den Beweis zweckmaBig, die 
Sehnen wieder als gerichtet anzusehen. 














Verschlingungen und Knoten. 663 


dem einen bzw. den beiden zum Intervall gehérigen Endpunkten ent- 
sprechen. Der Durchschnitt zweier Elementarbestandteile ist entweder 
leer oder er besteht genau aus einer Eckensehne. Jede Eckensehne ge- 
hért zu genau zwei Elementarbestandteilen. 

Aus Hilfssatz XII ergibt sich ahnlich wie in § 2 fiir den Aufbau der 
Menge der dreifachen Sehnen von K: 


Folgerung aus Hilfssatz XII. Die Menge der dreifachen Sehnen 
von K besteht aus endlich vielen Komponenten. Jede Komponente ist 
entweder einer einfach geschlossenen Kurve oder einem einfachen Bogen 
mit Ausschlu8 der Endpunkte homéomorph. 


Wir definieren eine Abbildung der Sehnen p,p, von K auf die uni- 
verselle Uberlagerungsmannigfaltigkeit eines Kreisringes, einen von zwei 
parallelen Geraden in der Ebene begrenzten Streifen S, durch die folgende 
Vorschrift: x sei ein auf dem Polygon K stetiger, eigentlich monotoner 
Parameter, der so normiert ist, daB sich sein Wert bei einmaligem Um- 
lauf um K um +1 Andert. x, und x, seien die nur mod 1 bestimmten, 
den Punkten p, bzw. p, entsprechenden Parameterwerte. Bildpunkte der 
Sehne p,p, im Streifen S: 0< y=<1 der z-y-Ebene sollen diejenigen 
Punkte sein, deren Koordinaten durch 

=x, y=x,—*x,(modl), OS ysl 

bestimmt sind. Wenn p, und p, voneinander verschieden sind, also x, — x, 
keine ganze Zahl ist, wird dadurch jeder gerichteten Sehne von K genau 
ein System von Punkten zugeordnet, die bei den Decktransformationen 
des Streifens (t,): 2 =z2+m, y =y (m=0, +1, +2,...) mit- 
einander aquivalent sind. Verschiedenen Sehnen entsprechen verschiedene 
Punktsysteme. Ist x,—x, eine ganze Zahl, ist also p, = p, und die 
Sehne in einen Punkt entartet, so entsprechen ihr zwei verschiedene 
Systeme von iquivalenten Punkten, nimlich ein System auf der Ge- 
raden y = 0, ein zweites auf y = 1. 

Der Menge der dreifachen Sehnen von K ordnen wir zwei in ver- 
schiedener Weise definierte Bildmengen im Streifen S zu: 

M,, sei die Menge derjenigen Punkte von &, die Bild der Teil- 
sehne p,p, einer dreifachen Sehne p,p,p, von K sind. Ein Punkt 2, y 
von S ist als Punkt der Menge M,, i-fach zu zahlen, wenn auf der 
ihm zugeordneten Sehne p,p, hinter p, noch i Schnittpunkte mit K 
liegen *). 








22) Wegen der allgemeinen Lage ist die Forderung, da8B zwei Schnittpunkte 
einer dreifachen Sehne mit K niemals zu derselben Polygonseite gehéren sollen, von 
selbst erfallt; infolgedessen sind die Vielfachheiten der Punkte von M,, und M,, 
immer endlich. 


43* 














E. Pannwitz. 


664 


M,, sei die Menge derjenigen Punkte von S, die Bild der durch 
eine dreifache Sehne p,p,p, bestimmten Sehne p, p, sind. Ein Punkt 2, y 
ist in der Menge M,, j-fach zu zaihlen, wenn auf der ihm zugeordneten 
Sehne p,p, zwischen p, und p, noch 7 Schnittpunkte mit K liegen”). 

Gehért der Punkt z,y dem Durchschnitt M,,, von M,, und M,, 
an, so stellt sein Original p,p, den ersten und dritten Schnittpunkt 
einer vierfachen Sehne von A dar. Ist z,y ein i-facher Punkt von M,, 
und ein j-facher Punkt von M,,, so gibt es ¢-j Méglichkeiten, p, und p, 
als ersten und dritten Punkt einer vierfachen Sehne von K zu deuten; 
demgema8 ist ein solcher Punkt als Punkt von M,,, (i-j)-fach zu zahlen. 
Umgekehrt ‘wird jede vierfache Sehne P:PoP;P, von K (unter Beachtung 
ihrer Richtung) nur durch ein ihrem ersten und dritten Schnittpunkt 
entsprechendes System von fquivalenten Punkten in M,,, dargestellt. 
Dabei besitzen aber die beiden Sehnen p,p,p,p, und p,p,p,p,, die fiir 
den Hauptsatz II als nicht verschieden anzusehen sind, in M,,, wesent- 
lich verschiedene Bildpunkte. Zum Beweis des Hauptsatzes II ist 
also zu zeigen: Der Durchschnitt M,,, von M,, und M,, enthilt 
bei richtiger Zahlung der Vielfachheiten wenigstens k* wesent- 
lich verschiedene Punkte. 

Die Abbildung der Elementarbestandteile der Menge der dreifachen 
Sehnen von K geschieht genau nach Hilfssatz VI, mit dem einzigen 
Unterschied, da8 den einseitig offenen Elementarbestandteilen Elementar- 
bogen mit AusschluB eines Endpunktes entsprechen. Es gilt demnach: 


Hilfssatz XIII. Jede der Mengen M,, und M,, ist aufgebaut aus 
endlich vielen wesentlich verschiedenen einfachen Elementarbogen, eventuell 
mit Ausschlu8 eines Endpunktes, und den damit faquivalenten Bogen. 
Das Auftreten von mehrfachen Punkten, die dem Durchschnitt mehrerer 
wesentlich verschiedener (und sich nicht in einem gemeinsamen Endpunkt 
zusammenschlieBender) Elementarbogen angehéren, ist durch Hilfssatz VI 
bestimmt. 

Hilfssatz XIV. Die Menge M,, hat eine positive Minimalentfernung 
von den Geraden y = 0 und y = 1. 


Beweis. Aus der Untersuchung der Elementarbestandteile der Menge 
der dreifachen Sehnen folgt leicht, daB der erste und dritte Schnittpunkt 
einer dreifachen Sehne bei Anniherung an den Rand eines Elementar- 
bestandteiles nicht gegen denselben Punkt von K konvergieren kénnen. 

Hilfssatz XV. Jeder im Innern von S (also in 0< y< 1) ver- 
laufende Kurvenbogen €, der einen Punkt z,y mit dem bei t, aqui- 
valenten Punkt z-+- 1, y verbindet, schneidet die Menge M,, in wenigstens 


k Punkten. 
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Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit darf man annehmen, 
daB € einen Punkt mit den Koordinaten 0, y, mit dem Punkt 1, y, ver- 
bindet. € habe r Schnittpunkte mit M,,. 

Eine Parameterdarstellung von © sei gegeben durch 
(1) z= 9(s)) y= yvls) OSsS)), 
wobei 

¥(0) = yo» v(l) = % 


ist. Durch 

(2) x= o(x)+ p(x) OS%*S)1) 
ist wegen der aus (1’) folgenden Bedingung 

(2') (1) = x4(0) +1 


eine Abbildung von K auf sich vom Grade + 1 definiert; das durch x,(x) 
vermittelte Bild K, von K laB8t sich also durch eine stetige Deformation 
von XK in sich herstellen. 

Jedem Punkt p,(x), der dem Parameterwert x,(x) entspricht, ist 
mittels der Kurve € eine in ihm endende Sehne p,(x)p,(x) von K zu- 
geordnet durch die Festsetzung: p,(x) soll der zum Parameterwert (x) 
gehérige Punkt von K sein. Diese Sehnenschar hingt stetig von x ab 
und schlieBt sich wegen (l’) nach einem Umlauf um K,. Eine solche 
Sehne p, (x) p,(x) besitzt nur dann einen hinter p,(x) gelegenen Schnitt- 
punkt mit K, wenn der zum Parameterwert s = x gehérige Punkt von © 
zu M,, gehért; ist dieser Punkt ein i-facher Punkt von M,,, so liegen 
auf der Sehne « Schnittpunkte mit K hinter p,(x). Insgesamt treten 
also in der Sehnenschar genau r hinter den p,(x) gelegene Schnittpunkte 
mit K auf. 

Zunachst konstruieren wir ein von K, berandetes — allerdings nicht 
aus Dreiecken aufgebautes — Elementarflaichenstiick Z,, das von K in 
genau r inneren Punkten geschnitten wird. Dazu bringe man in jedem 
Punkt p,(x) von K, den hinter p,(x) gelegenen Teil des Halbstrahls 
p,(*) p.(x) an; alle diese Halbstrahlen werden auf einer hinreichend 
groBen, K im Innern enthaltenden Kugel Q abgeschnitten, und in die 
auf Q gelegene Schnittkurve K, wird ein auf Q oder im AuSenraum 
von Q gelegenes Element eingespannt. Schnittpunkte des so definierten 
Elements #, mit K sind offenbar alle und nur die Punkte, in denen 
die Sehnen p, (x) p,(x) das Polygon K hinter p,(x) schneiden. 

Durch Abinderung des Elements #, in der Nahe des Randes K, 
kann man £, durch ein von K berandetes Element FE ersetzen, das 
genau r Randsingularititen besitzt. Dazu fiihrt die folgende Konstruktion: 
K? sei diejenige auf Z, gelegene Nachbarkurve von K,, deren Punkte 
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p? (x) (0 = x = 1) in festem Abstand / hinter p,(x) auf den Halb- 
strahlen p, (x) p,(x) liegen; A(> 0) sei dabei so klein gewahlt, daB der 
zwischen K, und Kf gelegene Teil von EZ, keinen Schnittpunkt mit K 
enthalt. Das von Kj berandete Teilelement EZ} von E, wird also von K 
genau r-mal geschnitten. Nun schlieBe man das Polygon K in einen 
Torus 7 von so kleinem Querschnitt ein, daB K} ganz auBerhalb von T 
liegt. Auf 7 gibt es eine doppelpunktfreie Kurve K’, die im AuBenraum 
von T homotop zu Kj ist, also dort zusammen mit A} ein (im all- 
gemeinen nicht singularititenfreies) zweirandiges Band B* berandet. K’ ist 
im Innern von T homotop zu K,, also auch zu K, und K’ und K be- 
randen im Innern von T offenbar sogar e.n singularititenfreies zwei- 
randiges Band B. Ein von K berandetes Element E mit genau r Rand- 
singularitaten erhiJt man, wenn man an den Rand K* von E} das 
Band B*, dann an den freien Rand K’ von B* das Band B anheftet. 

Ersetzt man das Element Z, das noch nicht aus Dreiecken auf- 
gebaut ist, also bei der Definition von k nicht in Betracht kommt, durch 
eine Approximation, die den in der Einleitung gestellten Forderungen 
geniigt und héchstens r Randsingularititen besitzt, so folgt aus der 
Definition von k: r > k. 

Bei der Durchfiihrung der Approximation von EF kommt es offenbar 
nur auf die Approximation des von AK} und K, berandeten Bandes an, 
das die Randsingularititen von E enthalt. Denn der Torus 7, die 
Kurve XK’ und das Band B kénnen von vornherein aus Dreiecken und 
geradlinigen Strecken unter Beriicksichtigung der Bedingung der all- 
gemeinen Lage aufgebaut werden. Ferner kénnen B* und der auBerhalb 
der Kugel Q gelegene Teil von E, die beide zu K fremd sind, so gut 
approximiert werden, daB die Approximationen ebenfalls zu K fremd sind. 
Um die Méglichkeit der Approximation des von K* uod K, berandeten 
Flachenstiickes F ohne Vermehrung der Schnittpunkte mit K zu erkennen, 
hat man zu zeigen, daB die Schnittpunkte von K mit F einfach sind, 
d. h. da8 eine hinreichend kleine Umgebung eines solchen Schnittpunktes 
auf F als eineindeutiges stetiges Bild eines Elementarflachenstiickes auf- 
gefaBt werden kann; denn ein Schnittpunkt mit K, fiir den die Bedingung 
der Einfachheit nicht erfiillt ist, wird im allgemeinen bei Approximation 
von F in mehrere Schnittpunkte aufgespalten werden. Statt den Nach- 
weis fur die Einfachheit der Schnittpunkte mit K fiir F selbst zu fiihren, 
kann man dabei F durch ein Flichenstiick F’ ersetzen, das genau ebenso 
viele Schnittpunkte mit K besitzt wie F, und das F mit der erforder- 
lichen Genauigkeit approximiert. Ein solches Flachenstiick F’ — allier- 
dings noch immer nicht aus Dreiecken aufgebaut — ist unmittelbar durch 
die beim Beweis des Hilfssatzes IX (letzter Absatz) durchgefiihrte Kon- 
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struktion einer polygonalen Deformation von B, in B, gegeben. Wenn 
man namlich nach dem dort beschriebenen Verfahren unter Beriick- 
sichtigung der Zusatzforderung in FuBnote “*) eine polygonale Approxi- 
mation K, von Kj, eine polygonale Approximation K; von K, und eine 
polygonale Deformation von Ky in K; definiert hat (wobei jetzt K die 
Rolle des Polygons A im Hilfssatz IX iibernimmt), so ist fiir das bei 
der Deformation von Ky iiberstrichene Flachenstiick F’ die geforderte 
Rinfachheit der Schnittpunkte offenbar erfiillt. Die Approximation von F’ 
durch ein aus Dreiecken aufgebautes Flachenstiick bereitet keine Schwierig- 
keiten mehr und braucht hier nicht durchgefiihrt zu werden. 

Hilfssatz XVI. Jeder im Streifen S verlaufende Kurvenbogen ©, 
der einen Punkt der Geraden y = 0 mit einem Punkt der Geraden y = 1 
verbindet, trifft die Menge M,, in wenigstens k Punkten. 

Beweis. An die Rander y= 0 und y=1 von § schlieBen sich 
zwei (abgeschlossene) Bereiche S, bzw. S, an, die denjenigen Sehnen 
von K entsprechen, die ganz in eine Seite von K hineinfallen. Ist p, 
ein fester Punkt von K, = 2, 0S ysl, eine Strecke in 8S, deren 
z-Wert dem Punkte p, entspricht, so gehéren zu den im Punkte p, be- 
ginnenden Sehnen, deren Endpunkte auf K in Richtung wachsender 
Parameterwerte zwischen p, und der nichsten auf p, folgenden Ecke 
liegen, Punkte von S, die eine Strecke z = 2, OS y S hj, (% > 9), er- 
fiillen; dabei bedeutet 7%, die Parameterdifferenz zwischen der auf p, 
folgenden Ecke von K und p, selbst. Die Strecke c= z,, OS yim, 
bildet den Durchschnitt der Strecke s = 2, OS yx 1, mit S,. Ent- 
sprechend ist der Durchschnitt von S, mit z= 2, 0S y<l, eine 
Strecke c= 2, OS yS1 — 7, (7H, > 0), die denjenigen in p, beginnenden 
Sehnen entspricht, deren Endpunkte zwischen p, und der letzten p, vorher- 
gehenden Ecke von K liegen. — Die Mengen S, und S, haben von M,, 
noch eine positive Minimalentfernung. 

Die Kurve © darf in der Nahe der Geraden y= 0 und y = 1 be- 
liebig abgeaindert werden, da dadurch die Anzahl ihrer Schnittpunkte 
mit M,, nicht geindert wird. Man darf also folgende Annahmen machen: 
€ verbinde den Punkt 0,0 mit dem Punkt 0,1; das Anfangsstiick 
von © falle mit dem Durchschnitt der Strecke zs = 0, OS y<1, mit S, 
zusammen, das Endstiick mit dem Durchschnitt von z= 0, OS yl, 
mit S,; abgesehen von dieser Anfangs- und Endstrecke sei © fremd zu S, 
und S,. Die Anzahl der Schnittpunkte von € mit M,, sei gleich r. 

Eine Parameterdarstellung von © sei gegeben durch 
(1) >= 9(s), y= vs) OSs S)), 


wobei 
(1’) y(0)=0, (1) =9, 
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(1”’) y(07)=0, y(lj=1 
ist. Durch 

(2) z= (x) O0S%5)) 


ist wegen (1’) eine Abbildung von K auf sich vom Grade Null definiert. 
Die Bildmenge K, kann daher stetig auf einen Punkt zusammengezogen 
werden. Eine zweite Abbildung von K auf sich wird durch 

(3) %, = @(x)+ v(x) OS%5)) 

definiert; diese Abbildung hat wegen der aus (1’) und (1”) folgenden 
Gleichung 

(3’) v (0) + y(0) = g(1)+ p(l)—1 


den Grad +1; die Bildmenge K, kann also durch eine stetige De- 
formation von K in sich hergestellt werden. 

Den Punkten der Kurve € entsprechen im R* gerade diejenigen 
Sehnen von K, die einen Punkt p,(x) von K, mit dem zum gleichen 
Parameterwert x gehérigen Punkte p,(x) von K, verbinden. Dem Anfangs- 
punkt 0, 0 von € entspricht eine in einen Punkt p, (0) = p,(0) entartete 
Sehne; daran schlieBen sich, der zu S, gehérigen Anfangsstrecke von € 
entsprechend, Sehnen, deren Anfangspunkt mit p,(0) zusammenfallt und 
deren Endpunkte zwischen p,(0) und der nichsten auf p,(0) folgenden 
Ecke @ von K liegen. Die folgenden Sehnen sind alle nicht entartet und 
haben — wegen der allgemeinen Lage von K — auch keine Teilstrecke 
mit einer Seite von K gemeinsam, bis auf diejenigen Sehnen, die der 
zu S, gehérigen Endstrecke von € entsprechen. Der Anfangspunkt dieser 
letzten Sehnen ist wieder der Punkt p,(0) = p,(1), ihre Endpunkte liegen 
zwischen p,(1) und der letzten dem Punkt p,(1) vorhergehenden Ecke @ 
von K; dem Endpunkt von € entspricht wieder die in einen Punkt 
p,(1) = p,(1) entartete Sehne. Diejenigen Sehnen, die dem auBerhalb 
von S, und S, verlaufenden Teil von € entsprechen, weisen genau ebenso 
viele Schnittpunkte mit K zwischen p,(x) und p,(x) auf, wie die Kurve € 
Schnittpunkte mit M,, besitzt, also im ganzen r. Das Flachenstiick, 
das von den den Punkten von © zugeordneten Strecken p, (x) p, (x) 
(0 =x = 1) iberstrichen wird, kann nun — dhnlich wie bei dem Beweis 
des vorigen Hilfssatzes — zur Konstruktion eines von K berandeten 
Elementarflichenstiickes mit héchstens r Randsingularititen benutzt werden. 
Daraus folgt dann wieder r > k. 

x sei der kleinste Wert von x, 0 <x <1, fiir den p,(x) = é gilt, 
ebenso x der gréBte Wert von x, fiir den p,(x) = @ ist. Den Teil- 
intervallen Ox <x und X =x<1 von K sind also — nach den 
speziellen Voraussetzungen iiber den Verlauf von © — gerade diejenigen 
Sehnen p,(x) p,(x) zugeordnet, die dem zu S, bzw. zu S, gehdrigen 
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Anfangs- und Endstiick von € entsprechen und in die Strecke p,(0)é 
bzw. p,(0)@ hineinfallen. K, bezeichne das Bild des durch % < x < % be- 


stimmten Teiles von K bei der Abbildung (3); ferner sei derjenige 
Teil von K, der von é und @ begrenzt wird und den Punkt p,(0) nicht 
enthalt. Dann la8t sich K, auf K unter Festhaltung der Endpunkte 
stetig in K deformieren; das folgt unmittelbar daraus, daB das Bild K, 
von K, das sich stetig in K deformieren |aBt, sich aus K, und den 
beiden (bei der Abbildung einfach bedeckten) Strecken @p,(0) und p, (0) 
zusammensetzt, wahrend K aus K und denselben beiden Strecken be- 
steht. — K; sei diejenige Nachbarkurve von K,, deren Punkte py; (x), 
xx = %, auf p, (x) p, (x) in konstantem Abstand A vor p, (x) 
liegen; A sei dabei so gewahit, daB auf den Strecken py, (x) p, (x) 
keine Schnittpunkte mit K liegen, auBerdem sei 4 héchstens gleich 
einem Drittel der Lange der Strecken p,(0)@ und p,(0)@. — Z sei 
die Oberfliche einer ,,Zylinderumgebung’‘ von K, d. h. die Oberfliche 
des eineindeutigen stetigen Bildes eines (beiderseits beschrinkten) Zylinders, 
das folgenden Bedingungen. geniigt: die Achse des Zylinders sei auf K 
abgebildet; der Grund- und Deckfliche des Zylinders mégen ebene 
Flaichenstiicke entsprechen, von denen das eine eine Teilstrecke @e’ 
von @p,(0), das andere eine Teilstrecke von @e’ von @p,(0) enthalt; 
abgesehen von @é@ und @eé’ sei Z fremd zu den ities ép,(0) und 
ép;(0). AuBerdem soll Z so nahe bei KR liegen, daB Z die Kurve K; 
ausschlielst; insbesondere liegt also e’ zwischen ¢ und @”, @’ zwischen @ 
und @”. Da K, auf K stetig in K deformiert werden kann, gibt es 
auf Z eine doppelpunktfreie Kurve K;, mit folgenden Eigenschaften: 
K:, verbindet 2’ mit e und ist bis auf die Endpunkte fremd zu ee’ 
und @e’; K:, berandet zusammen mit AK und den Strecken @e’ und 7e’ 
ein im Innern von Z gelegenes singularitatenfreies Elementarflichenstiick Z, ; 
K;, 1a8t sich im AuSenraum von Z so in K; deformieren, daB dabei die 
Endpunkte auf e’é” bzw. @’@” wandern und sonst bei der Deformation 
kein Schnittpunkt mit K auftritt, K; berandet also zusammen mit K; 
und den Strecken e’e” und e’é” im AuBenraum von Z ein (nicht not- 
wendig singularitatenfreies) Elementarflichenstiick 2,, das bis auf die 
beiden Randstrecken e’é’” und @’e” zu K fremd ist. 

x und % mégen dieselbe Bedeutung haben wie im vorigen Abschnitt. 
K, sei das Bild des durch x <x < 7% definierten Teiles von K bei der 
Abbildung (2); da sowohl der durch 0 x= % als auch der durch 
% <x <1 definierte Teil von K durch (2) auf den Punkt p, (0) abgebildet 
wird, ist K, im wesentlichen mit K, identisch, kann also ebenso wie K, 
in K unter Festhaltung von p,(%) = p,(x%) = p,(0) auf diesen Punkt 
zusammengezogen werden. K; sei eine Nachbarkurve zu K,, die durch 
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folgende Vorschrift definiert wird: u(x), <x < %, sei eine stetige nicht 
negative Funktion; es sei u(x) = u(x) = 0; fiir die von % und x ver- 
schiedenen Werte von x sei u(x) positiv; das Maximum yw von u(x) sei 
kleiner als die kleinste der Entfernungen p, (x) p; (x) und kleiner als die 
Entfernung jedes auf einer Sehne p,(x)p,(x) gelegenen Schnittpunktes 
mit K von p,(x); ferner sei w so klein, daB die Menge der Punkte, 
deren Entfernung von K héchstens gleich yu ist, noch eineindeutiges 
stetiges Bild eines Volltorus ist. Ky soll nun aus denjenigen Punkten 
p; (x) bestehen, die auf der Sehne p,(x) p,(x) im Abstand u(x) hinter p, (x) 
liegen. — Offenbar berandet K; zusammen mit Kj und den Strecken 
p,(0)é” und p,(0)@” ein Elementarflachenstiick #,, das fir xx < % 
von den Strecken jp; (x) p;(x) tiberstrichen wird. EZ, hat mit K erstens 
die beiden zum Rande gehérigen Strecken p,(0)e” und p,(O)e” und 
zweitens r innere Punkte gemeinsam, die durch Schnitt der Sehnen 
p, (x) p,(x) mit K entstehen. Der Rand von EZ, hat in p,(0) einen Doppel- 
punkt, durch den er in die beiden Teile Kj’ und p,(0)2” + Kj + 2” p, (0) 
zerlegt wird. Der eine dieser beiden Teile, namlich Kj, berandet ein 
Element E,, das mit K nur den Randpunkt p,(0) gemeinsam hat. Um 
das zu beweisen, deuten wir eine Gerade © mit einem sie umgebenden 
(beiderseits unbeschriankten) Vollzylinder 3 als universellen Uberlagerungs- 
raum des geschlossenen Polygons K samt einer Torusumgebung U von K; 
Ky mége ganz in U enthalten sein. Da K, auf K, also K; in U stetig 
auf den Punkt p,(0) zusammengezogen werden kann, entspricht der 
Kurve Ky in 3 ein System von miteinander aquivalenten geschlossenen 
Kurven. 8; sei eine solche Kurve in 3, p,(0) der auf © gelegene Punkt 
von Sj, der dem Punkt p,(0) von Kj entspricht. &; hat — abgesehen 
von p,(0) — keinen Punkt mit G gemeinsam. Die Gesamtheit der 
Strecken p,(0)p; iiberstreicht also, wenn jp; die Kurve &; durchlauft, 
ein von §; berandetes Element €,, das bis auf den Randpunkt p, (0) 
zu © fremd ist. In U entspricht dem Element €, ein Element £,, 
das von Ky berandet wird und nur den Randpunkt p,(0) mit K ge- 
meinsam hat. 

Ein von K berandetes Element Z, das genau r Randsingularititen 
besitzt, erhailt man durch Zusammensetzen der Elemente E£,, E,, E;, E,. 
In der Tat: E, wird berandet von 22+ K +%2'+K; und besitzt 
keine Schnittpunkte mit K. Heftet man £, lings Ky 1 mit E, zusammen, 
so entsteht ein Element F,+ #,, das von e’e+K+¢e"+K; be- 
randet wird und auch keine Schnittpunkte mit K aufweist. Heftet man 
lings Kj an E, und E£, das Element FE, an, so wird E, + E,+E, be- 
randet von p,(0)¢+ K+ @p,(0)+ Kj, also von K+ Kj, und die 
Anzahl der Schnittpunkte mit K ist genau gleich r. FE, + #, + E, kann 
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gedeutet werden als ein von K berandetet Element mit einem von K‘ 


berandeten Loch; der Rand Kj des Loches beriihrt dabei im Punkte 7p, (0) 
den Rand K des Elements. Das Loch wird schlieBlich ausgefiillt, indem 


man in K; das von Kj berandete Element E, einheftet, das mit K nur 
den Randpunkt p,(0) gemeinsam hat; neue Randsingularitaten entstehen 
dabei nicht. 

Zum Schlu8 ist noch zu zeigen, da8 das Element E ohne Vermehrung 
der Randsingularitéten durch ein aus Dreiecken aufgebautes Element in 
allgemeiner Lage approximiert werden kann: E£, kann von vornherein 
aus Dreiecken aufgebaut werden; die Approximation von EZ, durch ein 
Element, das mit K ebenfalls nur die beiden Randstrecken @ @’ und @'@” 
gemeinsam hat, und die Approximation von FE, durch ein Element, das 
von K nur in dem Randpunkt p,(0) getroffen wird, bereitet keine 
Schwierigkeiten; um EZ, ohne Vermehrung der Schnittpunkte mit K 
approximieren zu kénnen, mu8 man — wie im Beweis des vorigen Hilfs- 
satzes — wissen, daB die Schnittpunkte von K mit FZ, einfach sind. Zum 
Beweis der Einfachheit der Schnittpunkte fiihren genau dieselben Uber- 
legungen wie bei dem Beweis des ‘Hilfssatzes XV. 

Hilfssatz XVII. Die Menge M,, enthalt wenigstens k doppelpunkt- 
freie Kurvenbogen C,, C3, ...C,, die den folgenden Bedingungen ge- 
niigen: (1)C,(» = 1, 2,..., %) enthalt auBer den Endpunkten kein Paar 
bei einer Decktransformation iquivalenter Punkte; (2) die Endpunkte 
jedes C, entsprechen einander bei der Decktransformation t.,; (3) wenn 
durch einen Punkt z, y von M,, j Kurvenbogen hindurchgehen, die zu j 
verschiedenen C, oder damit aquivalenten Kurven gehéren, so ist z, y 
ein wenigstens j-facher Punkt der Menge M,,. 

Zum Beweis geht man ebenso vor wie bei dem Beweis des Hilfs- 
satzes X. Dort wurde in der Tat nur benutzt, daB die Menge M (A B, A) 
mit jedem zwei Punkte der Geraden y = 0 und y = 1 verbindenden 
Bogen mindestens so viele Schnittpunkte gemeinsam hat, wie Kurven C, 
konstruiert werden sollen, da8 von jedem Komplementargebiet von M (AB, A) 
aus alle Punkte der Gebietsgrenze erreichbar sind, und da8 in jeder 
Komponente einer solchen Gebietsgrenze je zwei Punkte durch einen 
Bogen verbunden werden kénnen. Dagegen ist die Abgeschlossenheit 
(die der Menge M,, nicht zukommt) nicht benutzt worden. Die drei 
genannten, fiir den Beweis wesentlichen Eigenschaften bleiben fiir die 
Menge M,, erhalten, wenn man der Definition der Komponente den 
Hausdorffschen Begriff des Zusammenhanges**) zugrunde legt. Demnach 
sind die Schliisse des Beweises von Hilfssatz X auch hier anwendbar; 


23) Vgl. F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre (1914), S. 244. 
4 
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dabei tritt jetzt Hilfssatz XVI an die Stelle des Hilfssatzes IX. Die 
einzige Modifikation besteht darin, da®B die Menge G der in bezug 
auf M,, mit der Geraden y = 0 verbindbaren Punkte jetzt nicht not- 
wendig ein Gebiet ist; fiir CT ist dann diejenige Komponente der Menge 
der von G@ aus erreichbaren Punkte von M,, zu nehmen, die y = 0 
von y = | trennt. 

Beweis des Hauptsatzes I]. Der Beweis der Behauptung, daB 
der Durchschnitt M,,, von M,, und M,, wenigstens k* Punkte enthilt, 
— und damit der Beweis des Hauptsatzes II — ergibt sich aus Hilfs- 
satz XVII und Hilfssatz XV: Jeder der k nach Hilfssatz XVII in M,, 
ausgewahiten Kurvenbogen C, schneidet nach Hilfssatz XV die Menge M,, 
in wenigstens k Punkten, so da8 man in der Tat k* Schnittpunkte von M,, 
und M,, erhalt. Die Verschiedenheit der Schnittpunkte im Sinne der 
Festsetzungen iiber die Vielfachheiten ergibt sich — wie bei dem Beweis 
des Hauptsatzes I — aus den speziellen Eigenschaften der C,. 


(Eingegangen am 20. 12. 1932.) 
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In der vorliegenden Arbeit werden ,,wackelige Kurvennetze unter- 
sucht, d. h. solche auf einer vorgegebenen reguliren Fliche ® liegende 
Paare von Kurvenscharen, deren ,,Querregelflichen“ (vgl. § 1 B, Nr. 2) 
bei einer infinitesimalen Verbiegung von ®(x* = x + ¢%) die Schrinkung 
in der Ordnung ¢« nicht andern. Die wackeligen Kurvennetze scheinen 
mir deshalb bemerkenswert zu sein, weil sie invariant sind gegeniiber 
projektiven Transformationen, obwohl die zur Definition verwendeten 
Begriffe der Flichenverbiegung und der Schrinkung metrischer Art sind. 
Wenn speziell die beiden Kurvenscharen eines wackeligen Kurvennetzes 
konjugiert sind, dann sind die Querregelflichen abwickelbar und das 
Kurvennetz bleibt bei der vorliegenden infinitesimalen Flichenverbiegung 
konjugiert. 

Die differentialgeometrischen Eigenschaften der wackeligen Kurven- 
netze werden in Analogie zu elementargeometrischen Siatzen gewisser 
Fachwerke, die ich ,,Polygonnetze“ nenne, hergeleitet (§1 A, B bis §4 A, B). 
Das elementargeometrische Analogon zur projektiven Invarianz der wacke- 
ligen Kurvennetze ist hierbei im wesentlichen der Liebmannsche"’) Satz 
von der projektiven Invarianz der Ausnahmefachwerke. 
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Zum Schlusse (§ 5) werde ich zeigen, wie man — auf einheitlichere 
Weise als G. Darboux™) — aus einer gegebenen infinitesimalen Ver- 


biegung einer Fliche ® mittels Quadraturen infinitesimale Verbiegungen 
der zu ® projektiven Flachen ® gewinnen kann. 


§ 1A. 


Definition der Polygonnetze. 

1. Erzeugungsweise. 

Ein Polygonnetz A wird gebildet von zwei diskreten Scharen endlich 
vieler Streckenziige (Leitpolygone), welche ein Netz unebener oder ebener 
Vierecke aufspannen; die Vierecke sollen wie die Felder eines ebenen 
Quadratmusters (Schachbrettmusters) angeordnet sein; vgl. Fig. 1A 





Fig. 1A. 


2. Bezeichnungen. 


Die Leitpolygone werden durch ganze Zahlen i bzw. k, die Ecken 
des Polygonnetzes also durch Zahlenpaare ¢|k numeriert. Aus den Orts- 
vektoren x,;, der Ecken des Polygonnetzes ergeben sich die Vektoren der 
Polygonseiten 

Ose = Xeraje— Xin» Ope = Xiynea — Lin 
und hieraus die Langen der Polygonseiten und die Schnittwinkel der 
Leitpolygone 
lQsn|, |Dix|, Yen = 2X (Qu | Bix) < 2. 


Die Vierecke des Polygonnetzes werden durch die den Winkeln y,;, gegen- 
tiberliegenden Diagonalen in je zwei Teildreiecke A,;,, 9,, zerlegt. Den 
Keilwinkel der Ebenen dieser beiden Teildreiecke bezeichnen wir mit 


tk = a (An | On). 
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Die simtlichen Polygonseiten a,, lings i = const bzw. die samtlichen 
Polygonseiten b;, lings k = const fassen wir mit der Bezeichnung Quer- 
gestiinge 1 = const bzw. Quergestiinge k = const zusammen; vgl. das in 
Fig. 1A strichpunktierte Quergestiinge i = const. 


§1B. 


Definition der Kurvennetze. 
1. Erzeugungsweise. 


Ein Kurvennelz B wird gebildet von zwei kontinuierlichen Scharen 
reguiarer Kurvenziige (Leitkurven), welche einen einfach zusammenhingenden 
Bereich ® einer reguliren Flache auf- 
spannen; zwei Leitkurven gleicher Schar 
sollen keinen Punkt, zwei Leitkurven un- 
gleicher Schar sollen genau 1 Punkt (— als 
Schnittpunkt, nicht Beriihrungspunkt —) 
gemeinsam haben. Greift man also aus 
den beiden kontinuierlichen Scharen einige 
diskrete Leitkurven heraus, so bilden diese 
auf der Flache @ ein Netz von (i. a. krumm- 
linigen) Vierecken, die wie die Felder eines 
ebenen Quadratmusters angeordnet sind; 
vgl. Fig. 1B. 

2. Bezeichnungen. 

Die Leitkurven nehmen wir als Para- Fig. 1 B. 
meterkurven u = const, » = const der 
Flache ®. Aus der Ortsvektorfunktion x(u,v) der Flachenpunkte bilden 
wir, wie iiblich, mit Hilfe der ersten Ableitungen 


Zu, X» 





die Ausdriicke 
E (u,v) = x,-x,, G(u,v) = 2,-2,, F(u,v) = x,-2, 
und mit Hinzunahme der zweiten Ableitung x,, den Ausdruck ') 
M (u,v) = Gy; Xo Xu 0) 
Die samtlichen Tangenten x, lings « = const bzw. die simtlichen 
Tangenten x, lings v = const bilden Regelflichen, die wir als Querregel- 
fliche u = const bzw. Querregelfliche v = const bezeichnen; vgl. die in 


Fig. 1B strichpunktierten zur Querregelfliche « = const gehérigen Tan- 
genten. 


1) Der Klammerausdruck (, 9, 3) bedeutet das dreifache Produkt 
(x X 9)-3. Die Indizes u, v, bezeichnen hier und im folgenden partielle Ableitungen. 
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g2A. 
Verknickung von Polygonnetzen; wackelige Polygonnetze. 

1. Endliche Verknickung. 

Wir behandeln endliche Deformationen eines Polygonnetzes A, bei 
denen 

a) |az,|, |Oye|, vex, Gd. hb. die Seitenlingen und Schnittwinkel der 
Leitpolygone, 

b) x, d. h. die Keilwinkel der Dreiecksebenen A;,,, O;, ungedndert 
bleiben. Deformationen, die nur der Forderung a) geniigen, sollen all- 
gemeine Verknickungen, und Deformationen, die beiden Forderungen a) 
und b) geniigen, spezielle Verknickungen des Polygonnetzes heifBen. Bei 
einer allgemeinen Verknickung bleiben also samtliche Teildreiecke 4,,, 
Q;,, bei einer speziellen Verknickung bleiben sogar simtliche Vierecke 
des Polygonnetzes einzeln starr. 

Die zusitzliche Forderung b) kann man auch -folgendermaBen formu- 
lieren: Je zwei aufeinanderfolgende Gerade eines Quergestiinges andern 
bei einer speziellen Verknickung des Polygonnetzes ihre gegenseitige Lage 
nicht. Bei einer nicht speziellen Verknickung andert wenigstens ein Paar 
aufeinanderfolgender Gerader die gegenseitige Lage. 

Sind die Vierecke des Polygonnetzes eben (x;, = 0), dann sind die 
speziellen Verknickungen dadurch gekennzeichnet, daB die Vierecke eben 
bleiben’). 

Ein willkiirlich vorgegebenes Polygonnetz ist stets auf unendlich 
vielfache Weise allgemein verknickbar, jedoch speziell verknickbar nur 
dann, wenn die Viereckswinkel und Vierecksseiten gewissen Bedingungen 
geniigen. 

2. Infinitesimale Verknickung. 

Als infinitesimale Verknickung bezeichnen wir eine infinitesimale 
Deformation 
(1) xP, = 24, 4+ OF), (e = const), 
bei der die Werte 

a) |x|, [Bixl, 7m sich in der Ordnung « nicht andern. 
b) xi - 
Ebenso wie in Nr. 1 unterscheiden wir auch hier allgemeine und spezielle 
Verknickungen: Eine infinitesimale Verknickung (1) ist speziell, wenn nicht 
nur die Dreiecke, sondern auch die Vierecke des Polygonnetzes A in der 

2) Uber solche Verknickungen vg]. R. Sauer-H. Graf: Flachenverbiegung in 
Analogie zur Verknickung offener Facettenflache, Math. Ann. 105 (1931), 8S. 499 
bis 535. 
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Ordnung « starr gehalten werden oder, was damit gleichwertig ist, wenn 
die gegenseitige Lage von je zwei aufeinanderfolgenden Geraden der Quer- 
gestinge in der Ordnung « ungeindert bleibt. Ein Polygonnetz, das eine 
infinitesimale spezielle Verknickung zulaBt, soll als wackelig*) bezeichnet 
werden. Uber die Existenz wackeliger und nicht wackeliger Polygon- 
netze vgl. §3A, Nr. 4. 

Bei einer allgemeinen injinitesimalen Verknickung gehen die Dreiecke 
A;, in Dreiecke A}, tiber, die in der Ordnung ¢ zu 4, kongruent 
sind; der Ubergang von 4;, nach A}, erfolgt also durch eine infinitesi- 
male Verschiebung und eine infinitesimale Drehung. Fiir die Vek- 
toren ¢x;, dieser infinitesimalen Drehungen gilt dann 


Giz = Xin X Ay, Diy = Ty X Dy, 

woraus nach einer kurzen Zwischenrechnung folgt 
(2) Oi, = Min A jeer > Ace Dpsaye, Din = Men Qiesa — Min Desa. 
Dabei sind die 4,,, aj, und b,,, bj, aus den ¥;,, Xj, analog gebildet wie 
die a;, und b,;, aus den %,,. 

Die speziellen infinitesinalen Verknickungen sind dadurch ausgezeichnet, 
daB sich die Gleichungen (2) mit y;, = 0 spezialisieren zu 
(3) Qin = Age dieaye, Din = Mee A jesr- 
ea;, bzw. ¢b;, sind niamlich die Vektoren der infinitesimalen Verdrehung 
von Aj+., Telativ zu 4,;, bzw. von 4j\,4; relativ zu 4,;,. Notwendig 
und hinreichend fiir das Starrbleiben der Vierecke ist nun aber, daB die 
Drehachsen dieser infinitesimalen Relativdrehungen mit den Vierecksseiten 
biaje bzw. Qyj,,, zusammenfallen, woraus sich aj, |/bj41;, und bj, || ;).4, 
ergibt (vgl. Fig. 1 A). 

3. DrehriB einer infinitesimalen Verknickung. 

Wir setzen fiir das folgende ein fiir allemal 
(4) Aiz Vin + wir + 9, 
also a;,, b;, als linear unabhingig‘) voraus. Dann wird* durch x;, als 
Ortsvektor ein neues Polygonnetz A’ mit den Vierecksseiten aj,, bj, 
definiert, das in Anlehnung an W. Blaschke*) Drehrif von A hinsichtlich 
der vorliegenden (allgemeinen oder speziellen) infinitesimalen Verknickung 
heiBen soll. Die Beziehung zwischen A und A’ ist vertauschbar; die 
Ebenen der Dreiecke 0,;, von A sind parallel zu den Ebenen der Drei- 
ecke A;, von A’. 





5) Die Benennung ,,wackelig’* geht auf W. Blaschke zuriick; vgl. W. Blaschke: 
Wackelige Achtflache, Math. Zeitschrift 6 (1920), S. 85—93. 

*) Hierdurch wird insbesondere ausgeschlossen, daB die Leitpolygone der 
einen Schar aus durchiaufenden Geraden bestehen und bei der Verknickung gerad- 
linig bleiben. 

Mathematische Annalen. 108. 44 
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§2B. 


Verbiegung von Kurvennetzen; wackelige Kurvennetze. 

1. Endliche Verbiegqung. 

Wir behandeln endliche Deformationen eines Kurvennetzes B, bei denen 

a) E(u,v), G(u,v), F (u,v), d. h. die Bogenlingen und Schnittwinkel 

der Leitkurven, 

b) M (u, v) 
ungeaindert bleiben. Deformationen, die nur der Forderung a) geniigen, 
sollen allgemeine Verbieqgungen, und Deformationen, die beiden Forderungen 
a) und b) geniigen, spezielle Verbiegungen des Kurvennetzes B heiBen. 
Bei Erfiilltsein von a) bleiben auch die Bogenlingen und Schnittwinkel 
irgendwelcher anderer Kurven auf der von B aufgespannten Flaiche ® un- 
geaindert. Eine allgemeine Verbiegung von B hat also auch eine all- 
gemeine Verbiegung aller anderen auf @ liegenden Kurvennetze zur Folge 
und man spricht deshalb gewéhnlich von Verbiegungen der Fliache ® 
selbst. Die speziellen Verbiegungen dagegen beziehen sich nicht auf die 
Flache ® schlechthin, sondern sind an das Kurvennetz B gebunden. 
Winkel 


kirzester Abstand 
aufeinanderfolgender Erzeugender) der Querregelflichen u = const gilt 


4M E(EG— F?) 





Fiir die Schrinkung 1/p (= Grenzwert des Quotienten 





P = TEM + (EG, — FE)" 
Hieraus und aus der entsprechenden Formel fiir die Querregelflichen 
v = const ergibt sich folgende geometrische Deutung fiir die zusatzliche 
Forderung b): 

Die Querregelflichen fndern bei einer speziellen Verbiegung des 
Kurvennetzes ihre Schrinkung nicht. Bei einer nicht speziellen Ver- 
biegung andern die Querregelflichen die Schrinkung. 

Sind die Leitkurvenscharen konjugiertt (M = 0; die Querregel- 
flachen sind abwickelbar), dann sind die speziellen Verbiegungen 
dadurch gekennzeichnet, daB die Leitkurvenscharen konjugiert bleiben®). 

Uber die Méglichkeiten allgemeiner und spezieller Verbiegungen eines 
vorgegebenen Kurvennetzes gelten die zu §2A, Nr. 1 analogen Be- 
merkungen. 


5) Ist M = 0, so kann neben p 0 auch der Fall as 0 (,,zylindrische“ 
Erzeugende) eintreten. In diesem Falle ist nicht nur M = 0, sondern auch 
EG,—FE,=0. Nach einer Verbiegung tritt an Stelle von ' 0 der Aus- 
1 M* l l 


——- = ———e—, B10 0 bei einer speziellen Verbiegun 
p* EG—F?’ p* p E sung 


druck 





(M* = M 0) bzw. - + 0 be: eicer nicht speziellen Verbiegung (M* ++ 0). 
p 
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2. Infinitesimale Verbiegung. 

Als infinitesimale Verbiegung bezeichnen wir eine infinitesimale De- 
formation 
(5) x* (u,v) = x (u,v) + €F (u,v) (e = const), 
bei der die Funktionen 


a) E (u,v), G(u,v), F(u,v)) .. . . . 
b) M(u,») sich in der Ordnung « nicht andern. 


Analog wie in Nr. 1 unterscheiden wir auch hier allgemeine und spezielle 
Verbiegungen: Eine infinitesimale Verbiegung ist speziell, wenn die 
Funktion M (u,v), also die Schrinkung 1/p der Querregelflichen*) in der 
Ordnung « ungedndert bleibt. Ein Kurvennetz, das eine infinitesimale 
spezielle Verbiegung zulaBt, soll als wackelig bezeichnet werden. Uber 
die Existenz wackeliger und nicht wackeliger Kurvennetze vgl. §3 B, Nr. 4. 
Bei einer allgemeinen infinitesimalen Verbiegung erfahren die Flaichen- 
elemente der Fliche ® infinitesimale Verschiebungen und infinitesimale 
Drehungen. Fiir den Vektor ex’ (u,v) dieser infinitesimalen Drehungen 
gilt”) 
(6) i= Xk, i, = x X2q, 
woraus nach einer kurzen Zwischenrechnung folgt 
(7) x, = w(u,v)t, + A(u,v)z,, x, = v (u,v), — mw (u,v) zy. 
Die speziellen Verbieqgungen sind dadurch ausgezeichnet, daB sich die 
Gleichungen (7) mit u(u,v) = 0 spezialisieren zu 
(8) x, = A(u,v)z,, 2 = v(t, v) %. 
Denn aus (6) und (7) folgt 


M* (u,v) = Gi, %, to) = M (u,v) + eu (EG —F*) + &{); 


wegen EG — F? + 0 (vgl. §1B, Nr. 1)- ist also ~ = 0 notwendig und 
hinreichend dafiir, daB die Funktionen M*(u,v) und M(u,v) in der 
Ordnung e iibereinstimmen. 

3. DrehriB einer infinitesimalen Verbiegung. 

Wir setzen fiir das folgende ein fiir allemal 
(9) A(u, v) v (u,v) + uw (u, v)* + 0, 

6) Ist U = o, dann verlangen wir, daB p = 0 in der Ordnung ¢ ungedndert 
bleibt. 


7) Vgl. z. B. M. Lagally: Uber Spannung und elastische Deformation un- 
ebener Membranen, Ztschr. f. angew. Math. u. Mech. 4 (1924), S.-377—383. 


44* 
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also x,, x, als linear unabhingig*) voraus. Dann wird durch x’ (u,v) als 
Ortsvektor ein neues Kurvennetz B’ mit den Tangenten £,,, x, definiert, 
das in Anlehnung an W. Blaschke*) Drehrif von B hinsichtlich der vor- 
liegenden (allgemeinen oder speziellen) Verbiegung heiBen soll. Die Be- 
zichung zwischen B und B’ ist vertauschbar; die Tangentenebenen der 
von B und B aufgespannten Flichen ® und @ in entsprechenden 
Punkten u|v sind einander parallel. 


§3.A. 
Reziproke Polygonnetze. 
1. Definition der reziproken Polygonnetze. 
Zwei Polygonnetze A und A’, deren Ecken durch gleiche i|k-Werte- 
paare aufeinander bezogen sind, sollen als zueinander reztprok bezeichnet 
werden, wenn die Seiten a,),,, bzw. 6;.,;, von A parallel sind zu den 





Fig. 2 A. 


Seiten b;, bzw. a;, von A’. Aus dieser Definition ergeben sich folgende 
weitere Eigenschaften reziproker Polygonnetze: 


Die Vierecks Vierkants 
Vierkants von A sind parallel | Vierecks F 
Geraden : ; . von A’, 
lies Leitpolygons {zu den Geraden eines} Quergestainges 
~ | Quergestiinges Leitpolygons 





*) Hierdurch wird insbesondere der Fal] ausgeschlossen, daB # Regelflache ist 
und als Regelflache verbogen wird; in diesem Falle bildet die Schar der Erzeugenden 
von ® mit jeder anderen Kurvenschar von @ ein wackeliges Kurvennetz. 

*) W. Blaschke: Reziproke Kriaftepline zu den Spannungen in einer bieg- 
samen Haut. Int. Congr. of Math. Cambridge 1912, Proceedings 2 (1913), S. 291 
bis 294. (Blaschke bezeichnet als DrehriB nicht das Kurvennetz B’, sondern die 
von B' aufgespannte Flache #’.) Ferner vg]. L. Bianchi: Roma Lincei Rend. (5) 1 
(1892), S. 41 sowie Vorlesungen itiber Differentialgeometrie, 2. Auflage (1910), S. 299. 
Die Flachen #, ¢’ heiBen dort assoziierte Flachen.) 
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Als Vierkante werden hierbei die je vier von einer Ecke ausgehenden 
Polygonseiten bezeichnet. 

In Fig. 2A sind zwei reziproke Polygonnetze A, A’ dargestellt. 
Parallele Gerade sind durch gleiche Bezifferung angedeutet. Ein Leit- 
polygon von A und das parallele Quergestiinge von A’ sind sstrich- 
punktiert. Ist das Polygonnetz A durch ein Randpolygon (= 2 Leit- 
polygone i = const und 2 Leitpolygone k = const) abgeschlossen, so 
ist fiir das reziproke Polygonnetz A’ kein Randpolygon definiert, da zum 
Randpolygon von A Quergestinge von A’ parallel sind. 

2. Kriterium wackeliger Polygonnetze. 

Die Definitionseigenschaften reziproker Polygonnetze 

Oe Og aye, Bex] Qaega 
sind gleichwertig mit den fiir ein wackeliges Polygonnetz A und seinen 
DrehriB A’ notwendigen und hinreichenden Bedingungen (3). Es gilt 
also '°) 

Satz IA: Ein Polygonnetz A ist dann und nur dann wackelig, wenn 
ein zu A reziprokes Polygonnetz A’ existiert. 

Aus der Gegenseitigkeit der reziproken Beziehung ergibt sich 
auBerdem 

Satz IIA: Jedes zu einem wackeligen Polygonnetz A reziproke Polygon- 
netz A’ ist gleichfalls wackelig. 

3. Polygonnetze mit ebenen Vierecken bzw. ebenen Vierkanten. 

Da in reziproken Polygonnetzen die Vierecke des einen Netzes parallel 
sind zu den Vierkanten des anderen Netzes, gilt der folgende 

Satz II[A: Wenn von zwei reziproken Polygonnetzen A, A’ das eine 


i . r: t 
lauter ebene | cee enthilt, so besitzt das andere lauter ebene Vierkante | 
\Vieerkante Vierecke 


Zu einem ,,halbebenen“ Vierkant, von dem drei, aber nicht alle 
vier Kanten in einer Ebene liegen, gibt es kein paralleles Viereck. 
Daraus folgt: Wenn in einem wackeligen Polygonnetz drei von einer Ecke 
ausgehende Seiten in einer Ebene liegen, so mu auch die vierte Seite dieser 
Ebene angehéren. 

4. Existenz wackeliger Polygonnetze. 

Wir fiihren zunichst folgende Bezeichnungen fiir ein wackeliges 
Polygonnetz A ein (vgl. Fig. 2 A): 

1 bis 4 sind die Seiten eines Vierecks von A, 5 bis 12 die in den 
Ecken anstoBenden Seiten der Nachbarvierecke. Die Schnittgeraden I 


10) Auch fiir beliebige Fachwerke ist die Existenz eines reziproken Fachwerks 
notwendige und hinreichende Bedingung der Wackeligkeit; vgl. W. Blaschke [FuB- 
note 5)}. 
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bis IV der Ebenen 1{|2 mit 5|6 usf. bezeichnen wir als Eckenspuren des 
vorliegenden Vierecks. Wenn das Vierkant 1|2|6|5 uneben ist, hat man 
als Eckenspur I eine eindeutig bestimmte und von den Kanten 1, 2, 6, 5 
verschiedene Gerade. Ist dagegen das Vierkant 1|2|6|5 eben, so nehmen 
wir als Eckenspur I eine beliebige von 1, 2, 6, 5 verschiedene Gerade 
des Biischels 1|2|6|5. Die zu den Seiten 1 bis 12 parallelen Seiten 1’ 
bis 12’ eines zu A reziproken Polygonnetzes A’ bilden vier Vierecke, die 
zu I bis IV parallelen Geraden I’ bis IV’ sind Vierecksdiagonalen in A’ 
und schlieBen sich zu einem (unebenen oder ebenen) Viereckszug zu- 
sammen. Die Existenz der wackeligen Polygonnetze A ergibt sich nun 
durch folgende Erzeugungsweise: 

Die Seiten 1 bis 11 des zu konstruierenden wackeligen Polygon- 
netzes A werden unter Vermeidung ,,halbebener“ Vierkante (vgl. § 3 A, 
Nr. 3) willkiirlich vorgegeben. Dadurch sind die drei Eckenspuren I, 
II, III festgelegt bzw. im Falle ebener Vierkante willkiirlich wahlbar. 
Durch Ziehen paralleler Geraden zu 1 bis 11 und I, II, III erhalt man 
dann die Seiten 1’ bis 11’ und die Diagonalen I’, II’, III’ einer bis auf 
den MaSstab bestimmten reziproken Figur A’. Durch I’, II’, III’ ist die 
vierte Diagonale IV’ von A’ und somit auch die vierte Eckenspur IV || IV’ 
von A eindeutig festgelegt. Als Seite 12 kann man nun eine beliebige 
(natiirlich von 1, 4, 11, IV  verschiedene) Strecke in der Ebene 
11\IV wahlen. Dann und nur dann schneiden sich nimlich die Geraden 
11’ und 12’, und das in Fig. 2A dargestellte, aus neun Vierecken be- 
stehende Polygonnetz A besitzt ein reziprokes Polygonnetz, ist also nach 
Satz IA wackelig. 

Durch Wiederholung derselben Konstruktion kann man wackelige 
Polygonnetze A mit beliebig vielen Vierecken erzeugen. Somit folgt 


Satz IV A: Es gibt unendlich viele wackelige Polygonnetze. 
Die so konstruierten wackeligen Polygonnetze lassen i. a. nur infini- 
tesimale, aber keine endlichen speziellen Verknickungen zu (vgl. §2 A, Nr. 1). 


5. Mannigfaltigkeit der zu einem wackeligen Polygonnetz A reziproken 
Polygonnetze A’. 


Wir unterscheiden zwei Fille: 


a) A enthalt lauter ebene Vierkante. Bei der in Nr. 4 angegebenen 
Erzeugungsweise kann man die Eckenspuren I bis III willkirlich wahlen; 
die Eckenspur IV||IV’ ist dann eindeutig bestimmt. Es lassen sich also 
stets reziproke Polygonnetze A’ konstruieren und es gilt 

Satz VA: Ein Polygonnetz A mit lauter ebenen Vierkanten ist stets 


wackelig und besitzt unendlich viele untereinander nicht dhnliche reziproke 
Polygonnetze A’. 
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Der letzte Teil des Satzes folgt daraus, daB nach Satz IIIA das 
Polygonnetz A’ lauter ebene Vierecke enthailt; zu Polygonnetzen mit 
ebenen Vierecken gibt es aber unendlich viele nicht dhnliche ,,parallel- 
gestellte“* Polygonnetze "'). 

b) A enthalt kein ebenes Vierkant. Dann sind alle Eckenspuren ein- 
deutig bestimmt und die in Nr. 4 angegebenen Konstruktionen legen A’ 
bis auf den MaSstab fest. Man hat also 

Satz VIA: Alle Polygonnetze A’, die reziprok sind zu einem wacke- 
ligen Polygonnetz A ohne ebene Vierkante, sind untereinander dhnlich. 

Als Folgerung ergibt sich: 

Ein wackeliges Polygonnetz A ohne ebene Vierkante lift nur eine 
einzige speztelle infinitesimale Verknickung (vgl. § 2A, Nr. 2) zu. 


§ 3B. 


Reziproke Kurvennetze. 
1. Definition der reziproken Kurvennetze. 
Zwei Kurvennetze B und B’, deren Punkte durch gleiche Parameter- 
werte u|v aufeinander bezogen sind, sollen als zueinander reziprok be- 
zeichnet werden, wenn die Leitkurveniangenten x, bzw. x, von B parallel 





Fig. 2 B. 


sind zu den Leitkurventangenten x, bzw. x, von B’. Aus dieser Definition 
ergeben sich folgende weiteren Eigenschaften reziproker Kurvennetze: 
Die Tangenten einer Leitkurve | 
Geraden einer Querregelfliche 
Postasnaes einer Querregelflache | 
; von B’. 
Tangenten einer Leitkurve 


von B sind parallel zu den 


11) Vgl. z. B. R. Sauer-H. Graf: Math. Ann. 105 (1931), S. 503. 
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In Fig. 2B sind zwei reziproke Kurvennetze B, B’ dargestellt. Einige 
Tangenten einer Leitkurve von B und die parallelen Geraden der ent- 
sprechenden Querregelfliche von B’ sind strichpunktiert. 


2. Kriterium wackeliger Kurvennetze. 


Die Bedingung x,||x, und :,/||x, reziproker Kurvennetze ist gleich- 
wertig mit der fiir wackelige Kurvennetze B und deren Drehrisse B’ 


kennzeichnenden Gleichung (8). Daraus folgt 


Satz [B: Ein Kurvennetz B ist dann und nur dann wackelig, wenn 
ein zu B reziprokes Kurvennetz B’ evistiert. 


Wegen der Gegenseitigkeit der reziproken Beziehung gilt auBerdem 


Satz ILB: Jedes zu einem wackeligen Kurvennetz B reziproke Kurven- 
netz B’ ist gleichfalis wackelig. 


3. Kurvennetze mit konjugierten Kurvenscharen bzw. mit Asymptoten- 
linien "*), 


Neben M (u,v) = (x,, 2,, %,,) fiihren wir noch die Ausdriicke 


L (u,v) = (iy, Tes Taw), N (u, v) = Gy, %- Tew 


sowie die aus x’ (u,v) analog gebildeten Ausdriicke M’(u, v), L’ (u,v), N’ (u, v) 
ein. Wegen (8) gilt dann 


L'=—#»M, N=—VvAM, M=—-FPeN=—PAL 


und es folet L’ = N’=0 aus M=0, und M’'=0 aws L=N =O. 
Dies liefert 

12) Die Analogie zwischen Polygonnetzen mit ebenen Vierecken bzw. Vier- 
kanten einerseits und den Kurvennetzen mit konjugierten Scharen bzw. mit Asymp- 
totenlinien andererseits driickt sich in tolgender Gegeniiberstellung aus: 





Polygonnetze Kurvennetze 





mit ebenen Vierecken: 
aufeinanderfolgende Gerade 
Quergestinges schneider sich 
(*,, as ©). 


mit konjugierten Scharen: 
Je zwei ,,aufeinanderfolgende“ Gerade 
einer Querregelflache ,,schneiden sich“, 
d. h. die Querregelflachen sind ab- 
wickelbar (M (u,v) = 0). 


Je zwei 
eines 





mit ebenen Vierkanten: 


mit Asymptotenlinien: 


Die Ebenen je zweier Leitpolygon- 
Zweiziige mit gemeinsamem Scheitel 
fallen zusammen. 











Die Schmiegebenen der beiden in einem 
Punkt sich schneidenden Leitkurven 
fallen miteinander, also auch mit der 
Tangentialebene der Flache zusammen. 
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Satz IIIB: Wenn von zwei reziproken Kurvennetzen B, B’ das eine 
j zwei Scharen konjugierter Kurven | 
| lauter Asymptotenlinien 
| lauter Asymptotenlinien ban 
' zwei Scharen konjugierter Kurven | 

Wegen M’ = —/A?v9N=—v AL und 4+0, »+0 kénnen die 
Fille L = 0, N +0 oder L +0, N = 0 nicht eintreten. Daraus folgt: 
Wenn die eine Kurvenschar eines wackeligen Kurvennetzes aus Asymptoten- 
linien besteht, so gilt dasselbe fiir die zweite Kurvenschar. 


enthilt, so sind die Leitkurven des 


anderen 


4, Existenz wackeliger Kurvennetze. 

Eine Fliche ® und eine infinitesimale Verbiegung von ® (d. h. eine 
allgemeine Verbiegung des Netzes der Parameterkurven; vgl. § 2B, Nr. 2) 
seien willkiirlich vorgegeben. Wir suchen nun wackelige Kurvennetze B 
auf ® zu bestimmen, d.h. solche Kurvennetze, fiir welche die vor- 
gegebene infinitesimale Verbiegung eine spezielle (vgl. § 2B, Nr. 2) ist. 

Zu diesem Zwecke fiihren wir neue Parameterkurven ein durch die 
Substitutionen 
(10) U =U (u,v), V = V (u,v) (U,',—U,V, +90). 
Die Gleichungen (7) der vorgegebenen infinitesimalen Verbiegung trans- 
formieren sich dann in 
(11) tp =Mip+Azy, ry = Neer —Mey, 
wobei aus (9) auch AN -+-M*+0 folgt. Die Durchrechnung ergibt 

M = (U, ve rac U, vy" \A U, V, + lu (U, Ve — U, Vi.) a Uy, Vi}. 
Wenn also die neuen Parameterkurven U = const, V = const der 
Differentialgleichung geniigen 
(12) Adu® du® — pn (du® dv® + du® dv) — vdvdv® = 0 
(wobei sich der Index 1 bzw. 2 auf die Kurvenschar U = const bzw. 

" = const bezieht), wird M = 0 und die Gleichungen (11) spezialisieren 
sich zu den fiir wackelige Kurvennetze kennzeichnenden Gleichungen (8). 
In der Differentialgleichung (12) kann man die eine Kurvenschar will- 
kiirlich wihlen, die andere ist dann bestimmt. Damit die Neben- 
bedingung U,V,—U,V,+0 erfillt ist, miissen die Kurvenscharen 
U = const, V = const die durch 

Adu’ —2ududvy— vdv*® = 0 
definierten Richtungen (,,Ausnahmerichtungen“) vermeiden. Zusammen- 
gefaBt gilt also 


18) Aus den Saétzen IB und IIIB folgt unmittelbar der Satz von Bianchi 
tiber Kurvennetze, die bei einer infinitesimalen Verbiegung konjugiert bleiben; 
vgl. L. Bianchi: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie 2. Aufl. (1910), S. 305. 
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Satz IV B: Auf jeder vorgegebenen Fliche ® und fiir jede vorgegebene 
infinitesimale Verbiequng von ® gibt es unendlich viele wackelige Kurven- 
netze B. Die eine Leitkurvenschar von B kann unter Vermeidung der Aus- 
nahmerichtungen willkiirlich gewdhlt werden, die andere Leitkurvenschar ist 
dann bestimmt. 

Ohne Verwendung der Bezeichnung ,,wackelig kann man den Satz 
IV B auch so aussprechen: 

Auf jeder vorgegebenen Fliiche ® und fiir jede vorgegebene infinitesi- 
male Verbiegung (5) von ® gibt es unendlich viele Kurvennetze, deren Quer- 
regel{lichen die Schriinkung*) in der Ordnung © nicht dndern. 

Die in Satz IVB angegebenen wackeligen Kurvennetze lassen i. a. 
nur infinitesimale, aber keine endlichen speziellen Verbiegungen zu (vgl. 
§ 2 B, Nr. 1). 

5. Mannigfaltigkeit der zu einem wackeligen Kurvennetz B reziproken 
Kurvennetze B’. 

Aus den Gieichungen (7) ergibt sich die Integrabilititsbedingung 
(13) My By t+ Agde + Bye t+ Adee = — Myke + Mu tu— Mae t Y Fun 
und hieraus durch skalare Multiplikation mit x, xx, die Gleichung 
(14) AN+2uM—vL=0. 

Wir unterscheiden nun zwei Fille: 

a) Die Parameterkurven sind die Asymptotenlinien von ®@(L = N = 0, 
M + 0). 

Aus (14) folgt dann stets « = 0 und es gilt 

Satz VB: Das Kurvennetz B der Asymptotenlinien einer beliebigen 
Fliche ® ist fiir jede infinitesimale Verbiegung von © wackelig und besiizt 
unendlich viele untereinander nicht ahnliche reziproke Kurvennetze B’. 

Der letzte Teil des Satzes folgt daraus, daB nach Satz IIIB die 
beiden Kurvenscharen von B’ konjugiert sind; zu einem Kurvennetz mit 
konjugierten Leitkurvenscharen gibt es aber unendlich viele nicht ahn- 
liche ,,parallelgestellte“ Kurvennetze™). 

b) Die Parameterkurven bilden ein wackeliges Netz, sind aber nicht 
Asymptotenlinien”) (u = 0, A4+0, » +0, L+0, N+0). Etwa vor- 
handene Stellen, in denen Leitkurven von Asymptotenlinien beriihrt 


14) Vgl. hierzn K. Peterson: Uber Kurven und Flachen, Leipzig und Moskau 
(1868); ferner P. Stackel: Uber Biegungen und konjugierte Systeme, Math. Ann. 49 
(1896), S. 255—310. 

‘®) Wenn die eine Kurvenschar eines wackeligen Netzes aus Asymptoten- 
linien besteht, so sind nach § 3 B, Nr. 3 auch die Kurven der anderen Schar Asymp- 
totenlinien. 
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werden, wollen wir hier und im folgenden von der Betrachtung aus- 
schlieBen. Die Gleichungen (13) und (14) spezialis:-ren sich zu 


(15) Ay ky t Akon = Mutu t+ MEuu, 
(16) AN = vL. 
Aus dem Ansatz 

A=eLl, »= oN (o (u, v) + 0) 
und skalarer Multiplikation von (15) mit x, xz,, bzw. x, x,, folgt dann 
(17) syne = =F, sing = * = ¥, 


wobei wir die Abkiirzungen benutzen 
(18) P = Gy, Buus Foe) — Ly, —Q = Ho; Foe Fun) + Ny. 
Durch (17) ist o(u,v) bis auf einen konstanten Faktor bestimmt und B’ 
bis auf den MaBstab festgelegt. Es gilt also 

Satz VIB: Alle zu einem Kurvennetz B ohne Asymptotenlinien rezi- 
proken Kurvennetze B’ sind untereinander dahnlich. 

Als Folgerung ergibt sich: 

Ein wackeliges Kurvennetz B ohne Asymptotenlinien lapt nur eine 
einzige spezielle infinitesimale Verbieqgung (vgl. § 2 B, Nr. 2) zu. 


§ 4A, 
Projektive Invarianz der wackeligen Polygonnetze. 
1. Notwendige und hinreichende Bedingungen der wackeligen Polygonnetze. 
Wir bezeichnen die Vektoren der Vierecksseiten 1 bis 12 eines 
wackeligen Polygonnetzes A (vgl. Fig. 2A) mit 5, bis s,, und die Vek- 
toren der Vierecksdiagonalen I’ bis IV’ des reziproken Netzes A’ mit },, 
bis d,,,. Aus der Parallelbeziehung zwischen A und A’ erhalt man dann 


T, 5, + TS, = D,,, Te Sq + Tz, = D,,, T3 $5 + TS, = Dy, 
TT) S, + 7,5, = Dy, 
Da D,, parallel ist zur Ebene 5|6 usf., ergibt sich im Falle unebener 
Vierkante (vgl. §3.A, Nr. 4) 


> . Cree Se (Sg, $7, Sg) _. es (S4» Sg» S10) 


T. (S4y Sp» Sg)” T; (Say $7» Sg)” T,  (Bgy Syy Syn)” 


= ™% sm ($5 Sia» $13) 
Ty ($4 S33» S19)” 


woraus (auch fiir den Fall ebener Vierkante) folgt 
(19) (5, S55 Sg) (Sq, 57s Sy) CS gs Sy» Sy) (Sys 54, SyQ) 
= (Sys 55, Sg) (Sy, 57, Sg) (Sy, Sy» S19) (Sy, S115 S49)- 
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Fiir die Wackeligkeit eines Polygonnetzes A ist also notwendig, dab je 
33 Vierecke des Polygonnetzes die Bedingung (19) erfiillen. Umgekehrt 
ist die Bedingung (19) zusammen mit der Nebenhedingung, da8 keine 
»halbebenen“ Vierkante (vgl. §3.A, Nr. 3) auftreten diirfen, auch hin- 
reichend fiir die Existenz von vier nicht verschwindenden und den eben an- 
gegebenen Gleichungen geniigenden Zahlen rt,, t,, t;, T,, also hinreichend 
fiir die Wackeligkeit des Polygonnetzes A. 

2. Projektive Invarianz der wackeligen Polygonnetze. 

Durch Einfithrung homogener Punktkoordinaten vermége 


. 
> 


. ) 
(20) =F, ¥=F: 7%=%F 


kann man die Bedingung (19) in eine Gleichung folgender Art ver- 
wandeln: Auf der rechten Seite steht Null, die linke Seite enthalt eine 
Summe, deren einzelne Glieder Produkte sind von je vier Determinanten 
\ Ens Sams per Frs|. In der zweiten, dritten und vierten Zeile dieser Deter- 
minanten stehen die zur ersten Zeile analogen Glieder mit 7, { und #; 
die Indizes ik, Im, pq, rs beziehen sich auf vier Ecken des vorliegenden 
Polygonnetzes. Uber die Durchfiihrung der Rechnung vgl. FuBnote **). 
Bei einer projektiven Transformation geht die homogenisierte Beziehung (19) 
bis auf einen nicht verschwindenden konstanten Faktor in einen analog 
gebauten Ausdruck in den transformierten Koordinaten iiber und erweist 
sich somit als projektiv invariant. Da auBerdem die Nebenbedingung 
(keine ,,halbebenen“ Vierkante!) durch projektive Transformationen nicht 
zerstért wird, gilt 

Satz VILA: Wenn ein Polygonnetz A wackelig ist, so ist jedes zu A 
projektive Polygonnetz A ebenfalls wackelig. 

Dieser Satz ist deshalb besonders merkwiirdig, weil wir in §2A die 
Wackeligkeit durch metrische Begriffe definiert hatten und weil ferner 
die in §3A angegebenen Beziehungen zwischen reziproken Polygonnetzen 
A, A’ nur affininvarianten Charakter haben. Satz VIIA ist als Sonder- 
fall in dem von H. Liebmann"™) gefundenen Satze von der projektiven 
Invarianz beliebiger ,,Ausnahmefachwerke“ enthalten. 

Man kann den Satz VIIA auch geometrisch beweisen: An Stelle der 
Gleichung (19) tritt als notwendige und hinreichende Bedingung der 
Wackeligkeit die Forderung, da8 die vier Eckenspuren I bis IV des vor- 
gegebenen Polygonnetzes (vgl. Fig. 2A) hyperboloidische Lage haben. 
Die hyperboloidische Lage kann in verschiedener Weise entarten, namlich 
dadurch, da8 r 


16) H. Liebmann: Ausnahmefachwerke und ihre Determinante, Minchener 
Berichte, math.-phys. Klasse 50 (1920), S. 197—227. 
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a) einerseits I und III, andererseits II und IV in einer Ebene liegen, 
b) I, I, II, IV in einer Ebene liegen und mit den beiden Dia- 
gonalen des Vierecks 1|2|3|4 Tangenten einer Kurve zweiter 
Klasse'’) sind, die auch zerfallen kann, 
c) mindestens eine der vier Eckenspuren unbestimmt wird. 
Aus dieser geometrischen Formulierung der Beziehung (19) folgt dann 
sowohl unmittelbar der projektiv-invariante Charakter der Wackeligkeit 
als auch eine neue und zwar lineale Erzengungsweise der wackeligen 
Polygonnetze. 
3. Beispiele. 
Unterwirft man die bekannten Polygonnetze*), die eine kontinuier- 
liche endliche spezielle Verknickung zulassen, projektiven Transformationen, 
so ergeben sich Beispiele wackeliger Polygonnetze. 


§ 4B. 


Projektive Invarianz der wackeligen Kurvennetze. 

1. Notwendige und hinreichende Bedingungen der wackeligen Kurvenneize. 

Aus Gleichung (17) ergibt sich die Integrabilitatsbedingung 
(21) LN’P, —NL’Q,—QL°N,— PN'*L, = 9. 
Sie ist notwendig fiir ein wackeliges Kurvennetz ohne Asymptotenlinien 
(L = 0, N + 0) und gilt auch fiir die stets wackeligen Kurvennetze der 
Asymptotenlinien (L = N = 0). Umgekehrt ist die Bedingung (21) zu- 
sammen mit der Nebenbedingung, daB weder L = 0, N +0 noch L +0, 
N = 0 (vgl. §3B, Nr. 3) eintreten diirfen, auch hinreichend fiir die Existenz 
von Funktionen A+0, r+0, pw = 0 (vgl. § 3B, Nr. 5a, b), also hin- 
reichend fiir die Wackeligkeit des Kurvennetzes B. 

2. Projektive Invarianz der wackeligen Kurvennetze. 

Durch Einfiihrung homogener Punktkoordinaten vermége (20) erhalt 
man 





l — oe 1 . 
(22) L= ar | Fus SraSuu 45 —wN = a7 \é. Eas Fee, El, 
(23) P= Zire eg ¢ . a oe 
- Fr | Fur Suu Foes F| + Ze Sus Suc: Suns | 

re OF... « : 
= Bi |Fur Fer Esuer &| + po \é,, Ce Se 
a! Te er » 
Qe Fos Fees Suns F] + ar | Fur Sues Foes F| 
Be eer Suv Suu > ye ur sur v 


6? 


l » 
e t “ — —£ te 
—— ye | bar Fas Saces &| + mc) 1G us Ses Sew §|. 





17) Zu diesem Sonderfall vg!. A. Kokotsakis: Uber bewegliche Polyeder, Math. 
Ann. 107 (1932), S. 627—647. 
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Hierbei bedeuten die Ausdriicke |...| wieder vierreihige Determinanten, 
in deren zweiter, dritter und vierter Zeile die zur ersten Zeile analogen 
Glieder mit 7, ¢ und @ steben. Durch Einsetzen von (22) und (23) 
in (2i) erhalt man nach Multiplikation mit #* eine Gleichung der Form 


a’ + 600,+c00,+40,0,+e08,, =0, 


die sich wegen 6 = c =d =e = 0") auf a = O reduziert. a ist eine 
Summe, deren Glieder Produkte von je vier vierreihigen Determinanten 
sind, und erweist sich durch dieselbe Uberlegung wie in § 4A, Nr. 2 als 
projektiv invariant. Da auch die Nebenbedingung (weder L = 0, N +0 
noch L +0, N = 0) durch projektive Transformationen nicht zerstért 
wird, gilt 

Satz VIL B: Wenn ein Kurvennetz B wackelig ist, so ist jedes zu B 
projektive Kurvennetz B ebenfalls wackelig. 

Dieser Satz zeigt, daB die Wackeligkeit der Kurvennetze eine Frage 
nicht der metrischen, sondern der projektiven Differentialgeometrie ist. 

3. Beispiele. 

Unterwirft man die bekannten Kurvennetze™), die eine kontinuier- 
liche endliche spezielle Verbiegung zulassen, projektiven Transformationen, 
so ergeben sich Beispiele wackeliger Kurvennetze. 


_§5. 

Infinitesimale Verbiegungen der zu einer gegebenen Fliche ® 

projektiven Flichen ©. 

1. Problemstellung. 

Als Anwendung der in den vorhergehenden Paragraphen entwickelten 
Theorie der wackeligen Kurvennetze behandeln wir zum Schlusse. folgende 
Frage: 

Gegeben ist eine Flache ® und irgend eine infinitesimale Verbiegung 
von ®, also nach §2B eine DrehriBfliche ®’; gegeben ist ferner eine 
zu ® projektive Fliche ®. Gesucht wird eine DrehriBflache ® von @; 
durch Quadraturen kann dann vermége (6) aus ® und @ eine infini- 
tesimale Verbiegung von ® hergeleitet werden. 

Von G. Darboux"®) wurde gezeigt, wie man eine DrehriBfliche P 
(die i. a. nicht projektiv ist zu ®’) aus den gegebenen Flichen ®, ’, & 





8) Z. B. fiir e ergibt sich: 
eS GONE EF SILNI+/E € £  £|NL*) = 698 (L9N?— N22) = 0, 

1%) G. Darboux: Théorie des surfaces IV (1. Aufl. 1896), 8S. 78; vgl. dazu ferner 
H. Liebmann [FuBnote *)], 8. 227. 
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durch Quadraturen finden kann. Wir wollen die Methode von Darboux 
durch eine einfachere und einheitlichere Herleitung mit Hilfe der wacke- 
ligen Kurvennetze ersetzen. 

2. Bestimmung einer Drehriffliche ®’ mittels Quadraturen. 

Die Ortsvektoren von ®, ®, ®, ® seien durch x, ¥, %, % be- 
zeichnet. Wir unterscheiden nun drei Fille: 

a) Das Kurvennetz B der Parameterkurven ist wackelig und enthilt 
keine Asymptotenlinie. 

Wegen der projektiven Invarianz der Wackeligkeit kénnen nach (8) 
die Beziehungen angesetzt werden 


m= Ax, t= vt, (A+0, » +0), 


ti =A, =v, (A+0, > +0). 


Hierbei sind x, x’ und ¢ vorgegeben, A und y aus x und x’ berechenbar. 


, 


? wird durch Quadraturen gefunden, sobald 4 und * bekannt sind. 
Nach (16) und (22) ist 


(24) A:v=L:N=L:N =j:i. 


Man kann also setzen 


(25) A=oi, v=wv (w(u,v) +0), 
wobei w der Integrabilitaétsbedingung geniigt 

3 - 3 . 
(26) — (w Az,) = o (w v i,). 


Nach Ausfiihrung der Differentiationen hat man 
Oy VE, — W, AE, + w(, EF, — Apt, + V Ey, —AR,,) = 0. 


Die skalare Multiplikation mit z, xz, liefert wegen (24) die Identitéat 0 = 0, 
d. h. die drei in der Vektorgleichung zusammengefaBten, in w, w,, w, 
linearen homogenen Koordinatengleichungen sind miteinander vertriglich. 
Durch skalare Multiplikation mit %,xz,, bzw. %,X%,, ergibt sich 
wo, vN +o (%, N + v (iy, Eee, ted) = 
w,AL+ w(A, L—Aiy, tus dod) = 


- ~ f w @ " 
Wegen »N +0, AL +0 sind diese Gleichungen nach —, — auflésbar 
@w @ 


und w laiBt sich somit durch Quadraturen bestimmen. 


b) Das Kurvennetz B der Parameterkurven ist nicht wackelig und 
enthalt keine Asymptotenlinie. 











Wir setzen nach (7) 
y= MITA, % = vl—ey (Ay +p? + 0), 
i, = fi, +Ai,, 2 = t,—Gi, (Ab + ji? + 0). 
Analog zu a) ist ¥ durch Quadraturen herechenbar, sobald A, 7, 7 
bekannt sind. Denken wir uns nun b) auf a) durch eine Parameter- 


substitution (10) zuriickgefiihrt, so folgen aus (25) fiir den Fall b) die 
Beziehungen 


(27) A= wi, vV=orv, ft=on (w (u, v) + 0) 


mit der Integrabilititsbedingung 


d . ae a, . . 
(28) te {wm (ud, -+ AX,)} = ~ |\w (vd, — “k,)}. 


Mittels (28) laBt sich w in analoger Weise wie bei a) durch Quadraturen 
bestimmen. 

c) Das Kurvennetz B der Parameterkurven enthilt Asymptoten- 
linien. 

Durch eine beliebige Parametersubstitution wird c) auf b) zuriick- 
gefiihrt. 

3. Spezialisterung. 

Fiihrt man ® und eine DrehriBfliche ®’ durch die namliche affine 
Transformation in zwei Flichen ® und @’ ier, so ist wegen des affin- 
invarianten Charakters der reziproken Beziehung auch ®’ DrehriBfliche 
von ®. Ist also die in §5, Nr. 1 vorgegebene Fliche @ affin zu ®, so 
kann man eine Drehri®flache ® ohne Quadraturen ermitteln. 


4. Beispiel. 


Gegeben seien 





(®) z= ucosv, y = usin», z = { (u), 
(e’ ao =—'_sinv y = lose, Y=v 
TS eae 
> - l 1 . . 
(D) => >, j= y = tg v, = = = f(w) 4 
zx u cosvU x zx u cos Uv 


Hieraus folgt (die Punkte bedeuten Differentiationen nach u) 


S 1 
i=, ome. Ame 


und nach (26) ferner 


@ = u’ cos’ v. 
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Somit erhalt man 


=, ~) sin v ~) u u ~ (w)\_- 

(®’) =— ze. § =| 75-75: z = (u— Fe) sin. 

Wie die Gleichungen zeigen, ist ® eine Drehfliche (u = const Breiten- 
kreise; v = const Meridiane) und @ eine Wendelfliche (u = const 
Schraubenlinien; v = const Erzeugende). Die durch ®’ gegebene infini- 
tesimale Verbiegung von ® gehért zu der einparametrigen Biegungs- 
gruppe, bei der ® Drehfliche bleibt. @ ist eine zu ® projektive Flache 
(u = const Kegelschnitte, welche die Y-Achse in einem festen imaginaren 
Punktepaar schneiden; v = const f&hnliche Kurven in den parallelen 
Ebenen y = const). Die durch Quadraturen ermittelte DrehriB- 
fliche ® erweist sich als Regelfliche (u = const Erzeugende senkrecht 
zur Y-Achse; v = const affine Kurven), ist aber i. a. nicht projektiv zur 
Wendelfliche &’. 


(Eingegangen am 26. 1. 1933.) 
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Zur algebraischen Geometrie. III. 

Uber irreduzible algebraische Mannigfaltigkeiten. 
Von 

B. L. van der Waerden in Leipzig. 


Jede irreduzible algebraische Mannigfaltigkeit besitzt eine Parameter- 
darstellung, bei der die Koordinaten ¢,,..., &, eines allgemeinen Punktes 
algebraische Funktionen von r algebraisch-unabhingigen GréBen, etwa 
von &,,...,&, sind. Die algebraischen Funktionen sind nicht iiberall 
sinnvoll: sie sind es im allgemeinen nur fiir solche Werte der Unbestimmten 
é,,..., &,, fiir die ein gewisses, als Nenner auftretendes Polynom V (é,,..., &,) 
nicht verschwindet'). Wie findet man nun die Punkte n der Mannigfaltig- 
keit, fiir die V(n) = 0 ist? 

Die Definition der irreduziblen Mannigfaltigkeit, die zu einer ge- 
gebenen Parameterdarstellung gehért, gibt auf diese Frage nur die 
folgende Antwort: Man bilde alle Polynome /(z,, ..., z,), fiir die {(£) = 0 
ist, und suche dann alle Punkte 7, fiir die alle f(7)=— 0 sind. Die 
Antwort ist darum nicht restlos befriedigend, weil man kein Mittel hat, 
alle Polynome / mit der erwahnten Eigenschaft /(&) = 0 wirklich auf- 
zufinden. Wir werden im folgenden zeigen, daB eine in der Hentzeltschen 
Eliminationstheorie*) schon vorkommende Normbildung eine _ wirklich 
brauchbare Antwort auf die gestellte Frage gibt. 

Diese Antwort ist nicht nur rechnerisch, sondern auch theoretisch 
von Interesse. Aus ihr ergibt sich namlich gleichzeitig ein einfacher 
Beweis eines Satzes von J. F. Ritt*), der so lautet: Ist der Grundkérper 
der Kérper der komplexen Zahlen, und ist g(z,, ..., Z,) ein Polynom, welches 

1) Vgl. meine ,,Nullstellentheorie“, § 2, oder meine Moderne Algebra II, § 88. 

*) K. Hentzelt-E. Noether, Zur Theorie der Polynomideale und Resultanten, 
Math. Annalen 88 (1923), S. 53—70. 

5) J. F. Ritt, Differential equations, Am. Math. Soc. Colloq. Publ. 14, New- York 
1932, S. 91. 
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nicht in allen Punkten der irreduziblen Mannigfaltigkeit M verschwindet, so sind 
alle die Punkte von M, in denen g = 0 ist, Limespunkte von solchen Punkten 
von M, in denen g +0 ist. Dieser Satz zeigt, daB man die anfangs ge- 
stellte Frage im Fall des komplexen Zahlkérpers auch mit Hilfe der 
Limesrelation beantworten kann. Aus ihm folgt sehr leicht, daB eine 
irreduzible Mannigfaltigkeit M im Komplexen topologisch zusammen- 
hangend ist. 

SchlieBlich wird das gefundene Ergebnis noch benutzt, um eine 
Liicke in meiner Arbeit ,,Topologische Begriindung des Kalkiils der ab- 
zihlenden Geometrie‘*) auszufillen. Im Anhang I zu dieser Arbeit 
wurde bewiesen, daf eine r-dimensionale (komplexe) algebraische Mannig- 
faltigkeit ein 2r-dimensionaler Komplex im Sinne der Topologie ist. 
Dabei wurde die Méglichkeit noch offen gelassen, daB dieser Komplex 
in Teilkomplexe verschiedener Dimension zerfallt. In § 5 derselben Arbeit 
werden aber rein r-dimensionale algebraische Mannigfaltigkeiten betrachtet, 
und es wird ohne Beweis angenommen, daB solche Mannigfaltigkeiten 
auch topologisch rein 2 r-dimensional sind, d. h. aus lauter 2 r-dimensionalen 
Zellen samt ihren Randzellen bestehen. Um das Fehlende zu erginzen, 
beweisen wir im folgenden, daB eine irreduzible algebraische Mannigfaltig- 
keit M, im komplezen Gebiet ein rein 21r-dimensionaler Komplex ist. 


§ 1. 
Definition der Norm. 

Es sei {é,,...,&,} ein allgemeiner Punkt der irreduziblen Mannig- 
faitigkeit M,. Dann besteht zwischen £,,..., &,, &, eine algebraische Ab- 
hangigkeit. Durch eine lineare Koordinatentransformation kann man 
immer erreichen, daB &,, ganz-algebraisch von &,, ..., &, abhiingt®). Ebenso 
besteht zwischen é,,...,&,,&,—, eime Abhingigkeit, und durch eine 
Transformation dieser Variablen erreicht man, daB &, _, ganz von &,,..., &, 


abhingt. Was man fiir &, schon erreicht hat, wird bei dieser zweiten 
Transformation nicht zerstért, denn &, hangt nachher jedenfalls ganz- 
algebraisch von &,,...,é, und &,_, ab, also wegen der Transitivitaét der 
ganzen Abhingigkeit auch von é,,..., &, allein. So fortfahrend, erreicht 
man schlieBlich, da®B &,,,,...,&, ganze algebraische Funktionen von 
€.,..., & sind. 

Sind nun wu, v,...,w Unbestimmte, die dem Grundkérper P adjun- 
giert werden, so ist w&,,,+06&,.,+...+wé, eine ganze algebraische 








4) Math. Annalen 102 (1929), 8. 337—362. 
5) Der Grundkérper P werde (was nicht wesentlich ist) als algebraisch-abge- 
schlossen vorausgesetzt; dann hat er sicher unendlich viele Elemente. 


45* 
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Funktion von é,,...,&,, u,...,w. Wir bilden nun mit einer weiteren 
Unbestimmten z die Norm *) 

(1) N(z—wé,4,—v6,42—...—wé,) = F(é,, ..., &3 &, ..., W, 2) 

im Kérper P(é,, ..., &:, U,..-, w, 2) in bezug auf den Kérper 
P (E,,..+) Fy, U, ..») W, 2). Diese Norm ist ein Polynom in é,, ..., &,; u, ..., W,2. 


Behauptung: Setzt man fiir &,,..., &, trgendwelche Werte n,, ..., 
aus dem Grundkérper P ein, so zerfillt F(n,,..., 3 U,...,2) ganz in 
Linearfaktoren (2—Unei,- Ursa —-.-— Wn), welche zu den Punkten 
(Mas s+ +> Nrtas +++» Yn} der Mannigfaltigkett M, gehiren, und so erhilt man 
alle Punkte der Mannigfaltigkeit. 

Der letzte Teil der Behauptung (der iibrigens fiir die beiden hier 
beabsichtigten Anwendungen allein schon hinreicht) ist am leichtesten zu 
beweisen. Das Polynom (1) wird namlich Null fiir z= u&,,,+...+ w,. 
Wenn eine algebraische Relation F (é,,...,&,; u,...,W,U&p4i+...+ wé,) =0 
aber fiir den allgemeinen Punkt ¢ von M, gilt, so gilt sie auch fiir jeden 
speziellen Punkt 7. Also hat das Polynom F(n,, ..., jp; U,..., @, 2) die 
Nullstelle z= un,,,+...+wy,, es enthilt daher den Linearfaktor 
Z— UNr+1 — --- — We. 

Zum Beweis des ersten Teiles bemerken wir, daB die Norm (1) nach 
Definition ein Produkt von konjugierten Linearfaktoren ist: 

(2) F (E,, .. +> &3 & ---5 2) = JJ (2 —wb., —... — we). 


Die Mannigfaltigkeit M, sei durch ein Gleichungssystem 
(3) fi(é,, -- +» &) = 0 
gegeben. Wir nehmen noch eine GréBe ¢ und eine Gleichung 
(4) C= Ubi tverist...+wé, 
hinzu. Aus den Gleichungen (3) und (4) eliminieren wir sukzessiv 


En, En —1» +s &e41, Was ohne weiteres geht, da unter den Gleichungen (3) 
auch solche der Form 


&+ a, (é,,..., &) & *+...+4,(€,,.--, &) = 0 
vorkommen, welche zum Ausdruck bringen, daB &,(k = r+1,..., n) 


ganz-algebraisch von é,,...,&, abhingt. Man erhalt als Eliminations- 
ergebnis ein Gleichungssystem 


(5) hi (€,, -- +» &, 0) = 0. 


6) Im Fall eines separablen Erweiterungskérpers wird die Norm einfach als 
Produkt von konjugierten Linearfaktoren definiert. Im inseparablen Fall kann 
man die Norm als eine passende Potenz dieses Produktes definieren; noch einfacher 
jedoch ist es, in (1) die Norm durch das Minimalpolynom (Polynom kleinsten 
Grades mit der Nullstelle > = u £4, +--+ wé,) zu ersetzen, welches in einem 
paseenden Erweiterungskérper jedenfalls in konjugierte Linearfaktoren, die nicht 
alle verschieden sein miissen, zerfallt. 
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Da nun fiir unbestimmte §,,...,&, das Gleichungssystem (3), (4), 

also auch (5), die Lésungen 

c= wei tveriat ooo + w &” 
besitzt, so sind die Polynome fA, nach Ersetzung von ¢ durch eine Un- 
bestimmte z durch alle Linearfaktoren von (2) teilbar, d.h. eine Potenz 
eines jeden h,(é,,..., &,,2) ist durch F(é,,..., &; u,..., 2) teilbar. 

Setzt man nun fiir é,,..., & irgendwelche Werte 7,, ..., m, ein 
und bestimmt ¢ in einem passenden Erweiterungskérper derart, daB 
F (ny, «++» Mr} Uy +++, W, £) = O wird, so werden auch alle A,(n,, ..., mr, ¢) 
Null, also wird das Gleichungssystem (3), (4) Jésbar, d. h. wir erhalten einen 
Punkt 7» der Mannigfaltigkeit M,, fiir den € = uy.4, +... + wp ist. 
Mithin haben alle Nullstellen £ von F(n,,..., y,; t, ..., w, 2) die Gestalt 
C= UMsiit..-+wn,; dh. F zerfallt vollstindig in Linearfaktoren 
Z—UMNr41—--»— Wn, Was zu beweisen war. 


§ 2. 
Beweis des Satzes von J. F. Ritt. 


Indem man aus g(&,,...,&,) die Norm in bezug auf P(é,,..., &,) 
bildet, erhalt man ein Polynom G@(é,, ..., &,), das nur von &,,..., &, ab- 
hangt und durch g(é,,...,&,) teilbar ist, also Null wird in allen den 
Punkten von M, wo g=0 wird. Es geniigt also, zu zeigen, daB alle 
Punkte 7 von M, in denen G = 0 ist, Limespunkte von solchen Punkten 
von M sind, in denen G + 0 ist. 

Ein Wertsystem {7,,..., ,}, fiir welches G(7j) = 0 ist, ist jedenfalls 
Limes von solchen Wertsystemen {7,,..., 7,}, fiir die G +0 ist. Die zu- 
gehérigen 7,4,,...,%, Werden nach dem Obigen durch die Nullstellen 


C= Utrsr tia t...+ wy, des Polynoms F(7,, ..., Mp; U, -.-» W,2) 
bestimmt. Nach dem Satz von der Stetigkeit der Wurzeln algebraischer 
Gleichungen hangen 7,4 ,..., %, stetig von 7,,..., 7, ab’); daraus folgt 


die Behauptung. 


7) Der Satz von der Stetigkeit der Wurzeln wird fiir gewéhnlich nur bewiesen 
fir den Fall, daB die Wurzeln Zahlen sind, nicht fiir den hier vorliegenden, daB 
die Wurzeln Linearformen in den Unbestimmten wu, v,...,w sind. Der folgende 
Beweis gilt allgemein und l48t sich auBerdem zu einem alternativen Beweis des 
ersten (schwierigeren) Teils der Behauptung des §1 im Fall des komplexen Zahl- 
kérpers verwenden: 

Es sei F (y,z) ein von Variablen », stetig abhingiges Polynom in z. Fir eine 
Folge von Werten Me hs .++, die gegen einen Wert » konvergieren, mége F (7, z) 
felgendermaBen zerfallen: P o. 2 
F (n. z) == (:—:). 


Die ¢, bleiben, als Wurzeln einer Gleichung mit Anfangskoeffizienten 1 und 
beschrankten Koeffizienten, beschrankt. Also kann man aus der Folge der Wert- 
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§ 3. 
Die Mannigfaltigkeit M, als 22-dimensionaler Komplex. 


Nach Anhang 1 der erwahnten Arbeit‘) gibt es eine Zelleneinteilung 
der Mannigfaltigkeit M,, bei der die Zellen aller Dimensionen in dem 
Sinne algebraisch sind, da® sie durch algebraische Gleichungen und’ Un- 


gleichungen in den Real- und Imaginirteilen der Variablen 7,, ..., 7, ge- 
geben werden. Projizieren wir die Zellen der Dimensionen 0,1,...,27 — 1 
in den Raum der Verinderlichen 7,,...,7, hinein, indem die iibrigen 
Variablen durch Null ersetzt werden, so bleibt die Dimension dieser 
Zellen kleiner als 2r. Ein Punkt 7,,..., 7, der Projektion einer solchen 
Zelle Z* (k <<. 2r) ist Limes von solchen Punkten (7,,...,7,), welche 
auBerhalb der weniger als 2 r-dimensionalen Zellenprojektionen liegen. Die 
zugehérigen Punkte (7,, ..., Mr: Mr—1, --+> Nn) Ger Mannigfaltigkeit kénnen 
nur den 2r-dimensionalen Zellen angehéren. Jeder Punkt (7,, ..., %n) 


von M, ist daher (wieder nach dem Satz von der Stetigkeit der Wurzeln 
algebraischer Gleichungen) Limes von inneren Punkten 9 der 27 -dimen- 
sionalen Zellen von M,. Das war aber die zu beweisende Behauptung. 





a A 
systeme iz steae } (A = 1, 2,...) eine konvergente Teilfolge auswahlen. Ist 
y 1 = g 
aS der Limes dieser Folge, so folgt: 
{ 1 m & 5 


m 
F (»,2) = (z—2,). 
1 


Die Konvergenz einer Teilfolge der : zu ¢, geniigt fir die meisten Anwen- 
dungen schon. Will man aber die Konvergenz der ganzen Folge beweisen, so 
schlieBt man folgendermaBen: Hatte eine andere Teilfolge einen wesentlich anderen 
(d. h. nicht nur durch die Reihenfolge der ¢, verschiedenen) Limes, so wiirde man 


durch Grenziibergang eine von der ersten verschiedene Faktorzerlegung von F (n, 2) 
erhalten, was unmdglich ist. Also ist (bei passender Anordnung der ¢, fiir jedes /): 


- 


- 
¢, = lim ¢,. 


(Eingegangen am 27. 10. 1932.) 














Théorie arithmétique des corps de nombres 
de degré infini. 
Il, Extensions algébriques de degré infini'*). 
Von 


Jacques Herbrandt*), 


Dans la premiére partie de ce travail nous avons étudié la théorie 
arithmétique des extensions finies des corps infinis. Nous nous proposons 
maintenant d’étudier les extensions infinies des corps (finis ou infinis) de 
nombres algébriques. 

Dans tout le cours de ce travail, k désignera un corps quelconque 
de nombres algébriques, K une extension algébrique infinie de k, e l’en- 
semble des entiers de k, E celui des entiers de K. De plus nous aurons 
& introduire divers corps auxiliaires qui seront toujours représentés par 
les lettres k, K affectées de divers indices. On désignera les ensembles 
des entiers de ces corps par les lettres e, E affectées des mémes indices. 

La méthode employée sera encore celle des passages 4 la limite. 
Nous dirons d’une maniére générale qu’une suite de corps K, a pour 
limite K quand les corps K, sont des sous-corps de K tels que 
K,., > K, et que tout nombre de K finit & partir d’un certain rang 
par étre contenu dans les K,. Nous dirons encore que la suite K,, est 
une suite approxzimante de K. Nous aurons 4 considérer deux sortes de 
suites approximantes: 

a) Des suites de corps qui sont des extensions finies de k. 

b) Des approximations simultanées de k, K par des suites de corps 
finis k,, K,, telles que k, C K,,. 

Ces deux sortes d’approximations sont évidemment toujours possibles. 





*) Ce mémoire a été rédigé d’aprés les indications trouvées dans les papiers 
de Jacques Herbrand aprés sa mort. Nous avons seulement ajouté quelques re- 
marques sur la théorie de la ramification dans les extensions infinies, dont il 
n’était pas question dans les brouillons qu’il a laissés. C. Chevalley. 

1) Voir Herbrand, Théorie arithmétique des corps de nombres de degré infini, 
Math. Ann. 106, p.473. Ce mémoire sera désigné par H. Nous emploierons les 
notations qui y sont indiquées. 
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I, Les lois de décomposition, 
Théoréme 1. A tout idéal entier a de k correspond un idéal entier 
& = aE de K. La correspondance entre ces idéaux est bi-univoque, car 
on a réciproquement a = [a E, e). 
C'est la généralisation directe de H. Th. I. 
Supposons en effet qu’il n’en soit pas ainsi. I] y aurait un nombre 
a de [a FE, e] qui ne serait pas dans a. On aurait 


a 


I 


h 
Xd uA; 
1 


les a, étant dans a, les A, dans EF. 

Le corps K’ = k (A,, Ay, ..., A,) serait un sur-corps de degré relatif 
fini de k, et a serait dans aE’. Mais, en vertu de H. Th. I, on 
a [a E’, e] = A, ce qui améne 4 une contradiction. 


Remarque. f dant un autre idéal entier de k, si a, f sont premiers 
entre eux, tl en est de méme de aE, fE. Cf. la remarque relative au 
théoréme I de H. I. 


Lemme 1. La correspondance entre a et U tant celle éablie au théo- 
réme 1, si U est primaire (premier), a est primaire (premier). 


Soient «, 8 deux nombres de e tels que «8 = 0 (mod a) et que 8 + 0 
(mod a), donc aussi 8 += 0 (mod HM). Si M est primaire, il y a un expo- 
sant @ tel que «¢ = 0 (mod &), et par suite «@ = 0 (mod a). Donc a 
est primaire. Si WY est de plus premier, on a 9 = 1 et a est premier. 

Dans la premiére partie, ce lemme était inutile et beaucoup précisé 
par le Th. 10. 

Si P® est un idéal premier de K, [P, e] est donc un idéal premier 
de k. Soit « um nombre de k. La valeur de « par rapport & $ est 
égale & sa valeur par rapport 4 [$, e]. En effet, soit K’ le corps R(q), 
R étant le corps des rationnels. Les deux valeurs précédentes sont 
toutes deux égales & la valeur de « par rapport 4 [P, E’] qui est un 
idéal premier de ce corps. 

Soit maintenant q un idéa] primaire quelconque de k, et soit p 
Yidéal premier qui le divise. Considérons q EH, et soit Q une de ses 
composantes primaires, relative 4 l’idéal premier $%. On a nécessairement 
p = [P, e]. Done $ divise pH, et par suite & chaque composante 
primaire de q HZ correspond une composante primaire de p E divisible 
par le méme idéal premier qu’elle. C’est la généralisation du complément 
de H. Th. 7. 
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Théoréme 2. q dant un idéal primaire de k, q et une composante 
primaire de q E dans K ont méme valeur et sont simultanément finis ou 
injinis. 

En effet soient p, $® les idéaux premiers divisant q et la compo- 
sante primaire considérée. La valeur u de cette composante est la borne 
inférieure des valeurs des nombres de q EH, qui est évidemment la méme 
que la borne inférieure des valeurs des nombres de q. De plus, si q est 
fini, il contient un nombre de valeur u, donc il en est de méme de q EZ, 
et sa composante pour $ est un idéal fini. Réciproquement, si q E con- 
tient un nombre « de valeur u, ce nombre se met sous la forme 2 «,A,, 
les a, étant des nombres de q, les A, des nombres de EH. Les valeurs 
des a, ne peuvent étre toutes plus grandes que u, car la valeur de 
expression en question serait plus grande que u. Donc q contient un 
nombre de valeur u et est fini. 

Lemme 2. Soient q un idéal primaire de K, K,, les corps d’une suite 
de limite K, les K, étant des extensions finies de k, q, = [q, E,], u la 
valeur de q, u,, celle de q,. 

1. La suite u,, est non-croissante. 

2. Si les u, ne sont pas tous égaux a partir d'un certain rang, q est 
infimi, et a pour valeur la borne inférieure des u,. 

3. Si u, reste a partir d'un indice n assez grand égal 4 un nombre u, 
q a pour valeur u. Si q est fini, les q, sont, a partir d’un certain rang, 
tous finis; si q est infini, ils sont, a4 partir d’un certain rang, tous infinis. 

La valeur d’un idéal primaire est la borne inférieure des valeurs des 
nombres qu'il contient. Donc, tout élément de q, étant dans q,,,, on 
& Up, > Uni. @ Stant l'ensemble des éléments de tous les q,, sa valeur u 
est la borne inférieure des valeurs u, des q,. Pour qu’un idéal primaire 
soit fini, il faut et suffit qu’il contienne un nombre ayant méme valeur 
que lui. Si donc q est fini, il contient un élément de valeur u. Cet 
élément appartiendra 4 tous les q, 4 partir d’un certain rang. II faut 
donc alors que tous ces q, soient de valeur u et finis. Réciproquement, 
si tous les u, sont égaux & wu A partir d’un certain rang, et si ]’un des q,, 
est fini, il contient un élément de valeur u, qui est aussi dans q, qui se 
trouve ainsi étre fini, ce qui démontre complétement le lemme. 


Il. Le degré et l’exposant. 
Soit $ un idéal premier de K, p = [, e]. 
Soit K, une suite de corps de limite K, les K,, étant des extensions 


finies de k. Soit p, = [P, e,]; p et p, sont donc des idéaux premiers 
de k, K,, (Lemme 1). 
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Soient: /, le degré relatif de p, par rapport a p, 
e, Vexposant relatif de p, par rapport a p, 
e Vexposant réduit relatif de p, par rapport & p. (Voir 
pour les définitions H. p. 483.) 
Les nombres idéaux 


F = lim},f,..°f,, BE =lime,e,...¢, BO = lime... 


sont appelés respectivement le degré, l’exposant et Vexposant réduit rela- 
tifs de par rapport & p (ou par rapport a &). 

Pour justifier ces définitions, il faut montrer que ces nombres ne 
dépendent pas de la suite de corps K,, choisie de limite K. Montrons-le 
pare xemple pour le degré. Soit K’ une autre suite d’extensions finies 
de k de limite K, et définissons /, pour cette suite comme nous venons 
de définir /,. Le corps K, est contenu dans un corps K, de l'autre 
suite, et & son tour Kj}, est contenu dans un K,. En effet, chaque 
corps K,, ou K;, se déduit de k par adjonction d’un seul nombre. Ceci posé, 
ff, ---f, est le degré relatif de p, par rapport 4 p en vertu de H. Th. 12. 
En vertu du méme théoréme, on a f,f,...fa/fife---far/ffy-.- fav ce 
qui démontre que lim /,/f,...f, = F. On a des démonstrations identi- 
ques pour l’exposant et l’exposant réduit. 

On remarquera que le degré, |’exposant et l’exposant réduit absolus 
d’un idéal premier d’un corps ne sont autres, en vertu de ces définitions, 
que le degré, l’exposant et l’exposant réduit par rapport au corps des 
rationnels. 

Théoréme 3. Soient k, K’, K trois corps tels que kc K’ Cc K. 
Soit $ un idéal premier de K, et soit [P, E’] = p’, [P, e] = p. Soient 
F,f{ les degrés relatifs de J par rapport a p, p’. Soit f le degré relatif 
de p’ par rapport ad p. Ona 

F=/f 
et des relations analogues pour les exposants et les exposants réduits. 

En effet, supposons d’abord K de degré fini par rapport a K’. 
Soient K,, Kj, des suites de corps de limites K, K’ telles que K,, > K,. 
Les corps K,, K;, peuvent étre finis ou infinis. Montrons d’abord que 
pour m assez grand, le degré relatif de $$ par rapport 4 p’ est égal au 
degré relatif de $,, = [¥, E,] par rapport & p, = [p’, EH]. Nous pou- 
vons en vertu de H, §7 choisir deux suites de corps finis K*, K,° 
telles que: 

1° Les corps Kj, K’* forment des suites de limites K, K’ avec 
E*° > Ey. 
2° On ait K* C K,, Ke Cc Ky. 
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3° Si Pk, px sont les idéaux premiers de Kf, K;* respectivement 
divisibles par P, p’, le degré relatif de PX par rapport 4 p;* soit égal au 
degré relatif de ,, par rapport 4 p,. 

Les suites Kt, K;* ont pour limites K, K’. Donec a partir d’un 
certain rang, le degré relatif de $$ par rapport a p’ est égal au degré relatif 
de $x par rapport a p,*, ce qui démontre notre prqposition. Ceci posé, 
nous pouvons supposer que les corps K,, K;, sont des sur-corps de degré 
fini de k. Soient F,, f, les degrés relatifs de $,, par rapport & p,, Pa, 
f, le degré relatif de p, par rapport 4 p,. On a F, = /,f, (H. Th. 12). 
Par définition F,, /, ont pour limites F, /’. D’aprés ce que nous venons 
de dire, /, est pour m assez grand toujours égal a /, ce qui démontre la 
formule dans ce cas. 

Supposons maintenant K de degré relatif infini par rapport 4 K’. 
Soit K,. une suite de corps contenant tous K’ et de limite K. Soit f, 
Yidéal premier de K,, divisible par , et soient F,, /, les degrés relatifs 
de $, par rapport & k, K’. D’aprés la premiére partie de la démon- 
stration, on a F, =f, f’. /, a pour limite f quand nm augmente indéfini- 
ment. On démontre d’autre part facilement qu’on peut choisir une suite 
de corps Kj telle que 

1° La suite K% ait pour limite K; les corps Kt éiant des extensions 
finies de k. 

2° On ait KS c KX... 

3° Si FX désigne le degré relatif par rapport & k de l’idéal premier 
de K% divisible par f, les deux suites F%, F,, aient méme limite. 

Or la suite F* a pour limite F. Il en est donc de méme de la 
suite F,. De légalité F, = /,/ on déduit donc F = ff’. On a des 
démonstrations identiques pour l’exposant et l’exposant relatif. 

Théoréme 4. Soient p un idéal premier de k, Q une composante 
primaire de pE dans K,  Vidéal premier de K divisant Q. Sot E 
Vexposant relatif de J par rapport a p. 

1. Si p est infini, PB est infini et ona Q= Ff. 

2. Si p est fini et si E est fini, B est fini et ona Q= PF, 

3. Si p est fini et si E est infini, PB est infini et Q est fini. 

Soit K, une suite de corps de degré fini par rapport 4 k de limite K. 
Soient $f, l’idéal premier de K, divisible par $, Q, la composante pri- 
maire de p E,, divisible par $,, e, l’exposant relatif de [, par rapport 
& p. On a (H. Th. 10) 

(1) Q, = Be. 

1. Si p est infini, il a pour valeur 0; d’aprés le théoréme 2, Q a 

pour valeur 0. Donc Q = $ et P est infini. 
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2. Si p est fini et si EZ est fini, il y a un indice n, tel que si 
n >, on ait 
é, = E. 


Done Q, et , ont pour nm > n, des valeurs fixes, celle de $,, étant le 
quotient par F de celle de Q,, qui est égale & la valeur de p. Donc 
(Lemme 2) $ est fini et la valeur de $% est le quotient par EF de la 
valeur de p. Donec Q = ¥. 


3. Si p est fini et si HZ est infini, de la formule (1) on déduit que 
la valeur de $,,, qui est toujours > 0, tend vers 0 quand nm tend vers 
l’infini, Q, ayant une valeur fixe égale 4 celle de p. Ce qui suffit 4 
démontrer la proposition, en vertu du lemme 2. 


Théoréme 5. F Gant le degré absolu de Vidéal premier p de k, F* 
sa partie infinie, K une extension finie ou infinie de k, f le degré relatif 
par rapport a p d'un diviseur premier P de p dans K, f est premier a F*. 
Ia méme proposition est vraie en remplagant les degrés par les exposants 
réduits. 


Ce théoréme généralise les théorémes 18 et 29 de H. Supposant K 
de degré infini par rapport 4 k, soit K, une suite de corps extensions 
finies de k, ayant pour limite K. Soit /, le degré relatif par rapport 
& p de l’idéal premier , de K,, divisible par %. Alors (H. Th. 18) /, 
est premier 4 F*. Il en est de méme de sa limite f. Démonstration 
identique pour les exposants réduits, en s’appuyant sur H. Th. 20. 

Théoréme 6. Reprenant les notations du Th. 5, le corps des restes 
de K suivant % est une extension de degré { du corps des resles de k 
suwant p. 

C'est la généralisation de H. Th. 19. 

Reprenons les notations de la démonstration du Th. 5. Soient de 
plus r, R,, R les corps des restes de k, K,, K respectivement suivant 
p, B,, B. Alors R, est un sous-corps de R, on a R,,, > R, et R, 
a pour limite R quand n augmente indéfiniment. Le degré de R, par 
rapport & r est /, (H. Th. 19). Comme la limite de /, pour n infini est /, 
il en résulte que R est de degré f par rapport a r. 


Chapitre II, Extensions galoisiennes, 
Ill. Quelques lemmes de théorie des groupes. 


Nous nous proposons maintenant d’étudier les extensions infinies 
relativement galoisiennes des corps de nombres algébriques. Pour cela, 
nous aurons besoin de la théorie des groupes de Galois de ces extensions 
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infinies. Cette théorie a été faite par Krull*), dont nous emploierons 
les résultats. 

Les groupes qui s'introduisent dans cette théorie seront d’abord 
rapidement étudiés & part, du point de vue de la pure théorie des 
groupes. 

Considérons une suite infinie de groupes finis G,(n = 1, 2, ...) de 
laquelle nous supposons qu'il y a pour chaque » un homomorphisme 
déterminé 7, appliquant G,,, sur G,. Grice & ces homomorphismes, on 
peut définir un groupe limite de cette suite de groupes (ce groupe dé- 
pendant bien entendu en général de la suite J, des homomorphismes). 
Pour cela appelons suites convergentes les suites formées en prenant dans 
chaque G, un élément o,, les choix étant faits de maniére telle que 
I,On41 = G, (d’ot il résulte en particulier que le choix de o, détermine 
entiérement les o, ot n’ =n). Ces suites peuvent étre considérées 
comme les éléments d’un nouveau groupe G, en Jes soumettant a la loi 
de composition suivante: le produit des suites (0,, o,,..., Gn, ...) et 
(0;, 02, .; +» Gay ---) e8t la suite (6, 0;, 0,03, ..., G,On, ...). Cette loi de 
composition satisfait en effet aux postulats de la théorie des groupes. 

De plus les éléments de ce groupe peuvent étre considérés comme 
les points d’un espace topologique métrique, la distance des suites 
(0,, Gg, +++) Ony +++) Cb (0, Og, ..., Ory --.) Stant définie comme égale 
& 1/t si i est le plus petit indice tel que o, + 9}. 

Nous n’aurons & considérer dans la suite que des sous-groupes qui, 
considérés comme sous-ensembles de cet espace, sont fermés. Nous omet- 
trons d’énoncer explicitement cette condition quand nous parlerons de 
sous-groupes. 

Si o = (0,, 64, ..., Gp, .--), élément o, de G, sera appelé le com- 
posant de o dans G,,. 

Lemme 1. On obtient tous les sous - groupes g de G en prenant dans 
chaque G, un sous-groupe g,, tel que I,gn+1 = Gn: les éléments de g sont 
les suites pour lesquelles le composant dans G,, appartient a gp. 


En effet, considérons un sous-groupe g; les composants des éléments 
de g dans G, forment un sous-groupe g,. D’autre part, en vertu de la 
condition imposée aux suites considérées, les composants dans G, 
se déduisent par application de J, des composants dans G,,,. Par 
suite g, = 1,9,4:. Soit ¢ =(0,, o,, ..., O,, .--) un élément de G 
tel que le composant dans G, appartienne 4 g,, quel que soit m. Il y a 
donc pour chaque » un élément o” de g dont le composant dans G, 

*) Voir Krull, Galoissche Theorie der unendlichen algebraischen Erweiterungen, 
Math. Annalen 100, p. 687. 
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est o,. Ses composants dans les G,,, n’ < n, sont les o,, et par suite 
la distance de o & o™ est < 1/n:o étant limite d’éléments de g, appar- 
tient & g. Réciproquement, étant donnée une suite de sous-groupes g, 
telle que g, = 1,gn41, On vérifie tout de suite que les suites de G dont 
le composant dans G, appartient quel que soit n a g, forment un sous- 
groupe. 

Lemme 2. Pour que g soit invariant dans G, il faut et suffit que, 
quel que soit n, g, soit invariant dans G,,. 

Car le composant dans G, du transformé de l’élément o de G@ par 
élément rt est le transformé par le composant de + du composant de a. 

Lemme 3. Si g est invariant dans G, I,, induit un homomorphisme 
de Gaiilgnar @ In-Gnii/9n+1 = Galgn; done les groupes G,/g, ont une 
limite. Cette limite est G/q. 

En effet, les éléments d’une classe de G,., (mod g,,,) sont appli- 
qués par J, sur les éléments d’une classe de G, (mod g,). J, définit 
donc une correspondance entre les éléments de G,.,/gn4, et ceux de 
G,/9,. On vérifie tout de suite que cette correspondance est encore un 
homomorphisme du premier de ces groupes sur le second: c’est cet homo- 
morphisme que nous désignons par J,. Si (¢,, 05, ..., Gn, --.) est une 
suite d’éléments ot o, est dans G,,/g,, la suite étant telle que J,,0, 4; = o,, 
cette suite représente un élément de la limite des groupes G,/g,. Prenons 
dans chaque og, considéré comme classe d’éléments de G, (mod g,) un 
élément réprésentatif 6,: on peut faire ces choix de maniére & ce que 
I,6n+1 = 6,- Supposons en effet la condition réalisée pour les n pre- 
miers indices. L’élément J, 6,,, est un élément de G, qui appartient a 
la méme classe (mod g,) que 6,, donc qui est de la forme 6,7,, ou T, 
est dans g,. Comme g, = [,g,4;, on peut choisir un élément 7,4, de 
9n+1 tel que I, 7,4; = T,. Si nous remplagons 6,;, par Gn, Tai, la 
condition sera réalisée pour les n+ 1 premiers indices. Cette vondition 


étant supposée réalisée, la suite (6,, 6, ..-, Gn, -.-) représente un élément 
de G, qui n’est évidemment défini par la donnée des o, qu’a un élément 
prés de g. Par suite la suite (c,, ¢,, ..., On, ..-) définit univoquement 


un élément de G/g. On a ainsi une correspondance entre les éléments 
de la limite des G,/g, et les éléments de G/g. On vérifie tout de suite 
que cette correspondance est une isomorphie. 


Limites de produits directs. 

Considérons une infinité dénombrable de groupes G,. Construisons 
pour chaque m le produit direct H, de G,, G,, ..., G,. 

Il existe un homomorphisme J, de H,,, sur H, obtenu en rempla- 

gant par 1 dans |’expression d’un élément de H ,,, les éléments de G, ,,. 
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Donec les groupes H, ont une limite H, que nous appellerons produit 
direct des groupes donnés. Cette limite est indépendante de l’ordre dans 
lequel sont rangés les groupes*): en effet, elle peut encore étre définie 
de la maniére suivante: choisissons d’une maniére quelconque dans chaque 
G,, un élément s,, et considérons les ensembles M ainsi obtenus. Appelons s, 
le composant de M dans G,. Définissons le produit de deux ensembles 
comme l'ensemble dont les composants sont les produits des composants 
correspondants des ensembles donnés. Moyennant cette loi de compo- 
sition, les ensembles M forment un groupe. Ce groupe est isomorphe 
au produit direct que l’on vient de définir. Supposant en effet les 
groupes G,, rangés dans |l’ordre de leurs indices, M étant un des ensembles 
précédents, appelons o, |’élément de H,, produit des éléments s,, s,, ..., 8, 
de G,, G,, ..., @,. La suite (9,, ..., o,, ...) définit un élément du pro- 
duit direct que nous ferons correspondre & M. Cette correspondance est 
une isomorphie du groupe des M et du produit direct. 

Ceci posé, si nous appelons G, le groupe cyclique d’ordre p , p étant 
un nombre premier déterminé, il y a un homomorphisme et un seul J,, 
appliquant G,,, sur G,. Done les groupes G, ont une limite G qui ne 
dépend que de p. Ce groupe @ sera appelé groupe idéal - cyclique 
d’ordre p* *). 

Soit maintenant une suite de groupes G, cycliques d’ordres respec- 
tifs f, tels que f,,/f,4,- Donnons-nous pour chaque nm un homomorphisme I, 
appliquant G,,, sur G,, et soit G la limite ainsi définie des groupes G,,. 
Soit d’autre part F le nombre idéal limite des /, et soit F = JT p%, les p, 
étant des nombres premiers. 


Lemme 4. Le groupe G est le produit direct des growpes cycliques ou 
idéal-cycliques d’ordres p% . 


En effet chaque G, peut étre considéré comme produit direct de 
groupes d’ordres puissances de nombres premiers, qui sont des sous- 
groupes de G,. Considérons les éléments de G dont tous les composants 
sont des éléments dont J’ordre est une puissance de p,. Ces éléments 
forment un sous-groupe de G@ qui est le groupe cyclique ou idéal-cyclique 
d’ordre p%. En effet ce groupe est la limite des sous-groupes de G, 
obtenus en prenant les éléments de G, dont l’ordre est une puissance 
de p,; Soit g, ce groupe. Soit maintenant (¢,, o,,..., O,,...) un élé- 
ment quelconque de G. Décomposons chaque o, en produit d’éléments dont 

8) Tout au moins au point de vue de la pure théorie des groupes. La pro- 
position est d’ailleurs également vraie au point de vue topologique, mais exige une 
démonstration spéciale. 

*) Désignation introduite par Priifer. 
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les ordres sont des puissances de nombres premiers différents, ce qui n’est 
possible que d’une maniére. Soit o le facteur de o, dont l’ordre est 
une puissance de p,. La suite (0%, of, ..., 0, ...). représente un élé- 
ment de g; Nous associerons 4 |’élément donné de G l’ensemble de tous 
ces éléments, considéré comme élément du produit direct des g; On 
vérifie tout de suite que cette correspondance est une isomorphie de G 
et du produit direct des g,;, ce qui démontre le lemme. 

Il en résulte que la structure de G ne dépend que du nombre F. 
Le groupe G est appelé groupe idéal-cyclique d’ordre F*). (Si F est fini, 
c'est le groupe cyclique ordinaire d’ordre F.) 


Lemme 5. Soit une suite G, de growpes abéliens de type (p, p, ..., Pp), 
@ ordres p/", avec fy <= fni1- Soit I,, un homomorphisme appliquant G, ., 
sur G,. Ces homomorphismes définissent une limite G des groupes G,. 
Cette limite est produit direct Pune infinité dénombrable ou d'un nombre 
fini de growpes cycliques d’ordre p. 

En effet G,,, peut toujours étre considéré comme produit direct 
de G, et d’un groupe de type (p, p, ..., Pp), Jn. La limite de G, peut 
étre considérée comme le produit direct des g, dont chacun est produit 
direct d’un nombre fini de groupes d’ordre p. 


IV. Les groupes de décomposition ef d’inertie. 

A partir de maintenant K représentera toujours une extension infinie 
relativement galoisienne de k. Nous pourrons toujours trouver une suite 
d’extensions finies galoisiennes K, de k de limite K. En effet si K, est 
une suite quelconque d’extensions finies de k de limite K, il suffit d’ap- 
peler K, le composé de K, et de ses conjugués relatifs par rapport a k. 

Nous prendrons a partir de maintenant une telle suite approximante 
en considération. Désignons par G,, le groupe de Galois de K,, par rapport 
& k. Il existe pour chaque m un homomorphisme appliquant G, ,, sur G,. 
En effet, soit o, ,; un élément de G, ,,. Comme automorphisme de K,, , , 
il produit une permutation des nombres de K,, entre eux, qui est un 
automorphisme de K, que nous appellerons automorphisme induit dans K,, 
par o,,,°). Si o, est cet automorphisme, et si on pose J,0,;; = oy, il 
résulte tout de suite de la théorie élémentaire de Galois que J, est un 
homomorphisme de G,,, sur G,. Par suite les groupes G, ont une 
limite G. Ce groupe G est le groupe de Galois de K par rapport A k. 


5) Nous appellerons de méme groupe induit dans K, par un groupe d’auto- 


morphismes d’un corps contenant K, le groupe des automorphismes induits dans K, 


par les éléments de ce groupe. 





np iin ten tee 
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En effet tout automorphisme o de K par rapport & k induit dans chaque 
K, un automorphisme o,, et on a J,6,,.; = 6,. Réciproquement, si 
(0,05, ~. +) Gm, ---) Teprésente un élément de G, il y a toujours un élément 
du groupe de Galois de K qui induit dans chaque K,, |’automorphisine ¢o,,. 

En effet, un nombre « de A est contenu dans tous les K, pour 
n > n,, et les nombres o,,a (n > n,) sont tous égaux 4 un méme nombre oa. 
La correspondance a — oa est un automorphisme de K par rapport a k. 
Si nous l’associons 4 la suite (¢,,0,,...,0,,...) nOuS avons un isomor- 
phisme de @ et du groupe de Galois. 

Si K’ est un corps compris entre K et k, les automorphismes de K,, 
par rapport 4 [K,, K’] forment un groupe g, et on a [,9,41 = gn. Done 
les groupes g, ont une limite qui est un sous-groupe g de G, qui est le 
groupe des automorphismes de K par rapport a K’. Réciproquement 
tout sous-groupe g de G@ s’obtient comme limite d’une suite de sous- 
groupes g, de G,, telle que I,g,+1 = gn; & Ce sous-groupe correspond au 
sens de la théorie de Galois un sous-corps K, et la suite des corps K,, 
a une limite K’, qui est telle que [K’,K,] = K,. Le corps K’ est le 
corps des nombres invariants par toutes les opérations de g, et 7 est le 
groupe des automorphismes Jaissant invariants tous les nombres de K’ *). 

On montre exactement comme dans la théorie élémentaire de Galois 
que la condition nécessaire et suffisante pour que A’ soit relativement 
galoisien par rapport & k est que g soit un sous-groupe invariant de G, 
le groupe de Galois de K’ par rapport a k étant alors G/g, qui est la 
limite des G,,/g,, 

Ceci posé, soit {8 un idéal premier de X. Nous définirons encore le 
groupe de décomposition de $ comme étant le groupe des automorphismes 
permutant entre eux les nombres de $, et le groupe d’inertie comme 
étant le groupe des automorphismes o tels que, pour tout entier A de K, 
on ait 

oA =A (mod $). 

Lemme 6. §, éant l’idéal premier de K,, divisible par f, les groupes 
de décomposition et d’inertie de J, (par rapport a k) ont des limites, qui 
sont les groupes de décomposition et d’inertie de . 


Démontrons-le par exemple pour le groupe d’inertie. Désignons 
par Gi” le groupe d’inertie de f, dans K,. En vertu de H. Th. 13, on 


a I,G,,, = G,, et par suite les G, ont une limite qui est composée de 
toutes les suites (o,,0,,...,0,,...) pour lesquelles, A étant un entier 


6) C’est la le résultat le plus important du mémoire de Krull ?). Nous rap- 
pelons que nous ne considérons que des sous-groupes fermés. 
Mathematische Annalen. 108. 46 
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queleonque de K,, on a o,A = A (mod f,); la congruence a aussi lieu 
(mod f) et par suite cette limite fait partie du groupe d’inertie de P. 
Réciproquement, si o est une substitution du groupe d’inertie de $, et 
si o, est l’automorphisme induit par o dans K,, on a pour un entier 4 
de K;, o, A = A (mod f). Comme [#, E,] = $,,, la congruence a aussi 
lieu (mod $,,)-et par suite o appartient 4 la limite des groupes d’inertie 

On a une démonstration identique pour le groupe de décompo- 
sition. 

Théoréme 7. $ dant un idéal premier de K, F son degré relatif par 
rapport a k, le growpe d’inertie est un sous-groupe invariant du groupe de 
décomposition et le growpe quotient est le growpe idéal-cyclique dordre F. 

En effet, le groupe d’inertie G® est limite du groupe d’inertie qo 
de f,, dans K,, et le groupe de décomposition est limite du groupe de 
décomposition Gi” dans K,. Comme G{” est un sous-groupe invariant 
de G&, G® est un sous-groupe invariant de G et le groupe quotient 
est limite du groupe quotient G{”/G{. Ce dernier est cyclique et a pour 
ordre le degré relatif de %,, par rapport 4 k (H. Th.5). Ce degré relatif 
ayant pour limite F, le théoréme 7 est démontré. 


Théoréme 8. Soient un idéal premier de K, K un sous-corps de K 
contenant k, G le groupe de K par rapport a k, g son growpe par rapport 
a K, G® et G® les groupes de décomposition et dinertie de ® par rap- 
port a k; 

1. Les growpes de décomposition et d’inertie de J par rapport a4 K 
sont [G, g] et [G, g]. 

2. Si K est galoisien par rapport a k, soit J Vidéal premier de K 
divisible par J. Les groupes de décomposition et d’inertie de $ par rapport 
a k sont Gg/g a& G® g/g. 

Ce théoréme se démontre trés facilement 4 partir des définitions: il 
suffit de reproduire le raisonnement du théoréme correspondant pour les 
corps finis (Voir par exemple Herbrand, Sur la théorie des groupes de 
décomposition, d’inertie et de ramification, Journ. de Liouville, 1932). 
On peut aussi le démontrer par passage 4 la limite comme conséquence 
de H Th. 13 dont il est la généralisation directe. Démontrons par exemple 
la seconde partie. Choisissons une suite de sur-corps galoisiens finis K, de k 
de limite K, et posons [K,, K] = K,. Soient G,, g, les groupes de K, par 
rapport a k, K,; $, et $B, les idéaux premiers de K, et K,, divisibles 
par, G.” le groupe d’inertie de §, par rapport a k, Gf” le groupe 
d’inertie de $,, par rapport & k. On a (H. Th. 13) 


y(1) 
G,, = = 9nl Ins 
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D’autre part, il résulte également de H. Th.13 que 1,G°}, = Gf et on 
sait que J,9,41 = gn (I, désigne comme d’habitude l’homomorphisme 
de G, 4, sur G, obtenu en associant 4 un automorphisme de K,,,, |’auto- 
morphisme de K, qu'il induit). I] résulte de la que 7,@°), = Gi” et 
par suite la limite des groupes G,”, qui est en vertu du Th. 6 le groupe 
d’inertie de 3 par rapport a k, est égale 4 G@® g/g. (Voir Lemme 3, ch. II.) 
On a une démonstration identique pour les groupes de décomposition. 


V. Les groupes de ramification. 


La théorie des groupes de ramification dans les extensions finies 
telle qu’elle résulte du théoréme 30 de H.I ne s’étend pas en général 
aux extensions infinies. C’est ce qu’un exemple va nous montrer. Pre- 
nons comme corps de base le corps k des nombres rationnels; soit p un 
nombre premier impair et soit K,, le corps des racines p"-iémes de l’unité. 
Soit K l'ensemble des nombres de tous les corps K,; il résulte facilement 
des définitions que p est divisible dans K par un seul idéal premier p 
qui est infini, et d’exposant (p—1)p”. On désignera par p,, l’idéal 
premier de K,, diviseur de p. On a 


(@) = pe» 

—— oe 
p"—*(p—1) 
Donec tout idéal primaire de valeur > 0 est divisible par p, dés que n est 
assez grand. Or p, EH étant considéré comme un idéal primaire de K, 
cherchons son groupe de ramification, c’est-a-dire l’ensemble des auto- 
morphismes o de K tels que, pour tout entier A de K, on ait 


oA =A (modp,£). 


et par suite p, ZH est dans K un idéal fini de valeur 


Soit o une opération de ce groupe, et soit o,, l’automorphisme induit 
par o dans K,,. Désignant par ¢,, la racine de l’unité qui engendre K,,, 
on doit avoir 


Ont mente = Catm (mod p?” ). 


n+™m 
Or nim Cnim est de Ja forme Oi4m, et Crim n’est divisible par p/” | 
que si a— 1 = 0 (mod). Pour cela il faut et il suffit que o,4 soit 


la puissance p™-iéme d’une opération du groupe de Ky .m, c’est-a-dire 
que o,;m laisse invariants les nombres de K,,. Mais o,, est précisément 
lautomorphisme de K,, induit par o,;: donc o, = 1, ceci quel que 
soit m, et par suite o = 1. Donc, comme le groupe de ramification de 
tout idéal primaire est contenu dans celui d’un p, EZ, il n’y a aucun 


46* 
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groupe de ramification +1. Ce qui montre que le théoréme 30 ne peut 
pas s’étendre, puisqu’il affirme que les groupes de ramification d’un sous- 
corps peuvent toujours étre obtenus comme ensemble d’automorphismes 
induits par les automorphismes de groupes de ramification du sur -corps. 
Si on veut conserver cette proposition, il faut remplacer les groupes de 
ramification par d’autres groupes que nous allons définir: 

K étant une extension galoisienne infinie de k, K,, étant une suite 
d’extensions galoisiennes finies de k de limite K, nous appellerons groupe 
de ramification limite de K pour un idéal premier $ tout sous- groupe 
du groupe de Galois de K qui est limite de groupes de ramification 
relatifs aux idéaux premiers J, des corps K, par rapport a k qui sont 
divisibles par $. 

Dans ces conditions, nous retrouvons une proposition analogue 


a H.Th.30_ En effet: 


Lemmé 7. Si K’ est une extension finie galoisienne de k contenue 
dans K, tout groupe de ramification de K' par rapport a k est induit 
par les opérations d'un groupe de ramification limite de K. 


En effet K’ est contenu dans un des corps de la suite K, que nous 
pouvons supposer étre K,. Par suite (H. Th.30) les opérations d’un 
groupe de ramification de K’ sont induites par celles d’un groupe de 
ramification de K,, que nous appellerons R,. Toujours en vertu du méme 
théoréme, il existe pour chaque m un groupe de ramification dont les 
opérations induisent R, dans K,, ces groupes étant définis de proche en 
proche de maniére 4 ce que, si R, est le groupe de ramification dans K,, 
on ait 7, Rai, = R,. La suite des groupes R, a donc pour limite un 
groupe de ramification limite R de K’ qui répond a la question. 

Lemme 8. De deux groupes de ramification limites R, R’ Vun est 
toujours contenu dans Vautre. 


En effet, soient R,, R, les groupes des opérations induites dans K,, par 
celles de R, R’. Si, quel que soit nm, on a R, = R,, les groupes R, R 
sont égaux. Sinon, il existe un n» tel que, par exemple, FR, soit un sous- 
groupe propre de R,. Soit n’ > n; les groupes R,, R, sont des groupes 
de ramification de K,,. Donec l’un est nécessairement contenu dans |’autre. 
D’autre part ils induisent dans K, les groupes R,, R,. Done c’est 
nécessairement R,,, qui est contenu dans R,,, et par suite R’ est contenu 
dans R. 


I] en résulte que les groupes de ramification limites forment un en- 
semble ordonné linéairement. On peut considérer cet ensemble comme 


un ensemble linéaire métrique, en convenant d’appeler ; la distance 





eut 
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de deux groupes de ramification limites si K,; est le plus petit 
corps de la suite K, tel que les groupes qu’y induisent R et R’ soient 
différents. 


Définition. Nous appellerons une suite R™ de groupes de rami- 
fication limites convergente quand, pour tout nombre e, il existe un 
entier N, tel que si nm >WN,, on ait, p étant un entier quelconque, 
dist. (R™, R™*+P) < e. Il en résulte que si R, est le groupe induit par R 
dans K; il existe un entier N; tel que pour n > N, le groupe R{” soit 
toujours le méme. Ce groupe étant désigné par R;, la suite des groupes R; 
a elle-méme une limite R, que nous appellerons limite de la suite con- 
vergente considérée. 


Montrons que de toute suite infinie de groupes de ramification 
limites R™, on peut extraire une suite partielle convergente: le corps K, 
n’ayant qu'un nombre fini de groupes de ramification distincts, on peut 
extraire de la suite donnée une suite partielle dont tous les groupes in- 
duisent dans K, le méme groupe. 

En procédant de la méme maniére, de proche en proche, on formera 
une suite de suites S,; extraites de la suite donnée telle que tous les 
groupes de S; induisent dans K; le méme groupe. Ces suites étant 
supposées écrites les unes au-dessous des autres, la suite diagonale sera 
une suite convergente extraite de la suite donnée. 


Lemme 9. L’ensemble des growpes de ramification limites est indépen- 
dant de la suite approximante de K choisie. 


En effet, soit K, une autre suite d’extensions galoisiennes finies de k 
ayant pour limite K, et soit donnée une suite R, ot R, est un groupe 
de ramification de Kn, la suite étant telle que le groupe induit dans K, 
par R,., soit Ry. En vertu du lemme 7, il existe pour chaque m un 
groupe de ramification limite R™ de K (défini au moyen de la suite K,) 
tel que R™ induise dans K, le groupe R,. La suite des groupes de 
ramification limites R™ est convergente, car un corps K,, fixe se trouve 
contenu dans tous les K,,, d’indice assez grand, et par suite les R™ cor- 
respondants y induisent le méme groupe de ramification. Soit R le limite 
de cette suite convergente, et considérons un corps K, fixe. II existe 
un K,,, qui le contient, et par suite le groupe qui y est induit par R est 
identique au groupe induit par Ry, Ry étant le groupe induit par R 
dans Ky. Mais Ry est encore le groupe induit dans K, par un R,» 
d’indice assez grand. Comme R,, induit R, dans K,, R induit R, dans K,.. 
et R est le groupe de ramification limite défini par la suite R, de groupes 
de ramification des K,,, ce qui démontre le lemme. 











714 J. Herbrand. 


Il est clair, en vertu de leur définition, que les groupes de rami- 
fication limites sont des sous-groupes du groupe d’inertie. On sait que 
pour les extensions finies, les groupes de ramification sont des sous-groupes 
invariants du groupe de décomposition. Ii en résulte tout de suite par 
passage & la limite que les groupes de ramification limites sont des sous- 
groupes invariants du groupe de décomposition. 

Pour généraliser les théorémes 6 et 24, il faut introduire la notion des 
groupes de ramification consécutifs: deux groupes de ramification limites R, 
R’ sont dits consécutifs sil n’y en a aucun autre entre eux. On a 
alors le 


Lemme 10. Si R, R’ sont des groupes de ramification limites 
consécutifs pour un idéal premier diviseur du nombre premier p, le 
groupe R/R’ est dordre puissance de p, ou limite de groupes dordres 
puissances de p. 

Soit K,, une suite d’extensions galoisiennes finies de k de limite K, 
et soient R,, R, les groupes induits dans K,, par R et R’. Le groupe R/R’ 
est limite des groupes R,/R, et R,, R, sont des groupes de ramification 
consécutifs de K,, car s'il y avait entre eux un autre groupe de rami- 
fication Ry, il y aurait entre R et R’ un groupe de ramification limite R” 
induisant Ri; dans K,,. Le lemme résulte alors de H. Th. 4. 


Pour aller plus loin, il faut supposer que $ est complétement 
ramifié par rapport a k, c’est-i-dire que la partie infinie de |’exposant 
absolu de lidéal premier p de k divisible par $ est premiére & p. Alors 
on obtient tout de suite par passage 4 la limite 4 partir de H. Th. 24, 
25, que: . 


Lemme ll. } dant supposé complétement ramifié, le growpe quotient 
de deux groupes de ramification conséculifs est produit direct de groupes 
Wordre p (en nombre fini ou infini). Si Vexposant réduit relatif de ¥ 
est &, il y a un groupe de ramification maximum, et le groupe quotient 
du groupe dinertie par ce yroupe est idéal-cyclique dordre e. 

Pour avoir un énoncé général, nous conviendrons dans le cas des 
extensions finies d’appeler encore groupes de ramification limites les 
groupes de ramification ordinaires. Ceci posé, on a le théoréme suivant: 


Théoréme 9. Soit K’ un sous-corps de K galoisien par rapport a k. 
L’ensemble des growpes de ramification limites de K’ par rapport a k est 
identique 4 Vensemble des groupes induits dans K’ par les growpes de »ami- 
fication limites de K par rapport a k. 


1. Si K’ est une extension finie de k, la proposition a déja été 
démontrée au lemme 7. 
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2. Si K’ est une extension infinie de k, un groupe de ramification 
limite de K induit dans tout sous-corps fini et galoisien de K’ un groupe 
de ramification. I] en résulte qu’il induit dans K’ un groupe de rami- 
fication limite. Réciproquement soit R’ un groupe de ramification limite 
de K’ par rapport a k, et soit K, une suite d’extensions galoisiennes 
finies de k de limite K’. R’ induit dans chaque K, un groupe de rami- 
fication R,, qui est aussi induit dans K, par un groupe de ramification 
limite R™ de K. De la suite R™ on peut extraire une suite con- 
vergeant vers un groupe de ramification limite R qui induit dans K’ le 
groupe R’. 


Théoréme 10, Soit K’ un sous-corps de K relativement galoisien 
appartenant au sous-growpe g du groupe de Galois G de K. Soit PB un 
idéal premier de K. Tout groupe de ramification limite pour J de K par 
rapport a K’ est de la forme [R,g], R dant un growpe de ramification 
limite de K par rapport 4 k pour J. Réciproquement, si $ est compleéte- 
ment ramifié, tout growpe de cette forme est un growpe de ramification 
limite de K par rapport a K’ (si K est fini par rapport ad K’, on peut 
supprimer la condition K’ galoisien par rapport a k). 

1) Nous supposerons d’abord que K est une extension finie de K’. 
Soit K, une suite d’extensions finies galoisiennes de k de limite K, et 
soit K, = [K,, K’]. Soient G,, g, les groupes de K, par rapport 4 &, 
K,,, et soit Z, VYhomomorphisme appliquant un élément de G,,, sur 
lopération de G, qu'il induit. On a I,g,41=g,. De plus, g étant 
fini, on peut supposer tous les g, isomorphes & g. Soit r un groupe de 
ramification de K par rapport 4 K’, et soit r, le groupe correspondant 
& r dans g,. Par un raisonnement copié sur celui de la démonstration 
de H. Th. 4, on voit que 7, est un groupe de ramification de K,, par 
rapport & K,. Par suite, en vertu de H. Th. 30, il existe un groupe de 
ramification R, de K, par rapport a k tel que r, = [R,,9,]; d’aprés le 
lemme 1 il existe un groupe de ramification limite R de K induisant dans 
K,, le groupe R,: on a [R,g] = 7, car une opération de g est bien déter- 
minée par la donnée de l’automorphisme de K,, qu’elle produit, ce qui 
prouve la premiére partie du théoréme. 

Pour prouver la seconde partie, remarquons que dans |’hypothése de 
la compléte ramification, tout groupe de ramification de K, par rapport 
& K;, est aussi un groupe de ramification de K par rapport & K’, au 
moins pour m assez grand. En effet, nous pouvons trouver des corps 
finis Kz, K;* tels que: 

1. K* Cc K,, Ki} c K,, K% soit galoisien par rapport 4 K;" et le 
groupe de Kf par rapport 4 K;* soit isomorphe 4 g,; 
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2. Tout groupe de ramification de XK, par rapport a Kj, soit 
un groupe de ramification de AK par rapport a K;* (en vertu de 
H. Th. 4). 


3 Les corps Kj forment une suite de limite K et les corps K;* 
forment une suite de limite K’. 

Alors, en vertu de H. Th. 23, tout groupe de ramification de Kf par 
rapport & K;*, pour m assez grand, est groupe de ramification de K par 
rapport 4 K’, ce qui prouve notre proposition. 

Or si R est un groupe de ramification limite de K, R induit dans K,, 
un groupe R, qui est groupe de ramification par rapport 4 k; done, 
en vertu de H. Th. 30, [R,,9,] est groupe de ramification de K,, par 
rapport & K,, et par suite [R,qg] est groupe de ramification de K par 
rapport & K’, ce qui prouve la seconde partie du théoréme. 

2) Supposons maintenant que K soit une extension infinie de K’ 
Gardant les notations de la premiére partie, nous pouvons considérer K 
comme la limite des corps K’K, qui sont des extensions galoisiennes 
finies de K’. r, étant un groupe de ramification limite de K par rapport 
a K’, est défini par une suite de groupes r,, oi 7, est un groupe de 
ramification de K’ K, par rapport 4 K’. De plus r,,, induit dans le 
groupe de K’K,, le groupe r,. K’K,, est une extension galoisienne de k 
et est une extension finie de K’. Il y a donc un groupe de ramification 
limite de K’K,, par rapport & k dont la partie commune avec le groupe 
g, de K’K, par rapport 4 K’ est r,. Ce groupe induit dans K, un 
groupe de ramification R,, et il y a un groupe de ramification limite de 
K qui induit R, dans K,. Soit R™ ce groupe. De la suite R™ on 
peut extraire une suite convergeant vers un groupe de ramification 
limite R. Il y aura donc une suite de corps K,, tels que [R,g] y induise 
[R,,9n]; dans les corps K’ K,, correspondants, [R,g] induira r,, et par 
suite [R,g] = r. 

Réciproquement si R est un groupe de ramification limite de K pour un 
idéal complétement ramifié, R induit, en vertu du théoréme 9, un groupe 
de ramification limite de K’ K, par rapport & k; la partie commune de 
ce groupe avec g, sera un groupe de ramification de K’K, par rapport 
& K’, et sera d’autre part le groupe induit dans K’K,, par [R,g]. Il en 
résulte tout de suite que [R,g] est un groupe de ramification limite de 
K par rapport a K’. 

Les théorémes 9, 10 fournissent une généralisation partielle de H. 
Th. 30. 


Remarquons encore que tout groupe de ramification au sens ordinaire 
de K par rapport a k, c’est-d-dire un groupe formé de l'ensemble des 
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opérations o telles que, pour un idéal primaire UM et pour tout entier A 
de K on ait cA =A (mod 4%), est aussi un groupe de ramification limite. 
En effet, soit K, une suite d’extensions galoisiennes finies de k de limite 
K, et soit [U, Z,] = U,. Soit R, le groupe de ramification de K, par 
rapport & k pour U,. Le groupe R, contient toujours le groupe R,, 
induit par le groupe donné dans K,, et R, est la partie commune aux 
groupes induits dans K, par les R, pour n’ >; ces groupes induits 
sont, en vertu de H. Th. 50, des groupes de ramification de K,. Donec R, 
est aussi un groupe de ramification de K,, et par suite le groupe donné 
est un groupe de rarnification limite. 





(Eingegangen am 15. 7. 1932.) 














Uber einen Satz von Leau und die analytische 
Fortsetzung einiger Klassen Taylorscher und 
Dirichletscher Reihen. 
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Alexander Ostrowski in Basel. 
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§ 1. Vorbereitende Hilfssitze. 

§2. g(z) und G(z). 

§3. Integraldarstellung von p(s) fiir Rs > 0 (Satz I). 
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(Satz IT). 

§5. Fortsetzung von ¢ (s) langs eines Weges mit Selbstiiberschneidungen 
(Satz ITI). 

§6. Ein Beispiel. 


Einleitung. 
Auf L. Leau') geht der Satz zuriick, daB, wenn g(z) eine in allen 
Punkten 1/n, n = 1,2,..., definierte und in einer Umgebung des Null- 
punktes regulire Funktion ist, die durch die Taylorsche Reihe 


F (zx) = ¥o( ) a 


dargestellte analytische Funktion als ,,einzige Singularitat“ den Punkt z = 1 
hat. Allerdings bedarf eine solche Formulierung erst einer Prizisierung, 
da ja bekanntlich die Eigenschaft eines Punktes, singulir zu sein, durch- 


=| 


1) L. Leau, Recherche des singularités d’une fonction définie par un déve- 
loppement de Taylor, Journ. de Mathém. (5) 5 (1899), S. 365—425; s. insbesondere 
8. 405—407. Vgl. ferner G. Faber, Uber die Fortsetzbarkeit gewisser Taylorscher 
Reihen, Math. Annalen 57 (1903), S. 369—388. 
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aus vom Wege abhingt, auf dem man sich dem betreffenden Punkt nahert. 
Aus diesem Grunde pflegt man sich denn auch heute bei der Formu- 
lierung derartiger Satze in der Regel auf die Angabe eines Mittag-Leffler- 
schen Sternes zu beschrinken, d. h. man betrachtet nur geradlinige Fort- 
setzung vom Nullpunkt aus. Die naturgemiBe Fragestellung ist indessen 
diejenige nach den Wegen, lings deren eine bestimmte Funktion sich 
aus einem gewissen Bereiche analytisch fortsetzen la8t. Geht man nun 
den Leauschen Beweis unter diesem Gesichtspunkt durch, so ergibt sich, 


da8 er die analytische Fortsetzbarkeit von »'9(=) az” lings aller Wege 
v=1 

liefert, die vom Einheitskreis ausgehen, und — unter Annahme einer 

stetigen Tangente — keinen Kreis um den Nullpunkt beriihren. Zieht 

man noch den Monodromiesatz heran, so folgt aus der Leauschen Beweis- 


fiihrung, da8 > 9(=) x” in jeden Punkt der Riemannschen Fliche von 
v=1 

lg (1— 2) fortsetzbar ist, wenn man aus dieser Fliche sdmtliche Kreis- 

scheiben mit |z| < 1 herausschneidet, die sich nicht im Hauptblatt, in dem 

die Potenzreihe konvergiert, befinden. 


Im wesentlichen im gleichen Umfang hat auch G. Faber den Leau- 
schen Satz auf ungleich einfacherem Wege einige Jahre spiter bewiesen. 
An der betreffenden Stelle fiigt aber Herr Faber hinzu (l.c., 8.371): 
Es steht zu vermuten, daB die im allgemeinen unendlich vieldeutige 
Funktion F(z) auch in ihren anderen Zweigen keine weiteren singularen 
Punkte hat als die Punkte 1, o und den Nullpunkt; doch folgt dies 
aus unserer Analyse nicht, da man stets nur den Kinheitskreis des 
obersten Blattes behalt, wenn man den Schnitt lings einer der obigen 
logarithmischen Spiralen fiihrt, man also iiber das, was innerhalb des 
Einheitskreises der iibrigen Blatter geschieht, keine Aussage machen 
kann.“ 


Die hierin enthaltene Vermutung trifft nun in der Tat zu; es gilt 

allgemein der Satz, daB »'9(=) a” sich lings jedes auf der Riemann- 
v=1 

schen Fliche von |lg(1—2z) verlaufenden und den Punkt 0 nicht treffenden 
Weges fortsetzen laBt, d.h. also, lings jedes vom Nullpunkt ausgehenden 
und im iibrigen weder 0 noch 1 noch oo treffenden Weges. 

Man kann unseren Satz weiter dahin verallgemeinern, da8 fiir 
eine wie oben charakterisierte Funktion g(z) und fiir eine Potenzreihe 


foo) 


f(z) = D>) a2" mit von 0 verschiedenem Konvergenzradius auch die 


v=0 
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Reihe ps g (+) a, z” von z = 0 aus lings jedes weder 0 noch oo treffenden 
v=1 

Weges fortsetzbar ist, lings dessen f(z) sich fortsetzen laBt, und dieser 

Satz gilt allgemeiner auch fiir Dirichletsche Reihen: 


Ist f(s) = S'a,e~*”* eine etwa fiir Rs > a konvergente Dirichletsche 


y=1 


Rethe, und ist g(z) fiir alle Zahlen 1/4, definiert und in einer Umgebung 


von z = 0 regulir, so ist die Dirichletsche Reihe »9(z) a,e~*" aus 
vy=1 > 

der Halbebene Rs > « auf jedem ,,endlichen’ Wege fortsetzbar, ldngs 

dessen {(s) fortsetzbar ist. 


Auch dieser bereits reichlich allgemeine Satz 14Bt sich nun noch 
weitgehend verallgemeinern: Oben wurde iiber g(z) vorausgesetzt, daB es 


in der Nahe von z = 0 in der Form darstellbar ist: g(z) = 1 0,z’. 


v=1 
Die oben ausgesprochenen Sitze bleiben nun richtig, wenn man g(z) in 
der Nahe von z = 0 in der Form voraussetzt 


(1) g(z) = 5,2", 


wo k, eine beliebige monoton ins Unendliche wachsende Zahlenfolge durch- 
laufen, unter 2** fiir positive z der reelle Wert, fiir andere z seine geeignete 
analytische Fortsetzung zu verstehen ist und die Reihe (1) in einer Um- 
gebung des Nullpunktes konvergiert*). Man kann sogar noch allgemeiner 
fiir g(z) in einer Umgebung des Nullpunktes den Ansatz machen 


g(z) = {#dBw), b>0, 
t=b 
wo die komplexe Funktion B(t) in jedem endlichen Intervall der 
Integrationsstrecke von beschrinkter Variation ist. Bei diesen Verall- 
gemeinerungen ergibt sich allerdings zuniachst nur die Fortsetzbarkeit 
lings aller Wege ohne Selbstiiberschneidungen; fiir Wege mit Selbst- 
iiberschneidungen sind gewisse Zusatzbedingungen nétig. Andererseits 
kann man auch statt der Reihe /(s) allgemeiner ein Integral von der 


2) Solche Reihen (die gelegentlich als irreguldre Potenzreihen bezeichnet werden, 
(s. W. Schnee, Uber irregulire Potenzreihen und Dirichletsche Reihen, I. Teil, Disser- 
tation, Berlin 1908) gehen durch die Transformation z = ¢~* in Dirichletsche 
Reihen iiber, so daB offenbar der vollstandige Konvergenzbereich solcher Reihen 
eine im Nullpunkt logarithmisch verzweigte Kreisscheibe ist. 
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Form { e~**d A(A), a > 0, annehmen, so da8 das wichtigste im folgenden 


zu beweisende Resultat folgendermafen lautet: 
Es seien A(A), B(t) auf jedem endlichen Teilintervall von (a, ©) 
bzw. <b, ©) von beschriinkter Variation, 


(2) f(s) = fe-*dA(d), a >0, 
set konvergent fiir Rs > a, « > — ow; es sei ferner g(z) fir O<z2< = 


stet ig und 


g(z) = j zd Bit), b>0, 
t=b 
fiir |z| << B, B > 0, wo das Integral fiir |z| < B konvergent ist. Dann 
ist das Integral 


(3) o(s) = | g(+)e-*a 4 (2) 

ae .. 
konvergent fiir Rs > «a und ist aus der Konvergenzhalbebene auf jedem ganz 
im Endlichen verlaufenden Wege ohne Selbstiiberschneidungen fortsetzbar, auf 
dem }(s) fortsetzbar ist. 

Ist aber g(z) in einer Umgebung des Nullpunktes eindeutig und regular, 
so sind auch alle ganz im Endlichen verlaufenden Wege mit Selbstiiber- 
schneidungen zugelassen, auf denen f(s) fortsetzber ist. 

Um aber auch die Fortsetzung lings Wegen mit Selbstiiber- 
schneidungen allgemein behandeln zu kénnen, fiihren wir den Begriff der 
Spurwege eines gegebenen Weges ein. Wir kénnen uns dabei prinzipiell 
auf Wege mit gewohnlichen Doppelpunkten in endlicher Anzahl beschranken 
und diirfen sie sogar als Streckenziige annehmen — wie aus dem Mono- 
dromiesatz leicht folgt. La8t man nun aus einem solchen Wege eine 
beliebige Schleife weg, l4Bt man sodann aus dem entstehenden Weg, falls 
er noch weitere Schleifen besitzt, eine weitere Schleife weg usw., so sollen 
simtliche im Laufe derartiger Verkiirzungsprozesse entstehenden Wege als 
Spurwege des urspriinglichen Weges bezeichnet werden (vgl. Fig. 3, 4, 5 im §5). 
Unter Benutzung dieses Begriffs lassen sich nun die zu den Bedingungen 
unseres oben ausgesprochenen Satzes im allgemeinen Falle hinzukommenden 
Zusatzbedingungen sehr einfach formulieren; es geniigt, zu verlangen, 
daB f(z) aus der Konvergenzhalbebene nicht nur lings des betreffenden 
Weges, sondern auch lings aller seiner Spurwege fortsetzbar ist. — Diese 
Bedingung ist z.B. immer erfiillt, wenn die Riemannsche Flache der 
Funktion /(z) eine symmetrische ist oder, allgemeiner, in jedem Blatt die 
gleichen Randpunkte besitzt. 
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Das oben formulierte allgemeine Resultat fiir Wege ohne Selbst- 
iiberschneidungen wird in den §§3 und 4 als Satze i, II bewiesen; das 
soeben angegebene Resultat itiber Wege mit Selbstiiberschneidungen wird 
in §5 als Satz III hergeleitet, wo auch als zweiter Teil des Satzes III 
das auf eine Potenzreihe g(z) beziigliche Resultat bewiesen wird. In §6 
zeigen wir an einem Beispiel, da die auf die Spurwege eines gegebenen 
Weges beziigliche Zusatzbedingung nicht in allen Fallen entbehrt werden 
kann. 

Der Hauptgedanke unserer Methode besteht in der Einfiihrung der 
Funktion oo 


t 
Gi) = | ry 430. 
t=b 
mit deren Hilfe man eine einfache Darstellung fiir y(s) in der Gestalt 
eines bestimmten Integrals angeben kann. g(z) steht zu G(z) im wesent- 
lichen in analoger Beziehung, wie eine Potenzreihe zu der ihr assoziierten 
ganzen Funktion, wie sie z. B. in der Borelschen Summabilitatstheorie 
eine Rolle spielt. 

Auf die Eigenschaften von @(z) wird in §2 eingegangen, nachdem 
in §1 eine Reihe von Hilfssitzen hergeleitet ist, die sich zum Teil 
auf die Eigenschaften der Integrale von der Form (2), zum Teil auf 
Vertauschungen von Doppelintegralen im Falle der Stieltjesschen Inte- 
gration beziehen. 

Unsere Satze liefern bereits fiir den Fall Taylorscher Reihen — 
sogar fiir geradlinige Fortsetzung — etwas Neues, da der Leausche Satz bisher 


meines Wissens nicht auf Reihen von der Form > 9( +) a,2" ausgedehnt 
v=1 


worden war, obgleich das auf den Mittag-Lefflerschen Stern von 


> 9(=) a,x” beziigliche Resultat natiirlich direkt aus dem Hadamard- 
v=} 
schen Multiplikationssatz folgt. Die Tendenz dieser Verallgemeinerung 
lag allerdings nahe seit einigen Saitzen von G. Faber iiber Potenzreihen 
der Form 2 (n)a, 2", wo m(n) gewisse ganze Funktionen sind, und 
namentlich seit einem allgemeineren Satze von Cramér iiber Dirichletsche 
Reihen, der folgendermaBen lautet*): 

Ist G(z) eine ganze transzendente Funktion, die fiir ein k > 0 und 
jedes positive « fiir |\z| > R, der Ungleichung geniigt 
(4) |G (2)| S e# +r 

5) Cramér, Un théoréme sur les séries de Dirichlet et son application, Ark. 


for Mat., Astron. och Fys. 18, Nr. 22 (1919). — Bereits im Cramérschen Resultat 
wird vor allem Nachdruck auf Fortsetzungswege gelegt. 
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(also héchstens vom Typus k der Ordnung 1 ist), und hat eine Dirichletsche 
Reihe f(s) = Ya,e~*" eine endliche Konvergenzabszisse a, so hat die 


v=1 


Dirichletsche Reihe Dy G (A,) a, e ** eine Konvergenzabszisse — «+k und 


+=1 
ist lings jedes ganz im Endlichen verlaufenden Weges L fortsetzbar, der die 
Eigenschaft hat, daB f(s) in allen Punkten mit dem Abstand = k von L 
requlir ist. 

Weder der von Herrn Cramér gegebene Beweis seines Satzes, noch 
der von mir‘) angegebene einfachere Beweis sind auf den Fal] anwendbar, 
wo G(z) nicht mehr als ganz vorausgesetzt wird, sondern die obigen Vor- 
aussetzungen nur fiir |z| >> R gemacht werden. Unser oben formuliertes 
Resultat gestattet nun, den Cramérschen Satz fiir A, > 0 in entsprechender 
Weise auszudehnen. Denn es sei G (z) regulir und eindeutig fir R < |z| 
<0, und es gelte (4) fir alle |z| >R,=>R. Dann kann man nach 
dem Laurentschen Satze G(z) in der Form darstellen 


G(2) = G,(2) +@,(+), 


wo G,(z) eine ganze transzendente und G, (+) eine fiir \=| < ; regulare 
Funktion ist. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit darf 4, > R vor- 
ausgesetzt werden. Nun ist aber nach unserem oben formulierten Resultat 
ax: (x) a,e~*”* lings jedes ,,endlichen“ Regularitatsweges von /(s) fort- 
v=1 ¥ 


setzbar. Da aber G,(z) wiederum den Voraussetzungen des Cramérschen Satzes 


geniigt, gilt die Behauptung dieses Satzes fir JG, (A,)a, e*** und daher 


v=sj 


auch fiir 
= —A,e = 1) —i,e 
D> G(a) ae *v + D'6,(z)ae -y 
v,=1 v=] _® 
d. h. 
y’ y —A,s 
ys G (A,) a,e : 


Ubrigens gilt der von mir l.c. gegebene Beweis des Cramérschen 


Satzes ohne weiteres auch fiir Integrale von der Form j e~**d A (A), 80 
i=a 





4) A. Ostrowski, Einige Bemerkungen itiber Singularitaéten Taylorscher und 
Dirichletscher Reihen, Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 1923, 8. 39—44, 
vgl. insbesondere S.43—44. Vgl. ferner G. Pélya, Untersuchungen iiber Liicken 
und Singularitéten von Potenzreihen, Math. Zeitschr. 29 (1929), S. 549—640. 
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da8 damit auch die soeben angegebene Verallgemeinerung des Cramérschen 


1 


Satzes gleichfalls fiir Integrale fe-**dA (A), a> 0 bewiesen ist. Allerdings 
ergibt sich dabei nur die Unverzweigtheit von 


LTG(i,)ae*"" baw. { e-*#G(4)d A (A) 
auf dem zugehérigen Teilgebiet der Riemannschen Flache der urspriinglichen 
Funktion, wahrend im Falle, daB G(z) eine ganze Funktion ist, die bisherigen 
Beweise auch die Eindeutigkeit auf diesem Teilgebiet liefern — hervorgehoben 
wurde diese Eindeutigkeit erst von Pélya, auf 8.607 der in *) zitierten 
Arbeit. — Indessen kann im allgemeinen Falle auch nicht mehr als die 
,@A(2) 
A 


Unverzweigtheit erwartet werden, da ja z. B. bereits | e—+ als 
. i=a 
unbestimmtes Integral von fe 4* dA(A) unverzweigt, aber offenbar nicht 
isa 
notwendig eindeutig ist. 

Es sei ferner bemerkt, daB der Cramérsche Satz in seiner urspriing- 
lichen Formulierung, also fiir eine ganze Funktion G@(z), den Leauschen 
Satz selbstverstindlich nicht enthalt. Die von uns soeben hergeleitete 
Verallgemeinerung des Cramérschen Satzes gestattet dagegen, den Leau- 
schen Satz noch weiter zu verschirfen. — Man kann naimlich nunmehr 
von der Voraussetzung absehen, daB die Leausche Funktion g(z) im 
Nullpunkt regular ist, wenn sie in einer Umgebung des Nullpunkts regular 


ee 
und eindeutig ist und o (eli) ist fiir gegen Null konvergierende z und 


beliebig kleine positive «. Man braucht hierzu nur auf 9(~) unsere 
Verallgemeinerung des Cramérschen Satzes anzuwenden. Und ebenso 
ergeben sich offenbar durch einfaches Umschreiben aus dem_ ver- 
allgemeinerten Cramérschen Satz entsprechende Verscharfungen des Leau- 


schen Satzes fiir den Fall, daB fiir die Leausche Funktion g(z) nur die 


x+e 
Abschat-ung oct) fiir jedes positive e und ein festes & gilt. 
Dagegen sind auch in unserer Verallgemeinerung des Cramérschen 
Satzes die Fille noch nicht enthalten, in denen g(z) nicht mehr eindeutig 
in der Umgebung des Nullpunktes ist. 
Die Resultate dieser Mitteilung sind in einem wesentlich allgemeineren 
Satze enthalten, der an einer anderen Stelle veréffentlicht werden soll. 


foo 


Die Darstellbarkeit von g(z) in der Form eines Integrals f #a Bw) ist 
t=b 
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namlich fiir die Giiltigkeit unseres Resultats unwesentlich, und es reicht 
aus, anzunehmen, daB g(+) einer Ungleichung von der Form (4) mit 


k = O geniigt. Aber auch fiir k > 0 und fiir den Fall, daB g(z) nur in 
einem Winkelraum « > argz > f,a>0>8 definiert ist, lassen sich 
analoge, wenn auch naturgem&B etwas weniger besagende Aussagen machen. 
Indessen liefert der in dieser Mitteilung gegebene Beweis eines speziellen 
Falles eine explizitere Darstellung von q (s) und ist auch zur Herleitung 
des zweiten Teils des Satzes III sowie zur Konstruktion von Gegen- 
beispielen geeigneter. 


§ 1. 
Vorbereitende Hilfssitze 


Die Integrale von der Form (2) weisen weitgehende Analogien mit 
Dirichletschen Reihen auf. Insbesondere besitzt ein Integra! (2) eine 
Konvergenzabszisse «, die auch + oo sein kénnte, derart, daB es fiir Rs > « 
konvergiert und fiir Rs <a divergiert. Ferner konvergiert ein solches 
Integral gleichmaBig in jedem Bereiche Rs >a+e >a, |3s|< 7, und 
es konvergiert fiir s+ © gegen Null gleichmaBig in |3s| <= 7. Ferner 
ist die n-te Ableitung eines solchen Integrals durch das Integral 


(— 1)" [ a*e~*#d A(A) 
A=a 
mit der gleichen Konvergenzabszisse gegeben®). Andererseits gehéren 
hierzu auch die Integrale vom Typus 


(5) fed Bit), b>0, 
t=b 

5) Vgl. fiir die Beweise dieser Saitze A. Ostrowski, Uber das Hadamardsche 
Singularitatenkriterium in der Theorie der Taylorschen und Dirichletschen Reihen, 
Sitzungsber. d. Berl. Math. Ges. 27 (1928), 8.38/39. Man findet eine sehr eingehende 
und sorgfaltige Darstellung der Theorie solcher Integrale in der Arbeit von D.V.Widder, 
A generalisation of Dirichlet’s Series, Proc. Amer. Math. Soc. 31 (1929), 8S. 694 
bis 743. In dieser Arbeit findet sich auch auf 8. 732 eine Verallgemeinerung des 


Leauschen Satzes auf Integrale ( e*' da(t), wo a(t) far |t) >k analytisch (und 
(=o 

also insbesondere im unendlich fernen Punkt regular) ist. Fiir solche Integrale 

beweist Widder, daB sie in der lings der negativen reeilen Achse aufgeschnittenen 

Ebene regular sind, und dariiber hinaus in jedem Punkt der negativen reellen Achse, 

bis auf 0 und oc. Offenbar ist unser allgemeiner Satz auch auf solche Integrale (nach 


, r ee G ' , 
partieller Integration) anwendbar (da ec" de = — ist ) und liefert ihre 
8 





i 
Fortsetzbarkeit auf jedem Wege, der die Punkte 0 und oo nicht trifft. 
Mathematische Annalen. 108. 47 
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wie man sich sofort iiberzeugt, wenn man z= e~* setzt. Wir be- 
weisen zuerst: 


Hilfssatz 1. Ist A(A) auf jedem endlichen Teilstiick des Intervalls 
(a, ©) von beschrinkter Variation und ist das Integral 


(2) f(s) = fe-*dA(a), a>0 


i=ea 
fiir s = 0 > 0 konvergent, so gilt fiir At @ 
(6) A(A) = Ofer). 


Zum Beweis setze man fe 04d A(A) = B(r). Dann folgt 


Aa A 
A(a) — A(a) = [ @re-erd A(t) = | ed f(z) 


A 
= — ef eB (r)dr + ee? (a) — eB (a). 
Nun ist, wegen der Konvergenz von (2) fiir s = 0, B(t) gleichmaBig be- 
schrinkt fir a<+< ©, so daB dann 
(7) A@|S%, eot<o@ 
ist. Daher ergibt sich 


a 
| A (A)| S| A (a)| + c,e7¢ + 6,2 +6, 0 [eerdr. 


Und da das letzte Glied hierin den Wert c, (ee+ — e¢*) hat, folgt 
fir A> 1 
(8) |A(4)| S| A(a)| + 2c, €¢4 Sc, (0) er, 


w. z. b. w.°*). 


*) Die Formel (6) bleibt auch fair o < 0 richtig, wenn nur A(/) durch Hinzu- 
fiigung einer geeigneten Konstanten so normiert wird, daB Lim A(/j) = 0 ist. In 
Ato 


der Tat gilt dann analog wie im Text, #(r) = fe? ad A(A) gesetzt. 


oo oo 


A(a) = - e& e—& dA (r) = — e J ee" (x) de— et p (ay, 


Ai) = aa(—ef trax tert) S 2c, e%". 


Es sei ferner bemerkt, daB die obigen Abschitzungen allgemeiner fir a > — @ 
richtig bleiben. 
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Wenden wir dieses Resultat unter entsprechenden Voraussetzungen 
iiber B(t) auf das Integral(5) an, so folgt, wenn (5) fir 2 = e-@< 1 
konvergiert, fiir ¢ > 1: 
(9) | B(t)| S| B(b)| + 2c, ee = c, et', 
wo fiir c, die zu (7) analoge Ungleichung gelten soll’). 
Hilfssatz 2. Es sei unter den Voraussetzwngen des Hiljssatzes 1 
das Integral 


(2) i(s) = f e-*aaa, a>0, 


i=a 
fiir s = e>0 konvergent. Dann gilt fir N> 0, Rs >3e, s =o + it, 
ltr| ska: 


(10) | f aa! < 6, (e, ke“ ¥O—9 
i=WN 


In der Tat gilt fir g > N 


” 
| e~**dA(A) = 8 {eA (aaa + e—%A(q) —e—** A(N), 
i=WN N 
und daher, wegen (8) fiir 9 = ¢ mit c,(e) = ¢,: 
| J eds) Sea(lal ferteersda + exes) 
A=N 
| 20— 
<«¢, altiens e~ No—9 < o, (e, k) e~ No—9, 


womit der Hilfssatz 2 bewiesen ist. Insbesondere folgt 
(11) I#(8)| Seg (epe-#e—9, 
wenn (2) fiir s = ¢ konvergiert. 

Hilfssatz 3. Fiir A>0, N>O ist der Quotient 


eA yt! dv 


yn (t) = = 





e 4% ld» 


eine mit tt c monoton wachsende Funktion von t > 0°). 


7) Nach dem in der FuBnote *) Gesagten bleibt (9) auch fir e~° = 1 richtig, 
wenn nur B(t) so normiert wird, daB Lim B(t)—0 ist. Ferner geniigt es, b > — oc 
vorauszusetzen. sii 

8) DaB hier der Grenzwert gleich 1 ist, folgt sofort aus 

wy 
{ e~** 1 dv = O(N’) 
0 


fir t>1. Doch brauchen wir dies im folgenden nicht. 
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In der Tat ist die Ableitung dieses Quotienten nach ¢ nach Multi- 
plikation mit dem Quadrat der Nenners gleich 


oo 


[ere “ae Auyt—1 lgudu— [ etr—1ig ode le Auut—idu 
0 0 N 


= | { +4 (uv) ‘—1Ig~ dudo 
. 


N 


= fe “+92 (uv)—1Ig- dudv 
NWN 
ry 
+ eu +o (uv —1Ig “ dudv. 
oN 


Nun ist aber das erste Integral gleich 0, da es bei der offenbar erlaubten Ver- 
tauschung der Reihenfolge der Integrationen sein Vorzeichen andert, das 
zweite aber ist offenbar positiv, da in seinem Integrationsgebiet u > v ist. 

Hilfssatz 4. Es seien C(v) im Intervall (,, o,), D(A) im 
Intervall <{A,, A,) stetig, A(A) sei in <(A,, Ay) von beschrinkter Variation, 
wo die Intervalle (a,, o,), <A,, A,) endlich sind. Dann gilt 


(12) few e-4eD(A)a A (A) (pa ) fC (rye-aedvd A (2), 


Zum Beweis beachte man, daB die Reihenentwicklung 


ete VICK py 
fir A, SASA,, 6, Sv Sg, gleichmaBig konvergiert. Daher darf man 
auf beiden Seiten von (12) diese Entwicklung benutzen und gliedweise 
integrieren. Dann ergibt sich links 


yer 





foo rdv | [ Di waaay), 


Ay 


—— 


und die Entwicklung der eile Seite von (12) unterscheidet sich hier- 
von nur durch die Reihenfolge der beiden Faktorintegrale in jedem Glied 
der unendlichen Summe. 


Hilfssatz 5. Unter den Voraussetzungen von Hiljfssatz 4 gilt, wenn 
ig ge 


0 « 0G, - 4 is, 


19 A» Gs 
(r) (vt D(a) d A (a)dv = (D(A) (Cw) v'dvd A (A). 


4 
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Der Beweis ist ganz ahnlich wie fiir den Hilfssatz 4 zu fihren, 
unter Benutzung der Reihenentwicklung 


v = i am (A lg v)’. 
r=0 
Hilfssatz 6. Es seien im endlichen Intervall ¢A,, A,) D(A) stetig 
differentiierbar, A (A) von beschrankter Variation. C (v) sei fiir —w<asv<@ 
stetig, und es sei fiir vt @ 
(13) C(v) = O(e**), 
wo x <A, ist. Dann gilt 


eo 


A, Ag oo 
(14) f C(v) fe-** D(a) d A (a) dv = { D(a) [ e-**C(v) dvd A (A), 


wo die beiden unendlichen Integrale sicher konvergieren. 


Hier ergibt sich die Existenz des Integrals auf der rechten Seite 
unmittelbar aus der Bedingung A, >x. Um die Existenz des Integrals 
links zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daB das Integral 


Re A 
(15) Kr,, x, = { C(v) fe-**D(ayd A (a) dv 

R, Ay 
gegen 0 konvergiert, wenn R, und R, unabhiangig voneinander ins Un- 
endliche streben. Nach dem Hilfssatz 4 ist aber (15) gleich 


Ao Re 
(16) { D(a) e-**C(v) dvd A (A). 
A Ry 


Andererseits ist es klar, daB, sobald die Existenz des Integrals links 
in (14) feststeht, die linke Seite von (14) der Grenzwert von K,, z fir R + © 
ist. Daher wird dann (14) nach Hilfssatz 4 sofort bewiesen sein, sobald 
wir gezeigt haben, da8 das Integral 


Ag oo 
Kp = { Dajfe 40°C (v)dvdA (A) 
Ay h 
fir Rt o gegen 0 konvergiert. Wir schitzen nun die Integrale Kp 
und Kp, pr, (das letztere in der Gestalt (16)] ab, indem wir die A -Inte- 
grale durch partielle Integration umformen*). Es ergibt sich 
Ag oo 
K,=— | A(A) nH |D (a) | e~*°C(v) dv} da 


Ay R 
Ag 


4+ A(A) D(a) | e-**0(v)dv|, 
R re 


®) Wir hatten auch die Abschitzung von Kpr,, r, auf diejenige von Kr mit 
Hilfe der Formel Kpr,, R, = Kr, — Kr, zurickfihren kénnen. 
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4; R; 
Kx, Stag [4 (a) i {D (A) fe- iC (v) dv} da 
A Ri 
R om 
+ 4 (a) D(a) |e O(w)de 
Ri Ay 


Was nun die ausintegrierten Glieder in den beiden obigen Formeln an- 
betrifft, so konvergieren sie fiir R+ o bzw. R,t wo, R,t ow gegen 0, 


wegen der Konvergenz des Integrals fem**C(v) dv. Die Integralbestand- 


teile von Ky bzw. Kp, pn, zerfallen aber nach Ausfiihrung der Differen- 
tiation in die Differenzen von Ausdriicken: 


[amp wfeowaeaa, [-4(a) D(a) fe-**v0(w)dvda; 
A; Ay R 


A; R2 A; R2 
{A(a)D’ (a) [e~ 4" O(v) dvd, ) 4D) }e-*o(w)deda. 
A; Ry 1 


A\ 
Beachtet man, daB lings der A-Integrationsstrecke 4 > A, ist, und macht 
man Gebrauch von der Relation (13), sowie von der Abschitzung 


v = O(e**) fiir jedes e >0 und vt ow, so lassen sich die obigen vier 
Integrale abschitzen durch Produkte einer Konstanten bzw. mit: 


(17) [aay wyaaferaovde, {A() Dada em ++— 400d; 
Ay Ay R 


As R2 Ay Ry 
(18) J 4@)D (ayaa) e—0eds, J 4(A) D(A) da } + +— 400d, 
A, 1 A; 1 


wobei ¢ > 0 so klein gewahit werden kann, daB A, > x -+ « bleibt. 


An den Ausdriicken (17), (18) ist aber die Richtigkeit unserer Be- 
hauptung sofort zu erkennen. 


§ 2. 
g(z) und G (z). 
Es sei B(t) auf jedem endlichen Teilstiick des Intervalls (6, oo) von 
beschrinkter Variation, und es sei das Integral 


oo 


9 (2) = {#4 Bi, b>0 
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konvergent fir |z|=<= 8, 1 > 86> 0"). Wir bilden dann das Integral 

z 
(19) G(z) = [ faa 

% 
und behaupten zuerst, daB dieses Integral fiir alle Werte von z konvergiert. 
Dabei diirfen wir z + 0 voraussetzen. 
Um die Konvergenz von (19) zu beweisen, setzen wir z = e~‘, 

RC =o und schiatzen fir R, > R, >3 das Integral 


Ro 

(20) [rm eB 
Ry 

ab. Integrieren wir (20) partiell, so folgt 


R 


2 tt 
\JT@ 
Ry, 
es Ryo 
+ | B(R)| poy 
und daher unter Benutzung von © wenn g(z) fiir z = e~¢ konvergiert, 


R, 
' —¢t — Ryo 
| Bw) 2 (tq) at| +1 BR) Se 


1 





(21) i 


R: 
” 3 me 
1 J va dBi) | sicif a ‘dt+ [ope 
ee— 0) Ry ee Re 
I(R,) P(Ry) ° 
26 
2+, 
da8 dann e¢ = F eS . 5, & > 9, wird. Der Wert der Konstanten ¢, in (9) 


haingt dann von eé a Ist [R,] = n> 3, [R,] = m, s0 folgt fir das 
erste —— auf der rechten Seite von (21): 











Fiir e~¢ kann ain aa positive Zahl < £™) genommen werden, so 


v+1 


eet —Ot ay Cy —OF 4 ge—9 0+ 
Sra TH asd |S TH <2 TO) 


foo} 


(e—o)v 
<aten SS 








Ry 
(e— ot (e— 0) 
(22) ‘c~: dt < (ee-% + ee—%) . ¢ ; 
Ry 
10) Es wird sich tibrigens unter Beriicksichtigung des in den FuBnoten *) und ”) 
Gesegten ergeben, daB die Annahme # < 1 fiir die Resultate dieses Paragraphen 

unwesentlich ist. 

11) Und zwar ist dies nach dem in der FuBnote 7) Gesagten auch fir § = 1 
richtig, wenn B(¢) geeignet normiert wird. 





*=a-—1 
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und die Summe rechts konvergiert mit R, + o, n> o gegen 0, als der 


Rest der konvergenten Reihenentwicklung fiir e““~®. Ebenso folgt fiir 
das zweite Integral, — I’ (t) > 0 fiir t > 2: 

















R, - r+1 
2 e-9O lett TL fT (tydt “y gf2—- OY 1 40-9) (+1) 
eco Tip <> 3 ry <2, roy Ide 
1 =n, vos y 
% ee" +e@ — a) (v +1) e a e-») 7 ee (> ae 1) 
-> TO) (y»—1)I(y)<(l+e ) Se, 
R, - 
; 1? ee o)t 7 (t) | ——_" or y’ el? —<6)¥ 
(23) ) grat] Se a a 
Ry —s 


und auch die letzte Summe konvergiert gegen 0 mit R, + o, n> o. 


Wegen ra ~ (=) Ves fiir ¢ + o ergibt sich fiir die beiden letzten 
Glieder von (21) 
ee—® Ri ef? —% Re 
Tih) Ss c, e€—9+8—le Ry Ri, TUR) 
und auch dies konvergiert gegen 0 mit R, > ow, bzw. R,—> o. Daraus 
folgt die gleichmaBige Konvergenz des Integrals (19) in einer geeigneten 
Umgebung jedes z +0, so daB G(z) auf der Riemannschen Fliche des 
Logarithmus regular und eindeutig ist. Zugleich folgt fiir R, + 0, wenn 
R, gleich 6 fir b6>3 oder gleich 3 fiir 6< 3 gesetzt wird, fiir die 
einzelnen Bestandteile von (21): 





= Cc, &— 9+ 9—1g Ra) Re, 





ee — oe 
‘ff -dtls (1 + {Ig z|) (e¢|z| + e%¢ | z|*) e@ #1, 


8 sy 


ee-' opt re 
rep ae |= (e¢ | 2 |? + ee | z| 8) ee 2| 
Ry 
eR, : F 
Tik) < 6, (e®|z|) 
so da8 sich schlieBlich ergibt, wenn e? = 5 4. 5 gesetzt wird, 
i ot | a sells 
| Sa aB()|<o(e)(1 + lez) e ) " £ > @. 


Andererseits ist offenbar fiir unser R, im Falle 6< R, 


I 
oe) 


Ri 
|| re To d B(t) )| Selzl, 
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so da8 sich schlieBlich fiir jedes e > 0 ergibt 


G +«)J\2| 


(24) |G(z z)| <c,, (e)(1 + |Igz|e’ » 6,,(e) > 0"). 


Ist insbesondere 
g (2) — > > b, 2” 
v=1, 


eine Potenzreihe mit nicht verschwindendem Konvergenzradius #, s 
da8 B(t) streckenweise konstant ist und fiir ¢ = » den Sprung 3, auf- 


weist, so folgt 
co b, 
z) = 2 Ti) “= 


G(z) ist also im wesentlichen die zur Potenzreihe g(z) gehérende sogenannte 
assoziierte ganze Funktion, die wegen (24) héchstens vom Normal- 





typus 5 der Ordnung | ist — eine natiirlich laingst bekannte Tatsache. 


Wir wollen nun eine Integraldarstellung von g(z) vermége @(z) her- 
leiten, die innerhalb des Konvergenzgebietes von g(z) gilt. Wir behaupten 


nimlich, daB fir 4 > 4 die Formel gilt: 


t 


. « 1 1 
(25) | ete SO) dy =9(;), A >") 
0 
In der Tat gilt definitionsgemaB [die Konvergenz folgt aus (24)]: 
N 


je iv 2) dy — lim [e-a ae, 
v v 


N-« 
0 
und ferner 


co O+¥+1 


- f g- = 
Je | 5 Fo ¢ aoae= fen s’ | Fa a Bar, 
= *=Or=—h +¥ 
und dies ist wegen der gleichmaBigen Konvergenz von (19) auf jeder end- 
lichen v-Strecke gleich 


N yt- 
(26) dle { Tg ¢B(t)dv. 


#2) Dies ist auch fir 8 = 1 richtig, vgl. FuBnote "'). 
18) Der folgende Beweis gilt, unter Beriicksichtigung des in den FuBnoten °) 
bis 12) Gesagten auch fiir f = 1. 
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Nun ist (26) nach Hilfssatz 5 gleich: 





= i N ’ eo N 
= dB 
2) [ [ew Tay va B(t) = | | casas) Fe 14), 
eos) iced t=b \o 
Es gilt also 

oo a JN 
[en 2O ae = fal | [Jese-sae) oe 
i) t=b \o 


Andererseits gilt aber fiir das wegen ; < # existierende Integral 


enon d Bit) I(t) 4 B(t). 
=f (frow ae) ~ | Pere. 
t=b \o 


i [- —hoyt—idy +) Re - j f. civesde) 
| 
| 














fem**vt—1do j e—**yt—I1dy 

N é 
+) + TH eB) 
fe-*et—1do 
0 














T 


fiir ein geeignetes sofort festzulegendes 7. Das als zweites Glied stehend 
Integral ist aber gleich 





14) Weil nadmlich fir 0 = § =1 das Integral 
b+r+é 
i (f- ~ivg—-1dy \ 
I(t) 
S 


mit » too gegen 0 strebt, wie nach Hilfssatz 5) aus der gleichm&Bigen Konvergenz 
von (19) sofort folgt. 
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so da8 wir nur 


( [[eive-ae] aS = j yy (t) 


t=b \N t=T 
abzuschitzen haben, wo yy(t) die Bedeutung des Hilfssatzes 3 hat. 


ad B (t) 


(27) 2! 

















Bezeichnen wir nun { 


t 


“ mit f(r), so gilt offenbar B(r) + 0 


fiir t-» co wegen der Konvergenz von 9 (+). Es sei nun 6 eine be- 


liebige positive Zahl, und es sei JT so groB gewahlt, daB | f(r) | <5 fiir 
alle t>T gilt. Dann ist das zweite Integral in (27) gleich 
— f yv(t)dp) = | yw(t) B(t)dt — yw (T)B(T), 
t=T 
und daher ist nach Hilfssatz 3, wegen yy(t)>0, yw(t) 1 der zweite 
Summand in (27) héchstens gleich 


6 ' 6 6 2 
T 

Andererseits kann man, nachdem T' festgelegt wurde, N so gro8 wahlen, 
daB der absolute Betrag der ersten Summanden von (27) kleiner als $ 
wird. Denn hierzu braucht man nur fiir das Bestehen der Ungleichung 
zu sorgen: © i. 

fec*vo?—rdo sr 

g 3 { | dB (é) | 





Tit) 
t=b 


Daher konvergiert die rechte Seite von (27) gegen 0, und es folgt 





schlieBlich: 
_ay @(v) d B (t) sili tia a a@Bit) 1 
| é a “> dv => { Te | € a y—1 dv = | ru = g (3) ’ 
0 t=b 0 t=b 
w. z. b. w. 


§ 3. 
Integraldarstellung von »(s) fir Rs > 0. 
Es sei nun wieder A(A) von beschrinkter Variation auf jedem end- 
lichen Teilstiick des Intervalls <a,0o), a> 0, und es sei die Konver- 


genzabszisse des Integrals e 
f ed (a) 


i=a 
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nicht gréBer als Null. Uber B(t) machen wir die gleichen Voraussetzungen 
wie in §2 und bilden wie in § 2 g(z),@(z). Ferner nehmen wir an, da8 


~ 


a >5 ist. Dann betrachten wir das Integral 


(28) [2% —9 sua, 


wo fiir ein s mit Rs = o > 0 zunichst geradlinig vom Punkt s bis u = 1 
und sodann lings der positiven reellen Achse bis u = oo integriert wird. 
Da8 man dabei in den Punkt u = s hinein integrieren kann, folgt daraus, 


dap 2 


> 6= O(|v)?—*) fir v +0 ist. DaB aber hier lings der positiven 
reellen Achse ins Unendliche integriert werden darf, ergibt sich sofort 


aus den Abschitzungen (24) und (11), wegen a > ; Wir fiihren u—s = v 


als neue Integrationsyariable ein. Dann verliuft der Integrationsweg von 
v = 0 geradlinig bis » = 1—s und sodann von v = 1 —-s ins Unend- 
liche lings des nach rechts von 1 — s ausgehenden Halbstrahls Jv = — 3s. 

Wir behaupten nun, da8 wir den Integrationsweg in die positive 
reelle Achse verschieben kénnen. Hierzu geniigt es offenbar, zu zeigen, 
daB das Integral 

R 
(29) FM Fy + s)do 
R—i3e 

fir Rt co gegen 0 konvergiert. Dies folgt aber sofort aus (11) und (24), 
da ja danach der Integrand von (29) gleich 


0 (82 La**)* _-w—o2) 





a-_-—_— 
ist und hier ¢ < 3 angenommen werden kann. 
Damit geht (28) in das Integral 
(30) (2 [ eta (aya 
0 i=a 


liber, wo tiber » nunmehr langs der positiven reellen Achse zu inte- 
grieren ist. 

Wir wollen nun beweisen, daB in (30) die Reihenfolge der Integra- 
tionen umgekehrt werden kann, so daB (30) gleich ist 





v 


(31) | [e-me-advd (2) 
oa 0 
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Hierzu bemerken wir, da8 nach Hilfssatz 6 jedenfalls fiir jedes noch so 
groBe N die Formel gilt: 


o N N« 
(32) { [2 etwread ayer = | |Pe-tetoded (a), 
0 0 


A=a 4=a 


Nun unterscheidet sich aber (30) von der linken Seite von (32) 
héchstens um 


fe 


x N 


diane xe 
Dies ist nach (10) gleich 


v | 


o| | \- Hore-ode), > > e> 0. 


Das hier vorkommende Integral aber ist wegen (24) fir N > 5+ 


héchstens gleich 


oF] O00 was, 
und dies konvergiert fiir N + so gegen 0. Lassen wir daher in der Re- 
lation (32) N ins Unendliche gehen, so konvergiert die linke Seite von (32) 
gegen (30). Daher gilt dasselbe auch fiir die rechte Seite von (32), 
ihr Grenzwert la8t sich aber dann als (31) schreiben. 

Damit haben wir fiir (28) die Darstellung gefunden 


(33) 


ll t—. 3 


tal | Pay |d A. 


A=a 


Das innere Integral ist aber nach (25) gleich g(;5). Damit gilt, 


oo 


(34) p(s) = | e-**g(5)d (a) 
i=a 

gesetzt: 

(35) (s) = | (a) (u) du, 


6 
wo der Integrationsweg wie oben beschrieben verliuft. Aus der Konvergenz 
von (33) folgt insbesondere, daB die Konvergenzabszisse von p(s) < 0 ist. 
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Daraus folgt nunmehr 

Satz I. Hs sei a>0, b>0; A(A) bew. Bit) seien auf jedem 
endlichen Teilintervall des Intervalls (a, oo) bzw. <b, 0c) von beschrinkter 
Variation. Das Integral 
(2) f(s) = f e-** dA (a) 

i=a 
besitze ein Konvergenzgebiet. Das Integral 
(5) g(2)= { #d Bit) 
t=b 
mége fiir |z| = 8, B> 90 konvergieren. Dann konvergiert das Integral 
1 
p(s) = | *9(j)a4 @) 
i=a 

wo 9(3) firasA <j irgendwie, aber stetig an 9(5) anschlieBend fest- 
gesetzt wird, im Innern des gesamten Konvergenzgebietes von f(s). 

Denn da die Integrale 


8 3 
B 
jf -Haacy | 9 (j)a4@) 
i=a i=a 
fiir alle s existieren — und iibrigens ganze transzendente Funktionen 


l 
B 
setzt werden. Liegt nun s = s, im Innern des Konvergenzgebietes von (2), 
so gibt es ein solches a < Rs,, daB (2) fiir alle s mit Rs >a konver- 
giert. Setzen wir nun 


von s sind —, darf ohne Beschrankung der Allgemeinheit a > ~ vorausge- 


a 
C (a) = f e-*#d A (A) 
und s—a = 8,, so verwandelt sich f(s) in 
f,(8,) = f e*"d0(a), 
i=a 


und dieses Integra] konvergiert fiir Rs, > 0. Nach dem oben Bewiesenen 
konvergiert daher auch das Integral 


e-4"g (5) dC (A) 


ie, ¢ 
7 
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fir alle s, mit Rs, > 0. Setzen wir aber hier wieder s, = s—a und 
den obigen Wert von C(A) ein, so sehen wir, daB die im Satz I gegebene 
Integraldarstellung von g(s) fiir alle s mit Rs > a konvergiert und daher 
insbesondere fiir s = s,, w. z. b. w. 


§ 4. 

Fortsetzung von @(s) lings eines Weges ohne Selbstiiberschneidungen. 

Hilfssatz 7. Es sei r > 0, und es seien s, und s, zwei beliebige 
komplexe Zahlen mit |\s,—s,|->1r. Man beschreibe um s, und s, Kreise 
K,, K, mit dem Radius r, sowie um s, . 
einen Kreis K} mit dem Radius 2r 
(vgl. Fig. 1, wo 2r > |s,—8,| an- 
genommen ist). Von s, aus lege 
man die beiden Tangenten an KY 
und betrachte das zwischen diesen 
Tangenten und einem Bogen von K, 
liegende Flachenstiick F,, das das 
Innere von K, enthilt (die Be- 
randung von F, ist in der Figur 
stark ausgezogen). Die auferhalb F, 
im Abstand r verlaufende Parallel- 
kurve zur Berandung von F,, besteht Fig. 1. 
dann aus je emem Bogen der 
Kreise K, und K? und zwei gemeinsamen Tangenten dieser Kreise. (Auch 
sie ist in der Figur stark ausgezogen.) Ihr Inneres sei mit F, bezeichnet. 
Es seien f{(u) im Innern von F,, sowie V(u—s,) im Innern von F, 
regulir in u, und es set 

V (u—s,) = O(\u—s,|*—?), e>0 


im Durchschnitt von F, mit einer Umgebung von s,. Dann ist das gerad- 
linig zu erstreckende Integral 


f V(u—s)f(uydu 





eine regular analytische Funktion von 8 - fiir’ |s—s,| <r. 

Bemerkung 1. Die Voraussetzung tiber V ist offenbar immer er- 
fillt, wenn V(v) eine innerhalb jedes Winkelraumes mit dem Scheitel- 
punkt im Nullpunkt regulire Funktion ist, fiir die innerhalb jedes solchen 
Winkelraumes fiir v + 0 die Abschitzung 

V (ve) = O(|o|*-*), e>0 
gilt. 
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Bemerkung 2. Die Voraussetzung des Hilfssatzes iiber f(u) ist 
erfiillt, wenn f/(u) regulér innerhalb des Kreises |u—-s,| << s, —s,+2r 
ist. Ist also insbesondere /(u) regulair innerhalb eines Kreises um s,, 
in dessen Innerem s, liegt, so lat sich r sicher so klein annehmen, da8 
fiir diesen Wert von r die auf f (u) beziigliche Voraussetzung des Hilfs- 
satzes 7 erfiillt ist. 


Beweis des Hilfssatzes 7. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit 
darf s, = 0, s, = R>r->O0 vorausgesetzt werden. Fiihren wir dann 
in unser Integral u--s = v als neue Variable ein, so nimmt dieses In- 
tegral die Gestalt 

R—s 
(36) f V (v) f(v+s)dv 

0 
an. Da nunmebr s, = 0 vorausgesetzt wurde, verliuft die Integrations- 
strecke vom Nullpunkt bis zum in K, liegenden Punkt R—=s inner- 
halb F,. Fiir alle v auf dieser Strecke ist aber f(v) regulir im 
Innern eines Kreises um v mit dem Radius r. Folglich gilt fiir beliebig 
leine positive 6 die Abschitzung 

) aF 
fw] — es) 


my si (r — 8)” 


wo C(é) eine von », v und s unabhangige Konstante ist. Daher kon- 
vergiert die Reihe 
fv) 
fiv+s) = > f) 5» 


v! 
r= 0 


gleichmaBig fiir |s| <— r—26. Somit erhalten wir fiir (36) fiir |s| < r— 26 
die Darstellung 

) , R—s 
(37) d= | Vm Mmear, 


r=0 


0 
und es geniigt, zu beweisen, da fiir jene s jedes der in (37) vor- 
kommenden Integrale analytisch in s ist. 

Zu dem Zwecke ersetzen wir den geradlinigen Integrationsweg von 0 
nach R—s durch den aus zwei Strecken bestehenden Integrationsweg, 
der von 0 nach R und sodann von R nach R—=s fiihrt. DaB diese De- 
formation des Integrationsweges erlaubt ist, folgt zwar nicht direkt aus 
dem Cauchyschen Satz, da ja V(v) im Nullpunkt nicht regular, ja nicht 
einmal endlich zu sein braucht. SchlieBt man aber bei der Anwendung 
des Cauchyschen Integralsatzes den Nullpunkt durch einen Kreisbogen 
um den Nullpunkt mit beliebig kleinem Radius 9 aus und beachtet man, 
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da8 auf diesem Kreisbogen V (v) = O(o'—*) gilt und daher der zugehérige 
Beitrag zum Integral gleich O(0*) ist, so sieht man, daB die betreffende 
Verschiebung des Integrationsweges auch hier erlaubt ist. Und da das 


K 
Integral j V (vw) {(v)dv von s unabhangig ist, haben wir nur zu be- 
0 


weisen, daB das Integral 

R—s 
(38) { Vm de 

h 
analytisch in s fiir |s|<( r—26 ist. Da aber fiir |s| <r die obere 
Grenze des Integrals innerhalb K, bleibt, und sowohl V (v) als auch f” (v) 
in K, analytisch sind, folgt die Analytizitét von (38) etwa durch 
Differentiation nach s sofort und damit, da 6 eine beliebige positive Zahl 
ist, die ganze Behauptung des Hilfssatzes 7. 


Hilfssatz 8. Es sei V(v) eine fiir 0<|v| << co (d.h. also auf 
der Riemannschen Fliche des \gz) reguldre analytische Funktion. Es sei y 
ein rektifizierbarer Weg endlicher Linge und K eine abgeschlossene Kreis- 
scheibe mit dem Radius r, die keinen Punkt mit y gemeinsam hat. f (u) 
sei in jedem Punkt von y regulér in u. Dann ist das lings y 2 er- 
streckende Integral 


(39) [V(u—s)f(u)du 

7 
fiir alle im Innern von K liegenden s und jede stetig forigesetzte Bestimmung 
von V(u—s) eine requldre Funktion von s. 


Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf vorausgesetzt 
werden, daB K mit dem Kreise |z| <r identisch ist. Beschreiben wir 
um jeden Punkt von y eine abgeschlossene Kreisscheibe mit dem Radius r, 
so ist die Vereinigungsmenge aller dieser Kreisscheiben ein abgeschlossener 
Bereich, auf dem V(v) regular und daher gleichmaBig beschrinkt ist, 


IVo|<e. 
Daher gilt weiter fiir jedes ganze nicht negative » und alle v auf y: 


| vy (v) 


C 
| y! => 


r 








Folglich konvergiert die Entwicklung 


V(u—s) = 2 V® (u) 


v=0 
Mathematische Annalen. 108. 
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fiir jedes 6 > 0 gleichmiBig fiir alle u auf y und alle s mit |s|} <r- 4. 
Tragen wir diese Entwicklung in unser Integral ein, so ergibt sich die 
fir |s|} = r—6 konvergente Potenzreihe 


~~” 


= | V (u) f(u)du, 


= 
v=0 y 
womit, da 4 beliebig klein ist, der Hilfssatz 8 bewiesen ist. 


Korollar. Wird die Voraussetzwng des Hilfssatzes 8 dahin abge- 
dndert, daB die Kurve y sich ins Unendliche erstreckt, aber in jedem end- 
lichen Stiick rektifizierbar bleibt, und konvergiert das Integral (39) gleich- 
mipig fiir alle im Innern von K liegenden s, so bleibt die Behawptung des 
Hilfssatzes 8 bestehen. — Denn in diesem Falle ist das Integral (39) die 
Grenzfunktion einer gleichmaBig konvergierenden Folge von Integralen, 
die iiber endliche Teilstiicke von y erstreckt werden und nach dem Hilfs- 
satz 8 fiir alle im Innern von K liegenden s regular sind. 


Wir sind nunmehr imstande, den Satz zu beweisen: 


Satz Il. Unter den Voraussetzungen des Satzes 1 ist die durch das 
Integral 


oo 


(3) | e-*# g(t) d A (A) 


A=a 


im Konvergenzbereich von (2) gegebene Bestimmung von o(s) aus der Kon- 
vergenzhalbebene von f(s) fortsetzbar lings jedes sich selbst nicht iiber- 
schneidenden Weges I’, lings dessen f(s) (genauer gesagt, die durch (2) 
gegebene Bestimmung von f{(s)) fortsetzbar ist. 


Beweis. Wie aus dem Beweis des Satzes I hervorgeht, diirfen wir 


annehmen, da8 das Integral (2) fiir Rs > 0 konvergiert und a > : ist. 


B 


Ferner diirfen wir ohne Beschrinkung der AlJlgemeinheit I" als einen 
endlichen, aus endlich vielen Strecken bestehenden Streckenzug annehmen, 
da, sobald die Behauptung von II fiir diesen Fail bewiesen ist, sie so- 
dann fiir beliebige Wege auf Grund des Monodromiesatzes unmittelbar 
folgt. Wir diirfen ferner annehmen, daB der Anfangspunkt von J’ der 
Punkt u = 1 ist. Ist nunmehr s ein beliebiger Punkt auf I, so be- 
trachten wir das Integral 


(40) v(s) = (p(w, 
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das vom Punkt s lings J’ bis wu = 1 und sodann lings der positiven 
reellen Achse von u = 1 bis u = o zu erstrecken ist (vgl. Fig. 2). Dieser 
Integrationsweg sei mit J’, bezeichnet. Dabei ist die Bestimmung von G 
zu nehmen, die sich aus den Werten des Integrals (19) fiir positive s 
durch stetige Fortsetzung lings J, und sodann durch stetige Anderung 
von s ergibt. Diese Vorschrift ist eindeutig, da ja lings des Integrations- 
weges u stets von s verschieden bleibt’’). Fiir alle s auf dem in der 
rechten Halbebene liegenden Stiick der ersten, an u = 1 anstoBenden 
Teilstrecke von J" ist das Integral (40) mit der durch (34) gegebenen 
Bestimmung von q@(s). identisch. Es geniigt daher zu beweisen, da8 y(s) 
regular in jedem Punkt s, auf J’ ist, und wir kénnen insbesondere an- 
nehmen, daB an s, zwei Teilstrecken d,, 
d_ des Weges anstoBen, d, auf s, folgend, to 
d_ vor 8,, wobei natiirlich d, und d_ auch 
eine einzige Strecke bilden kénnen. Zu- 
gleich darf angenommen werden, daB d,, 
die letzte Strecke von I ist. 3 

Es sei nun r eine positive Zahl mit uns url ~ 
den folgenden Eigenschaften: 1. Die 
lings I” fortgesetzte Funktion f(u) ist 
regular im Kreise |u—s,|< 4r. 2. Die 
Langen von d, und d_ sind gréfer als 4r. 
3. Die Abstinde aller von s, verschie- Fig. 2. 
denen Eckpunkte von J von s, sind >2r. 
Es sei dann s, der im Abstand 2r von s, auf d_ liegende Punkt. Fiir 
jedes s mit |s—s,| <r betrachten wir nunmehr das Integral (40), wobei 
aber der Integrationsweg jetzt von s geradlinig bis s, und sodann von s, 
lings des Weges s, verliuft’*). Die so fiir |s —s,| <r definierte Funktion 
sei mit y(s) bezeichnet. Wir zeigen zuerst, daB y(s) fiir |s —s,| <r 
mit y(s) tibereinstimmt. Fiir die auf d_ liegenden Punkte s mit |s — s,| <r 
reduziert sich unsere Vorschrift offenbar auf die oben gegebene, und dasselbe 




















15) Man kann diese Vorschrift noch etwas direkter formulieren. Das Argument 
u—se von G(u—s) in (40) durchliuft den Weg [,—s, der vom Nullpunkt aus 
geht, ohne aber dann den Nullpunkt zu beriihren, und dessen letzte, unendlich 
lange Strecke U,, bis eventuell auf ein endliches Stiick, ganz in der rechten Halb- 
ebene liegt. Nun ist aber die Anfangsbestimmung von @{v) auf der positiven 
reellen Achse und von da aus in der rechten Halbebene eindeutig festgelegt. Sie 
kann daher eindeutig langs U, und sodann weiter riickwarts lings [,—s in jeden 
inneren Punkt dieses Weges fortgesetzt werden. 


16) Dabei erhalt man die zugehérige Bestimmung von G(u—s), indem man 
wie oben G(u—) langs J, nach riickwarts bis s, fortsetzt und sodann lings der 
Strecke von s; nach s. 


48* 
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gilt fiir die auf d, liegenden Punkte, falls d_ und d, den Winkel x mit- 
einander bilden. Wenn aber die Strecken d, und d_ einen von z ver- 
schiedenen Winkel miteinander bilden und s auf d, liegt und der Bedingung 
|s—s,| <r geniigt, betrachte man das Dreieck ss,s,. In jeden Punkt u 
dieses Dreiecks, bis auf s, laBt sich G (u— s) eindeutig fortsetzen, indem 
es zuerst nach der obigen Vorschrift lings J’,, in s, fortgesetzt wird, und 
sodann von s, geradlinig bis u. So ist G(w-—.s) im Dreieck ss,s, ein- 
deutig definiert und in einer Umgebung von s O(|u—~s/|*). Wendet man 
aber jetzt auf das Integral (40), lings ss,s, genommen, den Cauchyschen 
Satz an, so folgt, daB es denselben Wert beibehalt, wenn langs der Strecke s s, 
integriert wird. Zwar ist der Integrand von (40) in s nicht regular, man 
sieht aber genau wie beim Beweis des Hilfssatzes 7 ein, daB auch in 
diesem Falle der Cauchysche Satz anwendbar ist*’). Wir beweisen nun- 
mehr, da8 fiir |s—s,| <r die Funktion y(s) analytisch in s ist. Zer- 
legen wir aber das Integral (40) in die Summe der beiden Integrale 
bid 

wo in beiden Integralen lings des entsprechenden Teilstiickes des Inte- 
grationsweges fiir 7(s) zu integrieren ist, so ergibt sich aus dem Hilfssatz 7 


8 
und den Bemerkungen 1. und 2. zu diesem Hilfssatz, daB das Integral | 


fiir |s—s,| <r regular ist. Aus dem Hilfssatz 8 und dem Korollar zu 


diesem Hilfssatz folgt aber das gleiche fiir f, womit der Satz II be- 


wiesen ist. 


§ 5. 

Fortsetzung von p(s) lings Wegen mit Selbstiiberschneidungen. 

Wir betrachten nun solche Wege, die Selbstiiberschneidungen be- 
sitzen, beschrinken uns aber, was ja prinzipiell erlaubt ist, auf Wege, 
die aus endlich vielen geradlinigen Strecken bestehen und nur Doppel- 
punkte besitzen — und zwar handelt es sich dabei um Wege in der 
schlichten s-Ebene, die vom Punkte s = 1 ausgehen. Wird ein solcher 
Weg J etwa auf die ¢-Parameterstrecke <0,1) bezogen, so entspricht 
einem Doppelpunkt von I ein Paar der Parameterwerte ¢,7T, ¢t < T, 


'7) Man het ja dann eigentlich den Cauchyschen Satz auf das Integral 
[oO yet arar 


Yn 


und das r-Dreieck 0, s, — s, 8, —# fiir feste s, s, s, anzuwenden. 
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und der t-Strecke {= 1 = T entspricht ein in J’ enthaltener ge- 
schlossener Weg, den wir als die zum betreffenden Doppelpunkt gehdrende 
Schleife bezeichnen. Zugleich soll das Intervall <¢, J) als die zum be- 
treffenden Doppelpunkt gehérende Parameterstrecke bezeichnet werden. 
Lassen wir nun aus dem Wege J" die ganze zu irgendeinem Doppelpunkt 
gehérende Schleife weg, so erhalten wir einen ,,kiirzeren“ Weg, der 


Aa 


Fig. 3. 


=< \ 



























































Fig. 4. 


cy 





Fig. 5. 


seinerseits weitere Doppelpunkte besitzen kann. Lassen wir in diesem 
Falle wiederum die zu einem solchen Doppelpunkt gehérende Schleife 
weg, so erhalten wir einen neuen Weg, und wir kénnen diesen ProzeB 
offenbar beliebig oft fortsetzen, solange es noch Doppelpunkte gibt. 
Saimtliche im Laufe derartiger Verkiirzungsprozesse erhaltenen Wege be- 
zeichnen wir als Spurwege des Weges I. In den folgenden Fig. 3, 4 
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und 5 sind Beispiele von geschlossenen Wegen mit Selbstiiberschneidungen 
nebst den zugehérigen Spurwegen schematisch dargestellt. Die Fig. 3 
stellt einen Weg mit einem Doppelpunkt und den zugehérigen Spurweg 
dar. Der Hauptweg der Fig.4 stellt einen Weg mit zwei Doppelpunkten 
dar, deren zugehérige Parameterstrecken auseinanderliegen. Die drei 
dazugehérigen Spurwege ergeben sich, wenn man beide Schleifen zugleich “*) 
bzw. je eine der beiden Schleifen weglaBt. Der Hauptweg der Fig.5 
besitzt zwei Doppelpunkte, wobei indessen die zugehérigen Parameter- 
strecken sich teilweise iiberdecken. LaBt man die zu einem der Doppel- 
punkte gehérende Schleife weg, so ergibt sich jedesmal ein einfacher 
Spurweg ohne Selbstiiberschneidungen, so daB es in diesem Falle zwei 
Spurwege gibt. 
Es gilt nun der folgende Satz: 


Satz III. Unter den Voraussetzuwngen des Satzes II ist die durch (3) 
in der Konvergenzhalbebene von (2) gegebene Bestimmung von q(s) aus 
dieser Konvergenzhalbebene lings eines aus endlich vielen geradlinigen 
Strecken bestehenden Weges I’, der an Selbstiiberschneidungen nur Doppel- 
punkte besitet, stets fortsetzbar, sobald die durch (2) gegebene Bestimmung 
von {(s) sowohl lings des Weges IT als auch lings jedes Spurweges von I 
fortsetzbar ist. 

Ist aber g(z) eine im Nullpunkt z = 0 regulaire Funktion, so ist fiir 
die Fortsetzbarkeit von p(s) langs I" bereits hinreichend, daB f(s) lings I 
fortsetzbar ist, mag I" Selbstiiberschneidungen besitzen oder nicht. 

Beweis: Zum Beweise betrachten wir wiederum das Integral (40), 
das von einem Punkte s auf J lings [ bis u = 1 und sodann langs 
der positiven reellen Achse von u = 1 bis u = co genommen wird. 

Wir erlautern zuerst die im folgenden zu benutzende Methode der 
Wegdeformation an den Beispielen, die den Fig.3, 4 und 5 entsprechen. 
Im Falle der Fig.3 st6Bt die Fortsetzung bis zum in der Figur mit ¢ 
bezeichneten Punkt auf keine Schwierigkeiten. Lassen wir aber s von ¢ 
aus weiter lings des Weges J" fortschreiten, so darf hier s den In- 
tegrationsweg nicht iiberschreiten, da ja dann die oben gegebene Vor- 
schrift iiber die Wahl der Bestimmung von G(u—~s) versagt. Da aber 
f(s) langs des zugehérigen Spurweges regulir fortsetzbar ist, deformieren 
wir nunmehr den Integrationsweg, indem wir ihn lings des zum Spurweg 
gehérenden Ansatzes vor der Variablen s zuriicktreten lassen. Man 
erhalt dann einen Integrationsweg, wie er in der Fig.6 abgebildet ist. 
Hierbei wird, wie man sieht, lings des zum Spurweg gehérenden Ansatz- 
stiickes ein Teil des Integrationsweges derart verschoben, daB er eine 


6) In der Fig. 4 ist dieser schleifenlose Spurweg nicht abgebildet. 
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Einstiilpung bildet, in die man nunmehr das letzte Stiick des Integrations- 
weges ohne Uberschneidungen fortsetzen kann. Im Falle der Fig. 4 kann 
p(s) zunichst bis zum Punkte c, fortgesetzt werden nach genau der 
gleichen Methode wie im Falle der Fig.3. Setzt man aber (s) vom 
Punkte c, aus lings J’ weiter fort, so darf auch hier s den zweiten 
Doppelpunkt nicht iiberschreiten und wir miissen daher die drei lings 
des letzten Teiles der horizontalen Strecke verlaufenden Integrations- 
wege lings des letzten Wegstiickes vor der Variablen s zuriickweichen 
lassen, so indessen, da® sie sich nicht iiberschneiden. Es ergibt sich 
sodann eine aus drei Schichten bestehende Einstiilpung, in deren Inneres 
der Integrationsweg nunmehr ohne Uberschneidungen fortgesetzt werden 


pe pe ee 


Fig. 6. Fig. 7. Fig. 8. 


























kann, und zwar wird dabei jedesmal lings der Wege integriert, die in 
der nachsten Nahe verschiedener Spurwege von J" liegen, da ja den 
durch die zweite Einstiilpung bedingten Deformationen einfach das Weg- 
lassen der zweiten Schleife entspricht. Der schlieBlich aus I’ entstehende 
Integrationsweg ist in der Fig.7 dargestellt. 

Im Falle der Fig.5 endlich wird wiederum bis zum Punkt ¢, nach 
der gleichen Regel wie im Falle der Fig. 3 fortgesetzt. Setzt man dann 
von ¢, aus weiter fort, so mu8 wiederum im Augenblick, wo s an die ver- 
tikale Strecke gelangt, das eine Stiick des Integrationsweges lings des 
letzten, ins Innere des Rechtecks fiihrenden Ansatzes des Integrations- 
weges zuriickweichen, und in die dadurch entstehende Einbuchtung hinein 
kann wiederum der gesamte Integrationsweg fortgesetzt werden, wobei 
er wiederum die ihn umgebende vom ersten Doppelpunkt herriihrende 
Einstiilpung vor sich hinschiebt. Es ergibt sich schlieBlich aus J” der 
Integrationsweg, wie er in der Fig.8 gezeichnet ist. 

Wir fassen nunmehr den allgemeinen Fall ins Auge. Wir ordnen 
die lings des Weges I angetroffenen Doppelpunkte D,, D, usw. nach der 
GréBe ihrer zweiten Parameter 7,, T, usw. Die ersten Parameter unserer 
Doppelpunkte seien mit ¢,,t, usw. bezeichnet. Sind die zweiten Para- 
meter von zwei aufeinanderfolgenden Doppelpunkten T,, 7,4,, so sagen 
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wir von einem Punkt mit einem Parameter ¢, er liege zwischen diesen 
beiden Doppelpunkten, wenn 7,< t< T,,, ist. Es sei nun fiir jedes 
vy > 1 ein zwischen D, und D,,, auf J" liegender Punkt c, beliebig 
gewahit. Ferner bezeichen wir fiir jeden Doppelpunkt D, mit 4, ein 
kleines Teilstiick des Weges I’, das einer hinreichend kleinen Umgebung 
von t, entspricht, derart, daB die zu den verschiedenen Punkten t, ge- 
hérenden Umgebungen ganz auBerhalb voneinander liegen und keinen der 
Punkte 7,, c, enthalten. 

Ist I’, der Weg I oder einer der Spurwege von J’, und ist die Funk- 
tion f(s) langs J’, fortsetzbar, so entspricht J, auf der Riemannschen 
Flache R von f(s) ein Weg I°;*, der in einem Regularititsstreifen S, von /(s) 
eingebettet ist. Dieser Streifen kann offenbar beliebig schmal angenommen 
werden. Wir denken uns nun sowohl dem Weg I’, als auch jedem Spurweg 
von J" auf diese Weise den entsprechenden Regularitatsstreifen auf R zu- 
geordnet. Fiir diese Regularitatestreifen werden wir im folgenden den 
Buchstaben S benutzen, mit den gleichen Indizes versehen wie der zu- 
gehérige Weg in der schlichten Ebene. Den in einen solchen Streifen 
eingebetteten, einem J, bzw. J’ entsprechenden Weg werden wir all- 
gemein mit J,* bzw. J"* bezeichnen. Ferner wihlen wir die Teil- 
stiicke 6, von J" von vornherein so klein, daB sie sich lings I* bzw. I? 
in alle S bzw. S, hineinschieben lassen. 

Wir kénnen nun zunichst iiber den ersten Doppelpunkt bis zum 
Punkt c, weiterkommen, und zwar genau nach der Methode, die am 
Beispiel der Fig.3 erlautert wurde. Dabei benutzen wir die Fortsetzbar- 
keit von /(s) lings des Weges I’, sowie des aus ihm durch Weglassen 
der zum ersten Doppelpunkt gehérenden Schleife entstehenden Spur- 
weges J",. Unsere Integrationswege verlaufen dabei sicher im Innern 
von S bzw. S,. Gelangen wir sodann bis zum zweiten Doppelpunkt — 
mit dem zweiten Parameter 7, —, so miissen nunmebr die in diesem 
Punkte zu durchsetzenden Integrationswege lings des vom Punkte 7, 
aus zum niachsten Doppelpunkt fiihrenden Wegstiickes verschoben werden, 
ahnlich wie im Falle der Fig.4 und 5. Es ist dies sicher méglich, da 
die aus den Wegen I’, I, durch Weglassen der dem Doppelpunkt D, ent- 
sprechenden Schleife entstehenden Spurwege (genauer gesagt die ent- 
sprechenden Wege auf ®) sich in Regularititsstreifen von f(s) einbetten 
lassen. Dabei braucht iibrigens der Punkt D, fiir den Weg J’, wie im 
Falle der Fig.5 kein Doppelpunkt zu sein. In dieser Weise fahren wir 
nun fort. Wir denken uns nach unserer Methode die Integrationswege 
so deformiert, daB sich dabei ein sich nicht iiberschneidender, bis zum 
Punkt «, fiihrender Integrationsweg A ergibt. Es seien J',, I;,..., I 
simtliche zu J" gehérenden Spurwege, die entstehen, wenn man nur 





<< 
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solche Schleifen wegliBt, die zu den Punkten D,, D,, ..., D, gehéren, 
und wir nehmen nun an, daB simtliche Teilstiicke des Integrations- 
weges A innerhalb der Regularitiatsstreifen S, S,, ..., S, verlaufen. 

Gelangt nunmehr der Punkt s bis zum Doppelpunkt D,,,, so mu8 
das Stiick 6,,, des lings I’ fiihrenden Integrationsweges, sowie die ent- 
sprechenden Stiicke der in den Regularititsstreifen S, S,, S,, ..., S, ver- 
laufenden Integrationswege lings des von 7,,, aus nach dem Doppel- 
punkt D,,, fiihrenden Stiickes von J’, bzw. lings der entsprechenden 
Wegstiicke auf ® ausweichen. Die dadurch entstehenden Wege liegen 
aber in der nachsten Nahe der Spurwege, die aus J, J',,..., J, durch 
Weglassen der eventuell bei D,,, liegenden Schleifen entstehen bzw., da 
6,,, klein angenommen war, innerhalb der entsprechenden Regularitats- 
streifen. Daher besitzt die neue Konfiguration, mit deren Hilfe die Fort- 
setzung bis zum Punkt c,,, gelingt, genau die analogen Eigenschaften 
wie die Konfiguration, die wir fiir die Fortsetzung bis zum Punkte c, 
angewandt haben. Unser Verfahren kann daher beliebig oft wiederholt 
werden, bis wir bis zum Endpunkt des Weges I gelangt sind. Damit 
ist der erste Teil des Satzes III bewiesen. 

Um den zweiten Teil des Satzes II] zu beweisen, beachte man 
zuerst, daB, wenn g(z) eine nach ganzen Potenzen von z fortschreitende 
Potenzreihe ist und im Nullpunkt verschwindet, was aus unserer An- 
nahme 6 > 0 ohne weiteres folgt, auch das Gleiche fiir @(z) gilt, so da8 
cis—*) eine ganze Funktion von s ist, die, nach Potenzen von s ent- 
wickelt, ganze Funktionen von wu als Entwicklungskoeffizienten besitzt. 
Will man nun die Fortsetzung des Integrals (40) lings des obigen Weges I" 
mit Selbstiiberschneidungen untersuchen, so handelt es sich, wie aus dem 
Beweis des ersten Teiles des Satzes III hervorgeht, nur noch darum, 
festzustellen, unter welchen Umstinden die Integrale 


G (u—e) 
{ sae f(uew 
4, 
tiber die Strecken 46, hinweg fortsetzbar sind. In unserem Falle sind 
aber diese Integrale ganze Funktionen von s. Denn ist 


G G(u —s) 
es o ¥ ky (u) 8 
uo 
wo die Reihe fiir jedes R fiir |u| <= R, |s| = R gleichmaBig konvergiert, 
80 ist das obige Integral gleich 


= «| Ie, (u) f (ts) du, 
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und diese Reihe konvergiert gleichmaBig fiir |s|< R fiir noch so groBe R 
— ist also eine ganze Funktion von s. Damit ist auch der zweite Teil 
des Satzes III bewiesen. 

is sei noch bemerkt, daB der zweite Teil des Satzes III] auch dann 
noch richtig bleibt, wenn g(z) als eine Potenzreihe in 2 mit von Null 
verschiedenem Radius vorgegeben wird und im Nullpunkt nicht ver- 
schwindet. Denn ist dann c, = g(0), so ist das oben bewiesene Resultat 
auf die Funktion g(z)—c, ohne weiteres anwendbar und c,/(s) ist 
eo ipso lings jedes Weges fortsetzbar, lings dessen /(s) fortsetzbar ist. 


§ 6. 
Ein Beispiel. 

Um die Notwendigkeit der Einfiihrung der Spurwege klarzulegen, 
betrachten wir ein Beispiel etwas naher. Es sei g(z) = Vz, wobei die 
Anfangsbestimmung fiir positive z positiv sein soll. Die zugehérige In- 
tegraldarstellung lautet hier 


g(z) = 1 7B O, 


1M, 


wo B(t)= 0 fir } = ¢ = 4 und B(t) = 1 fir ¢ > } ist. Dann ist 


g(t) = fe-** Vad A (A). 


a 


Ve _Ve 





Die zugehérige Funktion G(z) ist hier gleich rd = Va und unsere In- 
p4 | 7 
tegraldarstellung (28) fiir g(s) nimmt hier die Gestalt 
1 f f{u) 
41) <ms | saeee Os 
Vx J] Vu—s 


an, wobei lings des im §4 angegebenen Weges zu integrieren ist. In 
diesem Falle kénnen wir nun leicht fiir spezielle Funktionen f(s) fest- 
stellen, daB m(s) unter Umstinden lings eines Regularititsweges von s 
nicht fortsetzbar ist, falls ,,dariiber“ auf einem anderen Blatt der Rie- 
mannschen Fliche von f(s) eine Singularitiit liegt, in die der Integrations- 
weg bei dem im § 5 geschilderten DeformationsprozeB hineinzuriicken wire. 
Nehmen wir in der Tat an, daB etwa bei dem der Fig.3 entsprechenden 
Integrationsweg_ ,,iiber“ dem letzten Stiick des Integrationsweges nach 
dem Doppelpunkt ein kritischer Punkt von /(s) liegt, und zwar gerade 
in dem Blatt der Riemannschen Fliche, in dem die nach dem Doppel- 
punkt kommenden Punkte des Spurweges sich befinden. LaBt etwa f(s) in 
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der Umgebung des betreffenden Punktes s, eine Entwicklung von der 
Form 


(42) P, (s) + P,(s) Vs — 8, 


zu, wo P,(s), P,(s) nach nichtnegativen ganzen Potenzen von s—s, 
fortschreitende Potenzreihen sind, so la8t sich offenbar das vertikal 
nach unten gehende Stiick des Integrationsweges bis in den Punkt s, 
hinein verschieben. Wir kénnen daher annehmen, da§ der Punkt s,, in 
dessen Umgebung die obige Entwicklung gilt, bereits selbst ,,in“ dem 
Doppelpunkt liegt, und zwar auf dem vertikal nach unten verlaufenden 
Stiick des Weges. Bezeichnen wir ein kleines, auf diesem Wegstiick 
um s, liegendes Intervall mit 6, seinen oberen bzw. unteren Endpunkt 
mit ¢,, ¢, so kénnen wir unser Integral in zwei Teile zerlegen: 


1 f (u) 1 { f(u) 
A im £2 pe 
7 — Ree Pe 

r 





€ 


wo das zweite Integral zuerst von s bis e, und sodann von e, aus lings 
des iibrigbleibenden Teiles des Integrationsweges nach co zu nehmen 
ist. Das zweite Integral ist nun nach dem Hilfssatz 8 und dem Korollar 
dazu iiber den Punkt s, lings des horizontalen Stiickes des Weges der 
Fig.3 fortsetzbar, wenn auf diesem Wege f(s) regular ist. Vom ersten 
Integral werden wir aber nun beweisen, daS es im Punkte s, eine Sin- 
gularitaét besitzt, wenn man sich von links lings des letzten horizontalen 
Stiick des Weges dem Punkte s, nihert. Und zwar wollen wir dabei 
annehmen, da8 P,(s,) + 0 ist; offenbar kann man eine Funktion f(s), 
die unseren Bedingungen geniigt, ohne weiteres konstruieren’). 


19) Man kann eine soiche Funktion folgendermaBen finden: Man betrachte 
einen Kérper K algebraischer Funktionen einer Variablen z, zu dem eine drei- 
blattrige Riemannsche Flache R gehédrt, und es besitze R in einem Punkte z + 0 
eine Quadratwurzelverzweigung. Man kann ohne weiteres eine bestimmende Gleichung 
bilden, zu der ein solcher Kérper gehért, z. B. mit Hilfe des Puiseuxschen Diagramms. 
Wir kénnen ferner annehmen, daB z, der einzige auf der Kreisfliche |z| < | zo | 
liegende Verzweigungspunkt von § ist. Es sei nun F(z) eine algebraische Funktion 


~~; 
aus K, und sie besitze eine Entwicklung a c, 2’ in der Umgebung eines beliebigen 
v=0 
der beiden Punkte mit z= 0, fiir die auf der Peripherie des Kreises |z| = | z, | 
der oben gekennzeichnete kritische Punkt liegt. Fir z =e “* ergibt sich aus der 


obigen Entwicklung eine Dirichletsche Reihe {(s) = > c,e *". Jedem Wert s von 
r=0 

—Igz) entspricht ein Funktionselement mit einer Quadratwurzelverzweigung und 

ein anderes, das nach ganzen Potenzen von s — 8 fortschreitet. Und aus dem 

Nichtverschwinden der Ableitung von e~ * folgt, da8 man in diesen beiden Funktions- 
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Wir kénnen durch eine geeignete Transformation unsere Frage auf 
die folgende Gestalt bringen: Es sei das Integral 


1 
‘ | Py (w) + Ps (u))u 
(43) —— 
5 

gegeben, wo P, und P, gewdhnliche Potenzreihen in wu sind, deren 
Konvergenzradien gréBer sind als+l. Es sei ferner P,(0) = 1, das Vor- 
zeichen von Yu sei fiir u > 0 als positiv festgesetzt, fir u< 0 sei Vu 
negativ imaginér, so da8 man also um u = 0 im negativer Richtung 
herumzugehen hat. s liege zunichst in der unteren Halbebene, die Be- 
stimmung von Yu —s sei dann entsprechend der Forderung festgesetzt, 
daB, wenn s parallel zur negativen reellen Achse ins Unendliche geht, 
das Argument von Yu—s gegen Null konvergiert. Lassen wir dann s 
gegen die reelle Achse riicken, so stellt unser Integral die entstehenden 
Grenzwerte dar, und es ist dabei Yu—s fiir s <u als positiv, fir s >wu 
als positiv imaginir anzunehmen. Wir behaupten dann, daB (43) iiber 
den Punkt s = 0 von der unteren Halbebene aus nicht fortsetzbar ist. 
Da die Zahlerfunktion in den von u = 0 verschiedenen Punkten der In- 
tegrationsstrecke regulir ist, folgt aus dem Hilfssatz 8 durch eine Ver- 
schiebung des Integrationsweges, daB (43) in jeden von u =O ver- 
schiedenen Punkt der Integrationsstrecke von unten fortsetzbar ist, und 
in diesen Punkten den durch (43) gelieferten Wert besitzt. Es geniigt 
daher zu zeigen, daB die Ableitung von (43) im Punkte s = 0 von rechts 
keinen endlichen Grenzwert besitzt. Nun ist 


P, (u) d 
————— u 
J ju—s 
1 


nach dem Hilfssatz 8 auch in den Punkt u = 0 von unten fortsetzbar, 
da man den Integrationsweg um u = 0 oben herumfiihren kann. Wir 
haben daher nur noch das Integral 


1 


J —“_ P,(u) du 


u-—é 
1 


elementen von /(s) eine beliebige endliche Anzahl von Entwicklungskoeffizienten 
beliebig vorschreiben kann, sobald man geeignete Entwicklungskoeffizienten in den 
Entwicklungen von F(z) in der Umgebung der Stellen mit z - Zz, vorschreiben 
kann. Aus der Theorie der algebraischen Funktionen einer Variablen ergibt sich 
aber leicht, daB man in K stets eine Funktion finden kann, deren Entwicklungen 
an endlich vielen beliebig vorgegebenen endlichen Stellen von R beliebig vor- 
geschriebene Anfangsabschnitte besitzen, und die nur fiir z — oc selbst unendlich wird. 
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fiir s > 0 zu untersuchen. Hierbei ist die Wurzel nach unserer Fest- 
setzung fir u zwischen —1 und 0 negativ, zwischen s und 1 positiv, 
zwischen 0 und s dagegen negativ imaginar. Fiihren wir nun eine neue 


Integrationsvariable v = < ein (man beachte, daB s > 0 ist), so zerfallt 


unser Integral in die Summe der Integrale 





s\dv 1 dv 
are V¥-4P (>) or s| is Ps (4) oe’ 


e 


und hier ist die Wurzel fiir v < —s negativ, im Intervall zwischen s 
und 1 positiv, und fiir v > 1 negativ imaginir. Wir diirfen 0< s< } 
voraussetzen. Dann sind die Integrale 





8 dv f 
| P, (>) aya [rs (=) \ a 
4 


nach s bis in den Punkt s hinein stetig differenzierbar. In der Tat ergibt 
sich durch Differentiation unter dem Integralzeichen beide Male der 
Integrand 

1 ( 8\ 1 


v1 — 





und fiir diesen Integranden konvergieren die Integrale 


J, J 

sp 4 
fir 0 < s =} gleichmaBig in s sowohl iiber die Unendlichkeitsstelle 
v = 1 hinweg, als auch als Integrale mit unendlichen Integrationswegen 
aufgefaBt. Wir haben daher nur die Ableitung des iibrigbleibenden In- 
tegrals zu untersuchen. Da aber jetzt fiir v in <— 4, — 8) und (s, }) 
die Wurzel negativ bzw. positiv ist, kénnen wir den nunmehr zu unter- 


suchenden Ausdruck folgendermaBen schreiben: 
; 8\ (l—v) $ r (1 — v) ; 
(2, (=) nem BO j P, (= *) 3 dv). 


s 
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wo P,(v) eine gewéhnliche Potenzreihe mit dem Konvergenzradius 1 ist. 
Wir zeigen nun, daB die Ableitungen der beiden Ausdriicke 


4 " 
; 8 fs 
s | P, (=) P, (v) dv, #| P.(4) Pde 

’ -4 
nach s fir s > 0 mit s | 0 Grenzwerte besitzen. Man kénnte dies zeigen, 
indem man jeweils den Integranden als eine Laurentreihe in v auffaBt. 
Wir schlagen indessen einen etwas anderen Weg ein. Es geniigt offenbar, 
unsere Behauptung nur fiir den ersten dieser Ausdriicke zu beweisen, da 
der zweite durch die Substitution » = —w nach geeigneter Anderung 


der Bezeichnungen in den ersten iibergeht. Nun ist die Ableitung des 
ersten Ausdrucks nach s gleich 


} 
| P,(+) Pde ts | Ps (+) Pw —s PC) Py(). 


Setzen wir also 
P,(z) + 2 Py (z) = P, (2), P,(0) = 1, 
so haben wir nur zu beweisen, daB das Integral 
4 
(44) | P, (+) Py(v) do 


fiir s | 0 einem endlichen Grenzwert zustrebt. Nun gibt es eine positive 
von s unabhangige Konstante c derart, dal 


l, 
4 


IP,(z)| sc fir |z| 
|\P;(z)| se fir |2| 


IA W 


ist. Daher ist jeder der beiden Faktoren im Integranden von (44) auf 
der ganzen Integrationsstrecke absolut < c*. Ist nun « eine beliebig 
kleine positive Zahl, so konvergiert das Integral 


j 
| P, (+) P,(v) do 


fiir s | 0 gegen 
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wahrend fiir 0 << s < e sicher 


e 
* 


| | P, (+) P,(v)dv| < ec 
bleibt. Daher ergibt sich, daB (44) gegen 
4 } 
P,(0) | P. ,(v)dv = | a 


konvergiert. Wir haben daher nur noch den Ausdruck 


s 





ee 
———, op 


P, (+) 25" de—s | P, (4) "Fae 


v? v v? 
zu untersuchen. Ist nun 


P,(2z) = _ 6,2’, @ = l, 





y=0 

wo die Potenzreihe auch fiir |z| = 1 absolut konvergiert, so erhalten wir 
fiir den obigen Ausdruck den Wert: 

4 —s 

a Pee Fas 
(45) s> a s*| | ta dv — | eat av). 

\J ot? AR ie di } 
r‘=0 s 4 j 
Der Klammerausdruck ist aber fiir » > 0 gleich 
: _ 1\i} —2 1 \|-s 
(Sot s)t- Genta) 
(y+ 1) vu'/ |e (y+ 1)v vo /\|—4 
Fiir gerade v > 0 liefert dies 
2 


vy em 1) 
- (2 " eatiet 


Das Aggregat der entsprechenden Glieder von (45) ist gleich 
7 4, 
> 2 ((2 s)?" — 1), 


—— pb 
u J 


und dies ist fiir |s} < } wegen der Konvetgenz von }’\a,| durchweg 
=0 
nach s stetig differenzierbar. 


Fiir ungerade » liefert oi 


(27+1—s8 w+), 


y 4 
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Das entsprechende Gliederaggregat von (45) ist gleich 


—< y G3u (ee <s): 


u=0 





und dies ist wiederum fiir |s| <= } nach s stetig differenzierbar. Es 
bleibt wegen a, = 1 nur das Glied 


F 7 

2—v 2—v 

( {sseu—foseu 
: 4 

von (45) zu untersuchen. Dieses Glied ist aber gleich 2slg2s, und die 


Ableitung von 2slg2s wird fiir s {0 logarithmisch unendlich. Damit 
ist unsere Behauptung bewiesen. 





Basel, Dezember 1932. 


(Eingegangen am 31. 12. 1932.) 





Uber Zahlenfolgen, 
die ein kollektiv-aihnliches Verhalten zeigen. 


Von 


R. v. Mises in Berlin. 


Nach der neueren Auffassung der Wahrscheinlichkeitstheorie, wie ich 
sie in verschiedenen Schriften entwickelt habe"), ist jeder Satz der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung eine Aussage iiber eine unendliche Zeichen- oder 
Zahlenfolge bestimmter Art. Die entscheidenden Eigenschaften dieser 
Folgen, die wir Kollektivs nennen, lassen sich kurz dahin andeuten: Die 
relative Hiaufigkeit, mit der irgendein Zeichen in der Folge auftritt, 
strebt einem Grenzwert zu, und die Anordnung der Zeichen innerhalb 
der Folge weist eine gewisse ,,Regellosigkeit’’ auf. Die Annahme der 
Regellosigkeit ist wesentlich glieichbedeutend damit, dafs die Reihenfolge 
der Zeichen nicht explizite angebbar ist und es sich nur um einen Kalkiil 
mit ,,Verteilungen’‘ (d. i. den Gesamtheiten der relativen Hiufigkeiten 
innerhalb einer Folge) handelt. Dieser Umstand beeintriichtigt in manchen 
Fallen die unmittelbare Anschaulichkeit der Ergebnisse, ahnlich wie die 
Anschaulichkeit von Satzen der nicht-euklidischen Geometrie darunter 
leidet, daB die von ihnen behaupteten raiumlichen Beziehungen nicht immer 
durch konkrete Konstruktionen im dreidimensionalen euklidischen Raum 
wiedergegeben werden. Um diesem Mangel abzuhelfen, habe ich schon 
bei friiherer Gelegenheit, zur Aufklirung bestimmter mit dem Bernoulli- 
schen Theorem zusammenhingender Fragen, gewissermafen als ,,Modelle“, 
Zahlenfolgen benutzt, die nicht allen Bedingungen eines Kollektivs geniigen, 
sich aber gerade in der in Frage stehenden Richtung wie ein Kollektiv 
verhalten*®). In der vorliegenden Note fasse ich in einheitlicher Weise 
eine Reihe solcher Beispiele von Zahlenfolgen zusammen, die entweder 

1) Vgl. das Lehrbuch: R. v. Mises, Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre An- 
wendung in der Statistik und theoretischen Physik. Leipzig-Wien 1931. 

2) Z. B. in dem Lehrbuch §. 181 ff. 


Mathematische Annalen. 108. 49 
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keine oder eine in bestimmter Weise beschrinkte Regellosigkeit aufweisen’). 
Vorangestellt ist ein einfacher und naheliegender Hilfssatz, der es ermég- 
licht, ohne viel Rechnung Zahlenfolgen herzustellen, die scheinbar recht 
komplizierten Forderungen geniigen. 


1. Hilfssatz iiber die Grenzhiufigkeit in einer Zeichenfolge. Wir 
betrachten eine unendliche Folge, in der sich bestimmte Zeichen in irgend- 
welcher Anordnung wiederholen. , Die Schreibweise 

FP: A* BPC’... 
soll bedeuten: Die Folge F beginnt mit dem a-mai gesetzten Zeichen A, 
dann steht 8-mal das Zeichen B usw. Enthalt F nur zwei verschiedene 
Zeichen, so setzen wir fiir sie 0 und 1 und sprechen von einer Alternativ- 
folge oder einer Null-Eins-Folge. Kommt das Zeichen A unter den ersten 
n Elementen von F genau »’-mal vor, so heiBt der Quotient n’'/n die 
relative Hiaufigkeit von A an der Stelle n. Strebt n’/n mit wachsendem n 
gegen einen Grenzwert p, so nennen wir diesen die Grenzhdufigkeit**) von A. 
Wir beweisen folgenden 


Hilfssatz: Besitzt in einer Folge F das Zeichen A an den Stellen 





Nh =N,, Ny, Ns,... die relativen Hédufigkeiten p,, p,, ps, ... und gilt 
- ' a.—,_, 
{1) limp,=p, lim — = 0, n,—> o, 
«x ‘> n, —1 


80 besitzt A die Grenzhiufigkeit p, d.h. es gilt 


. n 
(2) tim — = Pp. 
Ist nimlich n von den n,, m,, m,,... verschieden, so gibt es ein », 
so dab 
(3) M1 <n < Nn, 


Die Anzahl n’ der A unter den ersten n Elementen von F kann dann 
nicht gréBer sein als p,_,n,_,-+(m—n,_,), ist also wegen (3) sicher 
kleiner als p,_,» + (n,—m,_,). Andererseits kann n’ nicht kleiner sein 
als p,n, — (n, —n), ist also wegen (3) sicher gréBer als p,n —(n, — n,_,). 
Es folgt aber aus 


(4) Pyn—(n, — n,_,) <n’ < p,_yn + (n, — n,_,), 
’) Mit einer ahnlichen Fragestellung, von etwas anderem Ausgangspunkt aus, 
beschaftigt sich A. H. Copeland, American Journal of Math. 50 (1928), S. 535—552. 
8a) Der Ausdruck ,,Wahrscheinlichkeit bleibt vorbehalten fir die Grenzhaufig- 
keit innerhalb solcher Folgen, die allen Forderungen an ein Kollektiv, auch der 
Regellosigkeit, geniigen. 
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indem man durch n dividiert und den Quotienten (n, —n,_,):n, der 
rechts mit positivem, links mit negativem Zeichen auftritt, durch 
(n, — n,—1):%,—, ersetzt: 
. n—n n' ni — nN, 

< 


5) (BR ——)—-——— <= P< 1-2) + 


v=} v=—i 





Damit ist die Behauptung bewiesen, denn man kann nach (1) immer ein », 
so wahlen, daB zugleich 


lpn —pl< = und ———— < > fir » > »,—1. 
Dann besagt (5), daB fiir alle n > n,, 
—éeE< = —p < &. 


Der Hilfssatz besagt, da&S man aus der Konvergenz der p, auf die 
von n’/n sicher dann schlieBen kann, wenn z. B. die Abstande 1, = n, — n,_, 
konstant sind oder nicht stirker wachsen als eine positive Potenz von ». 
Auf die Anordnung der Zeichen innerhalb der einzelnen Abschnitte kommt 
es in diesen Fallen nicht an. Ist aber die zweite Bedingung (1) verletzt, 
wachsen z. B. die 1, exponentiell an, so kann man die Zeichen innerhalb 
der Abschnitte von den Langen |, so anordnen, daB keine Grenzhiufigkeit 
besteht. So hat z B. in der Alternativfolge 


(6) F: OVO 1010 1°... 
die relative Haufigkeit der 1 an den Stellen 
nm, = 2[1+2+4+...42"-4] = 2(2"—1) 

genau den Wert p, = }, aber an den Zwischenstellen 

i, = n,+ 2” = 3-2" -—2 
besitzt n’/n, da nach dem n,-ten Element nur Nullen hinzugekommen 
sind, den Wert (vy > 1) 

n, = 
ta = i3a<s 





Es schwankt also in (6) die relative Hiufigkeit der Eins, wie groB auch n 
ist, zwischen */, und */,. Jeder Punkt dieses Intervalls ist ein Haufungs- 
punkt von n’/n °°). 

2. Realisierung vorgegebener Verteilungen. Enthalt eine Folge nur 
endlich viel verschiedene Zeichen, so erscheint es selbstverstandlich, da8 
sich Anordnungen angeben lassen, bei denen jedes Zeichen mit einer 


8b) Vgl. a. E. Borel, Les applications de la théorie des probabilités (t. II du 
Traité du calcul des probabilités), Fasc. I, réd. par P. Dubreil, Paris 1926, p. 3. 
49* 
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bestimmten vorgegebenen Grenzhiufigkeit auftritt*). Dagegen ist es auf 
den ersten Blick nicht einleuchtend, daB sich auch stetige Verteilungen 
durch Zahlenfolgen realisieren lassen. Hier handelt es sich um die Auf- 
gabe: Eine abzahlbar unendliche Folge von reellen Zahlen zu konstruieren, 
unter denen alle kontinuierlich vielen Intervalle einer bestimmten Strecke 
mit gegebenen Grenzhiufigkeiten vorkommen. Tatsichlich ist gegen die 
Haufigkeitstheorie der Wahrscheinlichkeit schon der Einwand erhoben 
worden, da8 sie solchen Fillen ,,geometrischer“ Wahrscheinlichkeit nicht 
gerecht werden kénne. Der Einwand laSt sich freilich durch den Hinweis 
auf bekannte Zahlenfolgen, die zu ,,Gleichverteilungen“ fiihren [z. B. die 
Reste mod 1 der ganzzahligen Multipla einer Irrationalzahl‘)], entkriften. 
Aber es diirfte doch niitzlich sein, zu zeigen, wie eine beliebige stetige 
Verteilung durch eine abzihlbare Zahlenfolge verwirklicht werden kann. 
Wir schicken ein einfaches Beispiel voraus, das sich auf den Fall von 
endlich viel verschiedenen Zeichen bezieht. 

Erstes Beispiel. Seiten A, B, C drei verschiedene Zeichen und 
p, q, drei positive echte Briiche, fiir die 


(7) ptqtr=1, 
Wir bilden mit einem ganzzahligen s die Zahlen l,, n,: 
(8) a, =lL=—s, 2,—#,,=4=8, 2,= Mets; y = 2, 3, 4, 
und definieren «,, B,, y, [GauBsches Symbol] 
(9) a, =([vsp], B, =([vsq], vy, = l,—a,—§,. 
Dann besitzen in der Folge 

F,: A% BA Cn A: Ba Cre... 


a 
die A, B, C die Grenzhdufigkeiten p bzw. q bzw. r. 


Beweis. Die n, erfiillen nach (8) die Bedingungen (1) des Hilfssatzes. 
Da ferner nach (9) «,-+- 6,+ 7, = J, und nach (8) 1, +1,+-...+1,=n,, 
so ist die Anzahl] n, der A unter den ersten n, Elementen der Folge F;: 


(10) m =a,+ta,t+...+a,. 


Nach (9) ist 
yvsp—l<a< vsp, 

also 
v(v+1) 


_— sp ey” < n, < v ie) 8 


P; 


*) Einen ,,Existenzbeweis“, der auch den Fall abzahlbar unendlich vieler Zeichen 
umfaBt, hat E. Tornier, Crelles Journal 168 (1930), S. 50, gegeben. 
5) Vgl. H. Weyl, Math. Annalen 77 (1916), S. 313—352. 
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und durch Division mit n, folgt fiir p, = n,/n, 

2 “— 
(11) Pp — CES Ye Pr S P- 


Demnach erfiillen auch die p, die Bedingung (1) des Hilfssatzes und da- 
mit ist unsere Behauptung hinsichtlich der A bewiesen. Hinsichtlich der B 
verlauft der Beweis in genau der gleichen Weise. Da schlieBlich die 
Summe der drei relativen Hiufigkeiten der A, B und C fiir jedes n 
gleich 1 ist, folgt aus dem Bestehen der Grenzhiufigkeiten p und q fiir A 
und B, da8& auch C eine Grenzhaufigkeit, und zwar gleich 1— p—q=r 
besitzt. 

Auf den Fall von mehr als drei, aber endlich viel verschiedenen 
Zeichen ist die Uberlegung unmittelbar zu iibertragen. Auf den Fall 
von abzahlbar unendlich vielen kommen wir noch zuriick und behandeln 
zunichst den einer beliebigen stetigen Verteilung’). 


Zweites Beispiel. Sei V(x) stetig, monoton wachsend V(— ©) = 0, 
V(+ cc) = 1, ferner n, und I, durch (8) erklart. Wir bilden eine un- 
endliche Folge reeller Zahlen 


Fy: 1,1 L1,9 +++ V1,0 Le,1 Lo,9 +--+ Le,00 Ls,1 V3,9--+ Lage-+s, 


in der an der Stelle mit der Nummer n,_, + x die Zahl x, steht, fiir die 


2x—1 
2vs ’ 


(12) V (xy, x) = 


x= 12 ...98; » = 1,3,5..... 


Dann besitzen in der Folge F, die Zahlen, die dem Intervall 
(13) %,<2tsS2, 


angehéren, die Grenzhiufigkeit V(z,) — V (z,). 

Da die rechte Seite von (12) zwischen 0 und 1 liegt, besitzt die 
Gleichung zufolge unserer Annahmen iiber V(x) stets genau eine Lésung. 
Um unsere Behauptung zu beweisen, denken wir uns in F, fiir jede Zahl, 
die (13) erfiillt, eine 1, fiir jede andere eine 0 gesetzt und haben nun 
in der so gebildeten Alternativfolge F; die Hiiufigkeit der 1 zu unter- 





®) Der Begriff der ,,Verteilung“ wurde von mir 1919 in die Wahrscheinlichkeits- 
rechnung eingefiihrt (Math. Zeitschr. 4 (1919), S.20] und ist seither von vielen 
Autoren iibernommen worden. Die wesentlichen Merkmale der (eindimensionalen) 
Verteilungsfunktion sind: 1. V(z) ist far alle z monoton, nicht abnehmend; 2. es 
ist Vi—_ ~) = 0, Viw) = 1; 3. V(x) ist rechts halbstetig. — Die im Text gemachte 
Voraussetzung: V(x) stetig und monoton zunehmend, stellt eine Spezialisierung dar, 
die von den beiden geliufigen Spezialfallen verschieden ist, namlich a) der arith- 
metischen Verteilung: V(x) hat nur endlich viel Sprungstellen und verlauft dazwischen 
konstant; b) der geometrischen Verteilung: V(x) ist tiberall stetig und differenzierbar. 
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suchen. Fiir die z-Werte, die dem Intervall (13) angehéren, gilt, da V(z) 
monoton ansteigt, 


(13’) V(z,) < V(x) s V(z2,). 
Demnach ist die Zahl z, der Einser innerhalb des Abschnittes von F;, der 


mit der Nummer n,_, + 1 beginnt und mit der Nummer n, endet, gleich 
der Anzah] ganzzahliger x, fiir die 


(13”) V (2,) <*2—* < V(q,). 


Fiir diese Anzahl z, hat man 

(14) ys [V(z,) — V(z,)] —1<z, < vs[V(z,) — V(z,)} + 1. 

Die Anzahl n, aller Kinser bis zur Stelle n, ist nm, = z,+2,+-...+42,, 
also erhalt man durch Summation aus (14) fiir die relative Haufigkeit n,/n, 
oder p,, da nm, gleich der Summe der vs ist: 

(15) V(x) — V2.) — oy, << Vay) — Ve) + Gas 

Da hiernach die p, gegen die Differenz V(z,) — V(z,) konvergieren, 
wahrend die n, nach (8) die Bedingungen des Hilfssatzes erfiillen, ist die 
Behauptung erwiesen. 

Man kann die Uberlegung hinterher leicht ausdehnen, zunachst auf den 
Fall, daB V(z) auch streckenweise konstant ist. Die Lésung von (12) 
ist dann nicht mehr eindeutig, es bleiben aber die SchluBfolgerungen 
richtig, wenn an die Stelle mit der Nummer n,_,-+ x in F, irgendeine 
Lésung von (12) aus (13) gesetzt wird. Man erkennt, da8B so von allen 
z-Werten, die einer Strecke von konstantem V(x) zugehéren, héchstens 
einer innerhalb eines Abschnittes n,_,-+-1 bis n, auftreten kann. End- 
lich kann man auch zulassen, daB V(z) nicht stetig ist, sondern an 
diskreten Stellen Spriinge aufweist. Setzen wir fest, daB der Wert von V(z) 
an einer Sprungstelle gleich dem von rechts genommenen Grenzwert ist, 
so mu man die Vorschrift (12) dahin erginzen: An eine Stelle n,_, + x, 
fiir die (12) keine Lésung besitzt, setze man die kleinste Lésung von 


(12a) V (2,2) > —. 





Dann treten wieder die weiteren Schliisse in Kraft. Damit ist auch der 
oben aufgeschobene Fall einer unstetigen Verteilung mit abzahlbar un- 
endlich vielen Sprungstellen (also der Fall von abzaihlbar unendlich viel 
verschiedenen Zeichen) erledigt. — Als spezielle Anwendung kann man 
eine Gleichverteilung zwischen 0 und 1 aus lauter rationalen Briichen 
herstellen: 
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Dagegen wiirden die analogen Briiche mit den Nennern 2, 4, 8, i6,... 
allein itiberhaupt keine Grenzhaufigkeiten ergeben. 

Wir wollen noch zeigen, wie man eine zweidimensionale Verteilung 
durch eine unendliche Folge von Zahlenpaaren realisieren kann. Dabei 


beschranken wir uns auf den Fall, in dem V(z,y) stetig und in dem 
Sinne monoton wachsend ist, daB fiir je zwei Wertepaare z, << 24, y, << y, 


(16) V (xy, Ys) — V(arq, ¥,) — Va, Ye) + V(z,, y,) > 9. 
AuBerdem gehe V(x, y) gegen 0, wenn eine der Variablen gegen — cc 
geht, und gegen 1, wenn beide gegen +- © gehen. 


Drittes Beispiel. Zu einer vorgegebenen zweidimensionalen Ver- 
teilung V(x, y) bilden wir eine unendliche Folge F, von Zahlenpaaren wie 
folgt. Es sei fiir ein ganzzahliges s 


3 2 


(17) annw=x Lee, a,—8,-,; = 4= FP, 2, = ofe +30? +» op 


6 

An die l, Stellen mit den Nummern n,_, + 1 bis n, setzen wir (in beliebiger 
Anordnung) die Zahlenpaare 2,,., Ys,x,, (mit x, A = 1, 2,3,..., v8), wobei 
die xz,., bestimmt werden durch 


, 2x—l1 
(18) V (2,2, ©) = —— 
und die y,», durch 
er, , 2i4—1 
(19) V (di, 2 Yr, x,2) = V (2s. — 19 Yr,x,a) = Oya 
mit 
(19’) V(zi..,0) = —, +=1,2,..., ¥8—1. 


In dieser Folge F, besitzen die Zahlenpaare, fiir die 


tS% ySY 
die Grenzhiufigkeit V(zx,, y,). 

Nach den Voraussetzungen iiber V(z, y), insbesondere nach (16), 
ist V(x, co) monoton wachsend von 0 bis 1, und V(z,, y) — V(z,, y) bei 
festen z, > z, monoton wachsend von 0 bis zum Wert V(z,,0) — V(z,,@). 
Daher haben (18), (19’) und (19) eindeutige Lésungen z,.,, 2,,, und y,, x2. 
Durch die z,,, fir « = 1, 2,...,(»s—1) wird nach (19) die z-y- Ebene 
in vs Streifen parallel der y-Achse geteilt, wobei auf jedem Streifen die 
Masse“ 1/ys ruht. Von den »s Werten z,, nach (18) liegt jeder im 
Innern eines anderen dieser Streifen. Der x-te dieser Streifen wird durch 
die Ordinaten y,,., fiir die mit « = 1, 2,...,(¥s — 1) 


(19”) V(@s,25 ¥,x.) —V(trx-15 50) = ar 


in »s Rechtecke geteilt (s. Fig.1), von denen jedes einen der Punkte 
Zyx, Yr,x,, und die ,,Masse“ 1/»*s* enthilt. Der Beweis ergibt sich nun 
wie folgt. 
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Der Bereich A der z-y-Ebene, fiir den z <= z, und y < ¥y,, iiber- 
deckt vollistaindig eine gewisse Anzahl a’ der bezeichneten Rechtecke, 
wahrend eine Anzahl a” >a’ von 
Taunt tax Type Rechtecken mindestens einen inneren 
Punkt mit A gemein haben. Die An- 
zah! z, der Punkte mit den Koordinaten 
Lyx, Yvx,2, die zum Bereich A gehéren, 
“Var liegt zwischen a’ und a”. Die Differenz 
a” —a’ ist héchstens gleich 2s, weil 
keiner der beiden Rainder von A mehr 
als »s Rechtecke durchschneiden kann. 
Andererseits kann die auf A entfallende 
,»Masse“ V(z,, y,) nicht kleiner als a’/»* s* 
Fig. 1. und nicht gréBer als a”/y*s* sein, so 
daB auch v»v*s*V(z,, y,) zwischen a’ 
und a” liegt. Daher kann der Betrag der Differenz | »*s* V(z,,y,) — z,! 
den Wert 2¥s nicht iiberschreiten. Somit gilt 
(20) vs V(z,,y,)-—298s 24s Ps V(z,,y,) +248 
und durch Summierung erhalt man nach (17) fiir m, = z,+ 2, +...+ 42: 
n, V(z,,y,)— »(v¥+1])ss n, < 0, V(z,,y,) + »(v + Ds, 
also schlieBlich nach Division durch n, fiir die relative Haufigkeit n’,/n, oder p,: 
(21) V (x,, 4) — aah s Py s V (2,, y,) a (2 rar 
Demnach konvergieren die p, gegen V(zx,, y,), und da auch die n, gemaB (17) 
der Bedingung (1) des Hilfssatzes geniigen, ist unsere Behauptung erwiesen. 
3. Zahlenfolgen zur Erliuterung des Bernoullischen Problems. Der 
geliufigste Einwand gegen die Haufigkeitstheorie der Wahrscheinlichkeit 
geht dahin, daB ihre Grundannahme, die Existenz der Grenzhiufigkeit, 
dem Bernoullischen Gesetz widerspreche. Da8 in einer Alternativfolge 
die Eins z. B. mit der Grenzhaufigkeit '/, auftritt, soll angeblich in Wider- 
spruch stehen damit, da8 fiir jedes noch so groBe m Abschnitte der 
Lange m mit lauter Nullen oder lauter Einsen eine endliche Wahrschein- 
lichkeit besitzen! Ich habe zur Widerlegung dieses Einwandes das Bei- 
spiel der Quadratwurzeltafel gegeben, bei der die Grenzhiufigkeit '/, der 
Eins sogar damit vertriglich ist, daB ,,fast alle“ Abschnitte der Lange m, 
bei jedem m, aus lauter Nullen oder lauter Einsen bestehen’). Das Beispiel 
la8t sich unter Verwendung des Hilfssatzes noch wesentlich vereinfachen: 






~~ Yarx det 


“Vax dt 





! 
! 
! 
! 
r 


Lyx 


7) Lehrbuch, 8.181. Friher in ,,Naturwissenschaften“ 15 (1927), S. 497—502. 
Die Bemerkung ist (ohne Quellenangabe) wieder abgedruckt bei E. Kamke, Ein- 
fihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie, Leipzig 1932, S. 133. 
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Viertes Beispiel: In der Alternativfolge 
(22) F,; OO 1LPO 1... 
besitzt die Eins die Grenzhiufigkeit */,. Ist m eine beliebige natiirliche Zahl, 
so besitzen unter den Abschnitten der Linge m diejenigen, die lauter Nullen 
und diejenigen, die lauter Einser enthalten, je die Grenzhiufigkeit */,, alle 
anderen daher die Grenzhiufigkeit 0. 

Der erste Teil der Behauptung ist evident. Denn fiir die n-Werte 
2, 6, 12, ..., die in den Abstinden 2, 4, 6, ... aufeinanderfolgen, ist die 
relative Haufigkeit jedesmal genau gleich '/,, also sind die Voraussetzungen 
des Hilfssatzes erfillt. — Um den zweiten Teil zu beweisen, denken wir 
uns unter das m-te, 2m-te, 3m-te,... Element von F, je eine der 
Zahlen 0, 1 oder 2 gesetzt, und zwar eine 0, wenn die letztdurchlaufenen 
m Elemente Nullen waren, eine 1, wenn sie alle Einser waren, endlich 
eine 2, wenn sie teils Einser teils Nullen waren. Fiir m = 3 entsteht 
so die untenstehende Zahlenreihe F;: 

v2 01/0011;000111)/00001111 0 


22’ ; 

(22) ye  * a: 4 eee 
Ubertragen wir gleichzeitig auf F; die Einteilung von F, in die Gruppen 
von den Langen 2, 4, 6, ... usw., wie die Vertikalstriche in (22’) dies 


zeigen, so zerfallt dadurch auch die Zeichenfolge F, in gewisse ungleich 
lange Abschnitte. Die Zahl der Elemente von F, im y-ten dieser Ab- 
schnitte (die auch 0 sein kann) bezeichnen wir mit /,, die der Nullen 
mit «,, die der Einser mit f,. Da 1, aufeinanderfolgende Elemente 
von F; eine Gruppe von genau [(l,—1)m-+ 1] Elementen von F, be- 
grenzen und 2» die Lange des »-ten Abschnittes von F, ist, so haben wir 
(23) (l, —1)m+1 5 2». 

Andererseits kénnen rechts und links von den I, betrachteten Elementen 
von F,; noch héchstens je (m—1) Elemente aus demselben Abschnitt 
von F, stehen, so daB 

(23) (l, — 1)m+1-+ 2(m—1) > 2». 

Aus (23) und (23’) folgt 
SP... 
m 


(24) L<< 41. 


In ganz der gleichen Weise kann man a, und f, abschitzen. Kine 0 in F, 
kann nur in der ersten Hilfte eines jeden Abschnittes von F, stehen, 
die erste Zahl innerhalb dieser Abschnitthalfte ist aber eine 2, wenn sie 
friiher steht als an m-ter Stelle. Daher bekommt man fiir «, und #, 
analog (24) 

y v v ws v 
(25) ~_2<a<57, ~-2<4,<%+. 


m 
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Setzt man nun /,-+1,+...+1—=n, a,+a,+...+a, = m, 
6,+8,+..-+ 8, = n,, so erhalt man durch Aufsummieren von (24) 
und (25) 

v(v+1) y<4n,- v(v+1) ”, 
(26) m m 
v(v¥+1) 9 As v(v+1) v(v+ 1) i Cdl v(v-+1) 
2m -27< M5 — °° oa % Ss in 
Aus der ersten dieser Ungleichheiten und aus (24) folgt 
l n—n 2y 
9 es Bo eee ee ae ‘ yr ™ - 
(27) er Pe - ~(v—1)(¥— m)’ 
aus dem zweiten Paar von (26) folgt fiir die Haufigkeit p, = n,/n, 
ur TI 1 1 
or. v-T - 
(28) Toa Pe F m 
£é <mes i costo 
y+l v+l1 


und aus dem dritten Paar genau das Gleiche fiir die Haufigkeit g, = n,/n,. 
Da mit wachsendem y die rechte Seite von (27) gegen 0, die beiden 
AuBenglieder von (28) gegen '/, gehen, sind die Bedingungen (1) des 
Hilfssatzes erfiilit und unsere Behauptungen bewiesen. 

Ohne Schwierigkeiten ist das Beispiel auszudehnen auf Fille, in 
denen die Grenzhaufigkeit der 1 eine andere als '/, ist, oder keine Alter- 
nativfolge vorliegt usw. Eine andere Erweiterung, die uns dem Bernoulli- 
schen Problemkreis naherbringt, liefert das folgende Beispiel: 

Eine Gruppe von & Zeichen, die teils Nullen, teils Kinser sind, 
nennen wir eine k-ziffrige Dualzahl. Es gibt s = 2* verschiedene solcher 
Zahlen D,, D,,...,D, Man kann in unmittelbar verstindlicher Weise 
durch einen Ansatz von der Form 

De: Dp Dp ... 
eine bestimmte Alternativfolge (Null-Eins-Folge) darstellen. 

Fiinftes Beispiel. Seien D,, D,, ..., D, die stmtlichen s = 2* 
voneinander verschiedenen k-ziffrigen Dualzahlen. Zerlegt man die Aliter- 
nativfolge 
(29) F,: D,D,...D, Dj Dj... D? D? Dj... D? Di Dj... 


in Abschnitte der Linge m, wo m = m'k ein ganzes Vieljaches von k ist, 
so besitzen diejenigen Abschnitte, die genau m'x Einser (x = 1, 2,..., k) 
enthalten, die Grenzhdufigkeit 


(30) ,(z) = (*) 2-8, 


Wir werden etwas mehr zeigen als (30), namlich da8 unter den Ab- 
schnitten der Linge m jede m-ziffrige Dualzahl, die eine Aneinander 
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reihung von m’ gleichen k-ziffrigen Dualzahlen ist, mit der Grenzhaufig- 
keit 2-* auftritt. Da es im ganzen 2* verschiedene k-ziffrige Dualzahlen 
gibt, haben alle anderen Kombinationen aus m Einsern und Nullen (die nicht 
die Periode & besitzen) die Grenzhaufigkeit Null. Daraus folgt (30) 


sofort, wenn man bedenkt, da& (*) die Anzahl der k-ziffrigen Dual- 


zahlen mit genau z Einsern ic’, also auch die Anzahl derjenigen unter 
den m-ziffrigen Dualzahlen, die genau m’az Kinser enthalten und dabei 
aus m’ gleichen, hintereinandergereihten k-ziffrigen Dualz-hlen bestehen. 

Um den Satz zu beweisen, betrachten wir zunichst die aus m’-maliger 
Wiederholung von D, zusammengesetzte m-ziffrige Zahl. Fassen wir F, 
als Folge von Zeichen D,, D,, ... auf, so besitzt darin D, die Grenzhaufig- 
keit 1/s, wie das ohne weiteres (entsprechend unserem ersten Beispiel) 
aus dem Hilfssatz hervorgeht. Zu der so aufgefaBten Folge F, bilden 
wir eine Folge F;, indem wir unter die Elemente von F,, die die Nummern 
m’', 2m’, 3m’,... tragen, eine 1 oder 0 setzen, je nachdem die letzten 
m’ Elemente von F, alle gleich D, waren oder nicht. Eine 1 in F, 
bedeutet also, daB die letzten m = m’k Elemente der urspriinglichen 
Alternativfolge die eben herausgehobene m-ziffrige Zahl D®’ darstellen. 
Daneben beachten wir die Zerlegung von F,, (immer als Folge von D-Zeichen 
aufgefaBt) in die Abschnitte von den Langen s. 2s, 38,... und bezeichnen 
mit 1, die Anzahl aller Zeichen, mit «, die Anzahl der Einser in F;, die 
dem yv-ten dieser Abschnitte entsprechen. Genau analog (23) und (23’) 
erhalten wir 

(,—Um’+1lsvs, (l,-Im’+14+2(m"’—-)Svs 
und daraus 
vé vé 
(31) =—-1<§<—+1, 
ferner in Analogie zu (25) 
‘ v v 

Durch Aufsummieren findet man ebenso wie friiher die Schranken fir 
n, =1,+1,4+...4+1, und n, = a,+a4,+ ...+4,, daraus die Ungleich- 
heiten fiir J,/n,_, und p, = n,/n,: 





1 , 
(33) _— < ves a m 

v3 (»—1)(4 »—m’) 
und 

4m 


(34) 
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Nach dem Hilfssatz geht also die Haufigkeit der Einser in der Folge F; 
gegen 1/s = 2-*, womit unsere Behauptung bewiesen ist fiir diejenige 
m-ziffrige Dualzahl, die durch m’-malige Wiederholung von D, entsteht. 
Genau der gleiche Beweisgang gilt bei Zugrundelegung von D,, D,,... 
oder D,. 

Das Ergebnis, das in (30) zum Ausdruck gebracht wird, laBt sich 
so deuten: Wie groB auch m = m’k gewahlt wird, es kommen immer, 
und zwar mit der von m und m’ unabhingigen Grenzhaufigkeit w, (z), 
Abschnitte der Linge m vor, die keine Einser, solche die m’ Einser, 
., endlich solche die lauter Einser enthalten. 
Die Struktur der hier betrachteten Alternativfolge ist also schon viel ahn- 
licher dem Verhalten eines wirklichen Kollektivs als die von F,. Aber 
sie unterscheidet sich noch in doppelter Weise: Erstens kommen die Einser 
in den einzelnen Abschnitten der Lange m nur in Anzahlen vor, die Viel- 


solche die 2m’ Einser, .. 


fache von m’ sind, und zweitens sind die Hiaufigkeiten der einzelnen 
Vorkommnisse von m unabhingig. Wir geben jetzt zum SchluB ein 
Beispiel, das genau das Verhalten zeigt, das das Bernoullische Gesetz fordert. 

Zu diesem Zweck fiihren wir noch folgende Benennung ein. Eine 
Aneinanderreihung simtlicher voneinander verschiedener k-ziffriger Dual- 
zahlen heiBe eine ,,kompleite Zahl der Klasse k“ und sei mit Z, bezeichnet. 
Sind darin die 2* Bestandteile der GréBe nach geordnet (also fiir k = 2: 
00011011), so nennen wir sie die ,,geordnete komplette Zahl der 
Klasse k‘ und schreiben dafiir Z,. Auf zwei Eigenschaften der Z, und Z, 
werden wir uns stiitzen: a) Ist m ein Teiler von k, so enthalten die 


Abschnitte der Linge m von Z, jede m-ziffrige Dualzahl genau = 2t—=. 


mal. Dies folgt unmittelbar aus der Art, wie man die simtlichen Kom- 
binationen der Klasse k aus zwei Elementen bildet: Schreibt man sie 
untereinander, so enthalt jede Gruppe von m Spalten alle Kombinationen 
der Klasse m, jede gleich oft angeschrieben. Daher mu8 die Hiaufigkeit 
jeder der 2” m-ziffrigen Dualzahlen die gleiche sein, und daraus folgt die 
Behauptung, weil die Anzahl aller Elemente von Z, gleich k-2* ist. 
b) Nimmt man von der geordneten kompletten Zahl Z, am Anfang k’ < k 
Nullen fort und setzt sie ans Ende, so erhdlt man eine nicht geordnete 
komplette Zahl Z,. In der durch die Umstellung erzeugten Zeichenfolge 
enthalt nimlich jeder Abschnitt die (k — k’) letzten Ziffern eines Ab- 
schnittes von Z, und die ersten k’ Ziffern des folgenden (im zyklischen 
Sinne). Bei der natiirlichen Anordnung der k-ziffrigen Zahlen in Z, wieder- 
holen sich an den ersten (k — k’) Stellen die gleichen Ziffern unmittelbar 
hintereinander 2*’-mal; an den letzten k Stellen wiederholt sich aber eine 
Ziffernfolge nach 2*~* Schritten. Also kénnen bei der neuen Zusammen- 














Zahlenfolgen mit kollektiv-ahnlichem Verhalten. 769 


fassung in Z, niemals zwei gleich besetzte Abschnitte entstehen, womit 
die Behauptung bewiesen ist. Wir geben nun das letzte Beispiel. 

Sechstes Beispiel. Sei Z, die geordnete komplette Dualzahl der 
Klasse k, ferner k,, k,, k;, ... eine Folge wachsender Zahlen derart, dap 
zu jeder natiirlichen Zahl n ein v existiert, fiir das n ein Teiler von k,, 
ky ii, kyaa,... ist (z. B. k, = v!); endlich seien c, unbeschrinkt wachsende 
ganze Zahlen und 





k 
(35) zy = ¢, =e. givta— ty, »=1,2,3,.... 
Dann besitzt die Alternativfolge 
(36) Fy: Ze ZZ... 


folgende Eigenschaft fiir beliebiges m: Unter den Abschnitten der Lange m 
von F, treten diejenigen, die x Einser und (m — x) Nullen enthalten, mit 
der Grenzhaéufigkert 


= 
(37) Wm (x) = (™) Q-m 
auf. 

Beweis. Die Behauptung (37) folgt sofort (wie beim vorigen Bei- 
spiel), wenn wir bewiesen haben, daB unter den Abschnitten der Linge m 
diejenigen, die einer beliebigen m-ziffrigen Dualzahl gleich sind, mit der 
Grenzhaufigkeit 2-" vorkommen*). Sei nun yu der kleinste Index, fiir den 
k,, kusi,.-- durch m teilbar ist. Die Anzahl der Nullen und Einser in 
der urspriinglichen Folge F,, die dem ersten durch Z,, dargestellten Ab- 
schnitt vorangehen, sei N und n,m das kleinste Vielfache von m, das 
nicht kleiner als N ist. Dann gilt jedenfalls n.m—N =k <m<k, 
< kusi <i kusq... Fir die ersten n,m Zeichen der Alternativfolge F, 
schreiben wir jetzt zur Abkiirzung A. Die niichsten k,, 2" Elemente 
bilden zufolge der Eigenschaft b) eine komplette Zahl Z,, denn sie sind 
aus dem ersten Z.., dadurch entstanden, daB k’ Nullen vorne fortgenommen 
und hinten angefiigt wurden. Fiir die nichsten k, 2‘ Zeichen gilt das- 
selbe und demnach kann man F, auch durch die Formel 


(38) F,: 


6° 


Su py tu +1 fu4+9 
AZ,' Z," Ze. 


u+1 “uta *** 
darstellen. Hier liegen immer die Grenzen zweier durch je einen Buch- 
staben bezeichneter Abschnitte auch an der Grenze zweier Abschnitte 
der Linge m, weil m ein Teiler von k,, ky +,,... ist. 

Bilden wir jetzt eine neue Alternativfolge F;, indem wir unter jeden 
Abschnitt der Lange m von F, eine 1 oder 0 setzen, je nachdem der 





8) A. H. Copeland, a. a. O. S. 545, nennt Folgen, die (im wesentlichen) diese 
Eigenschaft besitzen, ,,zulassige‘‘ und beweist dann die Existenz solcher Folgen. 














770 


R. v. Mises. 
Abschnitt eine bestimmte ins Auge gefaBte m-ziffrige Dualzah] D enthalt 


~ 


‘ k 

: - ° k 

oder nicht, so entfallen n, Elemente von F; auf A, dann 1, = — 2*« 
m 


auf das erste Z, , ebenso viele auf das zweite, usw. Sind die z, Zeichen Z,_ 


~“-“ 
- 2 . s ee k,, +1 of 
durchlaufen, so bilden wir weitere Abschnitte von der Lange “— 2*«+1 
m 


in F, usw. Die Zahl der Einser unter aen ersten n, Elementen von F; 
sei a,, die Zahl det Einser unter den /, nachsten ist zufolge der Eigen- 
schaft b) 


k k m 
(39) a, = 2h" = 1,.2-*, 
Ebenso gilt, zufoilge der Eigenschaft b) 
(39) e,= 12-*, » > 2, 


wie groB auch » ist, unabhangig davon, in welchem Teil von F, wir uns 
befinden, d, h. welcher der kompletten Dualzahlen der »-te Abschnitt der 
Lange |, angehért. Die GréBen I, und «, selbst bleiben mit wachsendem y 
immer solange konstant, ais man sich im Bereich desselben k, befindet, 
dann nehmen sie, wenn man zu k,,, iibergeht, in gleichem Verhdltnis zu. 
An der Stelle n = n, = n,+1,+1,+ ...-+-1, betriigt daher die relative 
Haufigkeit der Einser nach (39) und (39’): 


Ho T7721 Toe Pay l ae 
(40) py = nt = Lig 4 2 (n, — )] 
—_ i. at —% 2 ™ 
= 2m 4 = 


Da mit wachsendem » der Nenner des Bruches rechts ins Unendliche 
geht, wahrend der Zahler unverindert bleibt, haben wir 
(41) lim p, = 2-*. 


Damit ist die erste der Bedingungen (1) des Hilfssatzes erfiillt. 

Es ist nun noch zu zeigen, da der Quotient l,/n, gegen 0 geht. 
Tatsichlich wichst 1, mit », und wenn wir uns im Bereich der kompletten 
Zahl Z,, befinden, hat 1, den Wert 


(42) . 


¥ 


He ote, 

m 
Das zugehérige n, = n,+1,+1,+...+1, ist aber sicher gréBer als die 
Summe derjenigen 1-Werte, die allein schon zu den kompletten Zahlen 
der Klasse k,_, gehéren (weil ja alle Z, _, dem ersten Z,, vorangehen) 
und deren Anzahl z,_, ist. Also hat man nach (35) 


‘ ky Roy k, k 
(43) n, > %-1+— 2° = G1 — 2% = o_,1, 
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Da wir vorausgesetzt haben, daB die c, ins Unendliche wachsen, ist 
mit (43) auch die zweite und dritte Bedingung des Hilfssatzes erfillt und 
unsere Behauptung bewiesen. 

DaB man die Konstruktion von F, auch auf den Fall iibertragen 
kann, in dem die Haufigkeit der 1 einen anderen Wert als '/, hat usw. 
bedarf wohl keiner naheren Ausfiihrung. 


4. SchluBbemerkung. Das letztgegebene Beispiel legt eine kurze 
Erérterung des _ ,,Regellosigkeits“-Begriffes nahe. Es ist ohne weiteres 
klar, daB auch die Null-Eins-Folge F,, obwohl ihre Abschnitte von 
beliebiger Lange m eine Bernoullische Verteilung aufweisen, kein brauch- 
bares Bild der Ereignisfolge bei einem beliebigen Gliickspiel lieferte. 
Wiirden sich die rot-schwarz-Resultate einer Roulette so verhalten wie F, 
es anzeigt, so gabe es keine Spielbank, denn man kénnte ohne Miihe 
unzihlige ,,Systeme‘ angeben, nach denen man ausnahmslos gewinnt, 
Damit erledigt sich der Standpunkt vieler Autoren, den wohl A. H. Cope- 
land*) zum erstenmal prizisiert hat, man kénne als in der Wahrschein- 
lichkeitstheorie ,,zulassige“ Folgen alle solche betrachten, die sich hin- 
sichtlich ihrer Abschnitte so verhalten, wie unser F,, bei denen also 
unter den Abschnitten der Lange m jede m-ziffrige Dualzahl mit der 
Grenzhaufigkeit 2—™ auftritt. Unser Beispiel beweist nur die Notwendig. 
keit eines allgemeinen, uneingeschrinkten Regellosigkeitsaxioms. 

Man kénnte vielleicht einwenden, daB ein Spielsystem (d.h. die 
Angabe einer Nummernauswahl, innerhalb deren die Gewinnaussichten 
verinderte sind) die Kenntnis der Zahlen c,,c,,... und k,, k,,... zur 
Voraussetzung hatte. Solange man diese Kenntnis nicht besitzt, kann 
man den Spielverlauf nur fiiz eine begrenzte Serie von Spielen voraus- 
sagen, zudem ohne zu wissen, fiir wie lange die Voraussage gilt. Aber 
dies zeigt nur, daB das theoretische Regellosigkeitsaxiom, das die Un- 
empfindlichkeit der Grenzhaiufigkeit gegeniiber einer Stellenauswahl fest- 
legt, noch praktisch zu wenig fordert: Es miiBte, damit man den beim 
Gliicksspiel vorliegenden Verhiltnissen gerecht wird, eigentlich auch die 
Voraussagbarbeit der Erfolge in einer endlichen Serie von erheblicher 
Lange ausgeschlossen werden. Dieser Mangel der Theorie diirfte aber 
wohl unvermeidlich sein; er zeigt sich auch schon beim ersten Axiom 
(dem von der Existenz einer Grenzhaufigkeit) und riihrt daher, daB jede 
Mathematisierung der Vorstellungen ,,sehr groB“ oder ,,sehr klein“ auf 
den Grenzbegriff fiihrt. 

Auch der folgende Gedanke verdient vielleicht eine Erwahnung. 
Kénnte es nicht sein, daB ein Vorgang, den wir fir zufallsartig halten, 


%) A. a. O. vgl. FuBnote °). 
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in Wahrheit eine Anordnung von der Gestalt F, besitzt, daB wir uns 
aber bei einem sehr hohen Wert von k befinden, etwa von der GréBen- 
ordnung k~10*, so da8 in Jahrtausenden erst ein kleiner Teil einer 
einzigen k-ziffrigen Dualzahl abrollt? In der Tat wiirde man unter diesen 
Umstinden keine GesetzmaBigkeit der Anordnung beobachten, wahrend 
sie ,,in Wirklichkeit‘‘ besteht. Allein wir haben keine andere Aufgabe, 
als eine Theorie der Erscheinungen zu geben, die innerhalb der Mensch- 
heitsgeschichte beobachtbar sind. In dem vorliegenden Fall muB8 die 
Theorie erklaren (d.h. auf einfache Grundannahmen zuriickfiithren), warum 
die beobachtbaren Spielfolgen an der Roulette dem Bernoullischen Gesetz 
und sehr vielen anderen, ahnlichen (durch anders abgeleitete Kollektivs 
bestimmten) Hiaufigkeitsgesetzen geniigen. Dies ist bisher auf keine 
andere Weise gelungen als durch die konsequente Hiufigkeitstheorie, die 
sich auf die beiden Axiome von der Existenz der Grenzwerte der relativen 


Hiaufigkeiten und ihrer Unempfindlichkeit gegen Stellenauswahlen stiitzt. 


Ob es auBerhalb der Erfahrung liegende GesetzmaBigkeiten gibt, die der 
Annahme der Regellosigkeit widersprechen, kommt hierbei nicht in Betracht. 


(Eingegangen am 20. 12. 1932.) 
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